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ВВЕДЕНИЕ 
 

Предлагаемое учебное пособие создано на основе лекций 
по теории поля, читаемых авторами в течение многих лет сту-
дентам-геофизикам Казахского национального технического 
университета им. К. И. Сатпаева. 

Геофизические методы поисков и разведки полезных иско-
паемых основаны на изучении различных естественных или ис-
кусственно созданных физических полей. Поэтому курс «Теория 
поля» является  связующим звеном между общетеоретическими 
дисциплинами – физикой и высшей математикой и специальны-
ми предметами – гравиразведкой, магниторазведкой, электро-
разведкой  и  сейсморазведкой.  

Основная задача курса –  ознакомить студентов  с основ-
ными понятиями теории поля, с видами полей и  их уравнения-
ми, а также с важнейшими теоремами теории поля и с наиболее 
важными примерами применения этой теории.  

Цель курса – дать студентам  физико-математическую ос-
нову  полей разной физической природы, а также изучение ими  
связей между причинами, порождающими поле, и величинами, 
характеризующими его. Эти связи имеют наиболее простой вид, 
если рассматриваются для малых областей (точечных) и они 
оказываются одинаковыми для разных полей. Вследствие этого 
для этих полей теория становится общей, вышесказанные связи 
выражаются в виде дифференциальных уравнений в частных 
производных, и их частные решения используются для расшиф-
ровки аномальных полей, измеренных в процессе геофизичес-
кой разведки геологических объектов. 

В учебном пособии подробно изложены  основы векторно-
го исчисления, основные характеристики скалярных и вектор-
ных полей в прямоугольных и криволинейных координатах, 
теория гравитационного,  электромагнитного полей, а также 
упругих напряжений и деформаций в твердом теле.  Получен-
ные знания позволяют студентам применять их на практике и 
углубленно изучать в дальнейшем вопросы теории и практики 
интерпретации значений геофизических полей. 
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1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 
 
1.1. Основные понятия теории поля 
 
Для исследования недр в геофизике применяют физические 

поля, распределенные в земной коре и над ней: гравитационное, 
магнитное, электрическое, электромагнитное, упругих колеба-
ний и др. Кроме того, для проведения геофизических исследо-
ваний в земной коре специально создаются поля  и они иссле-
дуются в доступных областях пространства. Поэтому сначала 
рассматривается понятие о полях физических величин. 

Развитие количественных методов показало, что одно и то 
же физическое свойство в разных точках исследуемого объекта 
может принимать различные значения, и поэтому для математи-
ческого описания необходимо знать совокупность значений со-
ответствующей величины во всех точках рассматриваемого объ-
екта. Это привело к появлению представлений о полях физиче-
ских величин как о части  пространства, каждой точке кото-
рого соответствует определенное значение некоторой фи-
зической величины. 

По характеру физические величины подразделяются на 
скаляры, векторы и тензоры. Следовательно, поля бывают век-
торными, скалярными и тензорными. 

 Каждое из них в свою очередь  может быть стационарным 
(постоянным), если значение физической величины  в каждой 
точке области со временем не меняется, а также не стационар-
ным (переменным), в случае, когда оно меняется со временем.  
Стационарное поле есть функция координат  x, y, z точек про-
странства, а нестационарное поле представляет собой  функцию 
четырех переменных, т. е. от координат x, y, z точек и t  време-
ни. В общем случае любое физическое явление или процесс 
представляет собой изменение, каких-либо физических величин 
в пространстве и во времени, и задача состоит в определении 
функций, зависящих от четырех переменных. 

В связи с этим решаются две задачи: 
1) Прямая задача – состоит в  установлении характера  по-

ля, т. е. быстроты его изменения от точки к точке, если задано 
поле. 
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2) Обратная задача – в нахождении некоторой физической 
величины, т. е. конкретного вида поля, если известны условия, в 
которых находится  исследуемый объект. 

 Такие величины, как плотность, удельное сопротивление 
пород, потенциал гравитационного и магнитного полей и дру-
гие, определяются числом при соответствующем выборе едини-
цы измерения. В математике такие величины называются ска-
лярными. Если физическое явление характеризуется скалярной 
величиной, то имеет место скалярное поле.  

Действия над скалярами подчиняются действиям над ал-
гебраическими величинами. 

Такие величины, как сила притяжения материальных тел, 
напряженность магнитного и электрического полей и многие 
другие, являются векторными величинами, соответственно об-
разуют векторные поля.  

Упругая деформация и упругие напряжения образуют тен-
зорные поля, состоящие из трех векторных величин. 

 
1.2. Основные операции с векторами 
 
Вектор – величина, которая для своего определения требует 

указания на направление в пространстве и численное значение, 
геометрически он изображается прямолинейным отрезком опреде-
ленного направления. Длина отрезка в выбранном масштабе  ха-
рактеризует численное значение вектора. Действия над скалярами 
подчиняются действиям над алгебраическими величинами.  

Численное значение вектора называется величиной, моду-
лем или длиной вектора (  А


= А – модуль вектора).  

Вектора, используя его проекции в прямоугольной системе 
координат,  записываем  следующим образом: 

Пусть имеется вектор aBA    и ось S. Спроектировав век-
тор на ось, получим проекцию вектора  а  на ось S, т. е. 

 
,coscos11 saaBABA    
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sa  – проекция вектора a  на ось S, она  является скаляром и 

иначе называется алгебраической проекцией. Обозначим 0S   
единичный вектор или орт оси S. Он указывает направление 
оси. Произведение проекции вектора на единичный вектор 
называется компонентой вектора на эту ось 

 

.cos 00
1111 SaSBABA   

 

Компонента вектора является вектором и иначе называется 
геометрической проекцией вектора. Орты осей прямоуголь-
ных координат обозначаются через i, j, k. Выразим вектор в пра-
вой системе прямоугольных  координат через его проекции. Для 
этого сложим компоненты вектора  а  по координатным осям и в 
результате получим сам вектор  а 

 

kajaiaa zyx   
 

Радиус-вектор точки. Точка в пространстве может быть 
задана своими координатами или же вектором, начало которого 
совпадает с началом системы координат, а конец с данной точ-
кой. Этот вектор и носит название радиуса-вектора точки. 

 

,krjrirr zyx   

,222 zyxr   
.;; zyx rzryrx   

 

Скалярное произведение двух векторов. Скалярным произ-
ведением  двух векторов  называется число, равное произведе-
нию их модулей на косинус угла между векторами 

 

 BAABBA ,cos  
 

В зависимости от угла между векторами  BA,   скалярное 
произведение может быть положительной (угол  BA,  острый) 
или отрицательной (угол   BA,  тупой) величиной. 
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Проекцию вектора на координатную ось можно рассматри-
вать как число, полученное в результате скалярного произведе-
ния единичного вектора оси на вектор   

 

.xi AAiAi   

 

Векторным произведением двух векторов A  и  B  является 
вектор C , направленный перпендикулярно к плоскости векто-
ров A   и B  в ту сторону, чтобы вращение вектора A   к вектору 
B  вокруг вектора C  по кратчайшему пути происходило против 
часовой стрелки (в правой системе координат) и по часовой 
стрелке (в левой системе координат). Модуль вектора C   равен 
площади параллелограмма, построенного на векторах A  и B . 

Векторное произведение будем обозначать символом 
BxA . Модуль векторного произведения  

 

 .,sin BAABBxA   

 

Двойное векторное произведение. Три вектора A
,
  B и C   

можно различным образом перемножить. Одним из этих вари-
антов и является двойное векторное произведение, т. е. вектор  

BxA умножить векторно на C . 
Двойное векторное произведение    
 

 CxBxA  

 

Векторное произведение вектора A  на вектор  CxB   
представляет собой вектор, компланарный с векторами  B  и  C  
и перпендикулярный вектору A . 

Найдем проекции вектора   dCxBxA    на ось  х: 
 

   zy

zy
x CxBCxB

AA
d   
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Раскрывая определитель, прибавим к правой части, а затем 
вычтем из нее  Ах  Вх   Сх, после преобразований получим 

 
    xxx CBABCAd  . 

 
Для двух других проекций находим 
 

    yyy CBABCAd  , 

    zzz CBABCAd  . 
 

На основании этих формул запишем векторное равенство 
 

   CBABCAd x   
 

Произведение четырех и более векторов можно свести к 
произведению трех векторов. 

 
Контрольные вопросы: 
 
1. Определение векторной величины. 
2. Как определяется проекция вектора? 
3. Сколько проекций  имеет вектор в декартовой системе 

координат? 
4. Как определяется скалярное произведение двух векторов? 
5. Как определяется векторное произведение двух векторов? 
6. Как определяется двойное векторное произведение? 
 
1.3. Скалярное поле и его производная 
 
Скалярным  полем называется область пространства, в 

каждой точке которого сопоставляется некоторое значение 
скалярной величины . 

Произвольная точка М в пространстве характеризуется  ко-
ординатами x, y, z, или радиус-вектором r . 
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Тогда скалярное поле может быть  задано либо в виде 
функции от координат   zyx ,, , либо в виде функции от ра-
диус-вектора  r   (рис. 1.1).  

 

 
 

Рис. 1. 1 
 
Пусть  функция   zyx ,,  является в заданной области 

непрерывной, однозначной и дифференцируемой. Чтобы дать 
количественную характеристику быстроты изменения  скаляр-
ной величины φ в окрестности произвольной точки  М поля, 
введем понятие производной по данному направлению. 

Производной скалярного поля φ(x,y,z) по некоторому 
направлению l называется предел отношения приращения 
зависимой переменной в этом направлении к перемещению, 
когда последнее стремится к нулю. 

 

ll
l

l 








0

0
lim 

,                                (1.1) 

 

где φ0 и φl – значения скалярной функции φ для точек 0M  и М1. 

Величина производной 
l


 зависит от выбора направления l. 

Поскольку через точку (М) в пространстве можно провести бес-
численное множество различных направлений, то может пока-
заться, что  для характеристики скалярного поля  необходимо 
задать в каждой точке бесконечное количество производных по 
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всевозможным направлениям, проходящим через данную точку. 
Однако вследствие непрерывности и однозначности функции    
φ (x,y,z)  для определения скорости ее изменения достаточно  
знать производные по трем взаимно перпендикулярным направ-

лениям, т. е. 
zyx 






  ,, .  

Скалярное поле может быть изображено при помощи поверх-
ностей уровня, т. е. поверхностей, во всех точках которых функция 

 r   или  zyx ,,  сохраняет одинаковое значение. 
Уравнение поверхности уровня или изоповерхности имеет 

вид 
  Cconstzyx ,, . 

 

Различные значения С  соответствуют различным уровен-
ным поверхностям. Совокупность таких поверхностей позво-
ляет наглядно представить cкалярное поле (рис. 1.2 А) . 

Пространство, заключенное между двумя уровенными поверх-
ностями называется уровенным слоем, а расстояние между ними по 
нормали называется толщиной уровенного слоя (рис. 1.2 Б).  

 

 
 

Рис. 1.2 
 

Для характеристики скалярного поля большой интерес 
представляет производная в любой точке поля по нормали к 
уровенным поверхностям. 

Рассматриваем скорость изменения скалярной величины φ 
в окрестности точки 0M  по направлению n и l; n –  направление 
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нормали к уровенным поверхностям, l – произвольное направ-
ление (рис.1.2 Б).  

Производные по этим направлениям имеют вид 

NMlMMn NMMM
0

01

0
10

01

0 010

lim;lim  










. 

10

При первом приближении M0M1N можно считать прямо-
угольным  треугольником, тогда     М  М   =М0 N cos (l,n,) от-

сюда 
 nl
MM

NM ,cos
10

0  . Следовательно, производную по произ-

вольному направлению можно переписать следующим образом: 

   nl
n

nl
MMl MM

 ,cos,coslim
10

01

010 












. 

Значение косинуса меняется в пределах от 0 до 1. Тогда 
следует сделать такое заключение,  о том, что в любой точке 
поля производная по нормали к уровенным поверхностям всегда 
больше производной по любому другому направлению. 

Итак, зная производную по нормали к уровенным поверх-
ностям, всегда можно вычислить производную по произвольно-
му направлению, проходящему через рассматриваемую точку.  

Поскольку производная  функции  zyx ,,  по нормали к
уровенным поверхностям имеет особое значение для дифферен-
циальной характеристики скалярного поля, то целесообразно 
ввести понятие градиента. 

Градиентом скалярного поля в данной точке М называ-
ется  вектор, направленный по нормали n  к уровенным по-
верхностям,  проходящей через точку М и численно равный-
производной скалярной функции по этому направлению.  

n
n

grad 







 ,  (1.2) 

 
здесь n  – единичный вектор.
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Направление градиента всегда показывает на направление 
наибольшей крутизны подъема этой поверхности. 

Итак, для характеристики скалярного поля достаточно опре-
делить направление нормали к уровенным поверхностям и значе-
ние производной скалярной функции по этому направлению. 

Так как градиент – величина векторная, то имеет проекции 
на оси координат. Проекции градиента в декартовой системе 
координат определяется производной скалярной функции по 
осям координат: 

 










zyx grad
z

grad
y

grad
х











 ;; . 

 
Тогда в прямоугольной системе координат вектора гради-

ента записываем  следующим образом: 
 

k
z

j
y

i
x

grad
















 ,                        (1.3) 

здесь kji


,, – единичные векторы, направленные по осям координат. 
Иногда градиент обозначается как  ,  где  (дельта) – 

оператор Гамильтона или «набла», иногда его называют сим-
волическим вектором: 

 

k
z

j
y

i
x














 .                              (1.4) 

Абсолютное значение градиента определяется как длина 
вектора  : 

222

































zyx


  

 
Таким образом, скалярное поле всегда порождает  вектор-

ное поле, вектор которого определяется как градиент скалярной 
функции в виде grada 


. Его можно представить как состо-

ящее из множества векторов, выходящих из точки уровенной 
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поверхности функции φ, направленных по нормали в сторону 
увеличения поля и имеющих длину, равную величине нормаль-
ной производной от функции φ в точке М.  

Следовательно, для характеристики скалярного поля необхо-
димо знать векторное поле градиента, определенное в этой области. 

Такие векторы называются потенциальными, а скалярная 
функция  zyx ,,  – потенциалом. Потенциальное поле ха-
рактеризуется векторными линиями, которые ортогональны к 
поверхности уровня в каждой точке пространства. В направле-
нии этих линий происходят максимальные изменения скалярной 
функции  zyx ,, .    

 
Контрольные вопросы: 
 
1)  Что называется полями физических величин? 
2)  Как определяется быстрота изменения скалярного поля? 
3)  Что такое уровенная поверхность и уровенный слой? 
4)  Что такое градиент скалярного поля? 
5) Как определяется проекции градиента скалярного поля? 
6) Как определяется длина вектора градиента скалярного 

поля? 
7) Что такое оператор Гамильтона? 
8) Как записывается градиент через оператора Гамильтона? 
9) Какие векторы  называются потенциальными? 
10) Какими векторными линиями характеризуется 

потенциальное поле? 
  
1.4. Векторное поле и его объемные производные 
 
Векторным полем  называется часть пространства, 

каждой точке которого соответствует значение некоторой 
векторной функции   ra 

. 
При этом вектор a  –  в каждой точке данного пространства 

имеет определенное направление  и значение, а  поле изобража-
ется с помощью векторных линий, нормальных и векторных по-
верхностей. 
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Векторной линией  называется кривая L, в каждой точке 
которой касательная имеет направление вектора a . Через каж-
дую точку (М) проходит одна определенная линия (рис. 1.3). 

 

 
 

Рис. 1.3. Векторные линии 
 

Семейством векторных линий определяется семейство ор-
тогональных к ним поверхностей, которые называются нор-
мальными поверхностями поля.  

Совокупность линий, проведенных параллельно векторам по-
ля через все точки линии L,  образует векторную поверхность. 

Если L  замкнутая линия, то  векторная поверхность огра-
ничивает некоторую часть пространства, называемую векторной 
трубкой.  В силовом поле  F


 их называют силовыми линиями 

и силовыми трубками (Рисунок.1.4). 
 

 
 

Рис. 1.4. Векторная трубка 
 

Быстрота изменения векторной переменной  ra 
в окрест-

ности точки М определяется производной этой функции по век-
торному аргументу (r). 
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Производная векторной переменной по производному 
направлению  l определяется как в случае скалярного поля в виде 

                                   

l
aa

l
a l

l 








0

0
lim



  ,                           (1.5) 

 
где  

ll МиМточкевафункциизначенияaиa 
0

, 

близкой к ней на прямой l. 

Из (1.5) следует, что  производная 
l
a




 величина векторная 

и для другого направления, проведенного через точку М, полу-
чим другой вектор, т. е. можно получить бесконечное количе-
ство производных от векторной функции по всевозможным 
направлениям.  

Несмотря на это, как и в случае скалярного поля, для опи-
сания векторного поля в пространстве достаточно рассмотреть 
производные по трем взаимно перпендикулярным направлениям  

 

z
a

y
a

x
a












;; . 

 
В действительности вектор а  имеет три скалярных проекции 

на осях координат ( ax, ay, az ), которые образуют скалярные поля. 
Поэтому данному векторному   полю  можно   сопоставить     сово-
купность   трех скалярных   полей ax (x, y, z), ay (x, y, z), az (x, y, z), по-
ведение которых определяются тремя градиентами zyx aaa  ,, . 
Тогда следует отметить, что векторное поле определяется тремя век-
торными величинами zyx aaa  ,, , являющимися векторными 
составляющими более сложной величины, называемой тензором.  

Следовательно, полная производная векторной функции 
 ra 

 по векторному аргументу r  является тензор-производной, 
состоящей из девяти производных по взаимно перпендикуляр-
ным направлениям 
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.

                           (1.6) 
 

Как видно, полной дифференциальной характеристикой 

векторного поля  ra 
 является тензорное поле  

rd
ad



.  

Но быстроту изменения векторной функции можно еще 
определить с помощью инвариантов данного тензора, тем са-
мым можно  использовать более простые величины – векторные 
и скалярные. 

Первый инвариант этого тензора, равный сумме диагональ-
ных элементов, называется дивергенцией векторной функции 
или векторного поля ),,( zyxa ; 

 

z
a

y
a

x
aadiv zyx















.                          (1.7) 

 
Итак, дивергенция векторного поля является скалярной ве-

личиной, равной объемной производной этого поля в точке М. 
Чтобы познакомиться со вторым, используемым в вектор-

ном анализе инвариантом тензора производной, разложим этот 
тензор на симметричную и антисимметричную части 

 

AS
rd
ad 




 . 

 
Выписываем в явном виде матрицу антисимметричного тензора 

z 

a
y

a
x 

a
z 

a
y
a

x 

a
z 

a
y

a 

x 

a

r d 

ad 

Z Z Z 

Y Y Y 

X X X 































(1.6) 
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z
a

z
a

z
a

y
a

z
a

x
a

y
a

z
a

y
a

y
a

y
a

x
a

x
a

z
a

x
a

y
a

x
a

x
a

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx






































































2
1ˆ . 

 
Если внимательно рассмотреть, то видно, что диагональные 

элементы  матрицы равняются нулю, а А


 – антисимметричный 
тензор определяется по существу тремя скалярными компонен-
тами. Поскольку векторные величины в трехмерном простран-
стве характеризуются тремя компонентами (проекциями), то 
антисимметричной части  тензора-производной можно сопоста-
вить  вектор  w ,  называемый ротором векторного поля, и его 
записываем следующим образом:  arotw 

 .   
Компоненты  данного вектора определяются выражениями 

 

y
a

x
a

w
x
a

z
aw

z
a

y
aw xy

z
zx

y
yz

x 
























 ;;
.
 

 
Таким образом, вектор kwjwiww zyx


   или  

 

k
y
a

x
a

j
x
a

z
ai

z
a

y
aarot xyzxyz

















































 ,      

 
(1.8) 

  
и он эквивалентен антисимметричному тензору и представляет 
собой векторный инвариант тензора-производной.   

В декартовой системе координат ротор определяется как 
определитель третьего порядка в виде 
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zyx aaa
zyx

kji

arot













  
. 

 
Данная запись совпадает с векторным произведением двух 

векторов, таких как оператора  Гамильтона «набла» и вектора 
а , т. е. arot =  a . 

Итак, ротор векторного поля  есть вектор, определенный в 
каждой точке поля и является объемной производной векторной 
переменной, взятый с обратным знаком. Направление вектора все-
гда перпендикулярно к плоскости векторного поля (поверхности). 

Совокупность двух величин – скаляра adiv  и вектора 
arot ,  являющихся инвариантами (1.6) тензора-производной, 

может служить дифференциальной характеристикой векторного 
поля  ra 

. Каждая из этих величин имеет определенный физи-
ческий и геометрический смысл. 

 
Контрольные вопросы: 
 
1. Определение векторного поля. 
2. Что называется векторной линией? 
3. Как определяется скорость изменения векторной функции? 
4. Что называется дивергенцией векторного поля? 
5. Что называется ротором векторного поля? 
 
1.5. Физический смысл дивергенции  и ротора  
        векторного поля 
 
Физический смысл дивергенции. Дивергенцию иногда за-

меняют термином «расходимость», который относится к гидро-
динамике. В случае, когда рассматриваемое поле постоянное во 
времени, то его можно изобразить с помощью векторных линий.   
Как известно, векторные линии расходятся из источников и схо-
дятся в стоках, оттуда и замена дивергенции на термин «расхо-
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димость». Данное понимание, хотя, формальное, но позволяет 
решить важные задачи теории поля. Допустим, из замкнутой 
области вытекает больше воды, чем втекает в нее, в этом случае 
говорят о наличии источников внутри этой области, увеличива-
ющих количество воды, т. е. положительные источники там, где 
векторные линии начинаются, откуда они расходятся.  

Итак, дивергенция векторного поля дает информацию о 
существовании источников  и стоков векторных полей в рас-
сматриваемой области.  

1) 0adiv   означает, что нет источников поля.  
2) 0

adiv – существует источник векторного поля, из него 
расходятся векторные линии. 

3) 0
adiv – существует сток векторного поля, векторные 

линии сходятся  в него. 
Например: Поместим в поток жидкости замкнутую поверх-

ность (рис. 1.5) Тогда, если жидкость однородна, то количество 
жидкости, "втекающей" внутрь , будет, очевидно, равно ко-
личеству вытекающей и в этом случае 0adiv . Ситуация из-
менится, если внутрь  поместить кусочек тающего льда. То-
гда за счет "производства" жидкости внутри  вытекать будет 
больше, чем "втекать" и, следовательно, в этом случае 

0
adiv . Аналогично, если внутри  жидкость будет каким-

либо образом поглощаться, то 0
adiv . В первом случае  гово-

рят, что внутри  есть источник, во втором  – сток; в 
третьем – источников или стоков поля нет.  

Если введем понятие о потоке векторных линий как о по-
токе жидкости, протекающей через некоторую поверхность за 
единицу времени, то отношением потока через замкнутую по-
верхность к объему, ограниченной этой поверхностью, при 
стремлении последнего к нулю  определяется дивергенция век-
торного поля 

  

dV
dQ

V
QQadiv

V








12

0
lim

 
.
  
                         (1.9) 
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Рис. 1.5.  Потока векторного поля 
 
Значение потока через замкнутую поверхность связано с 

тем, как  меняется плотность векторных линий внутри рассмат-
риваемого объема, ограниченного этой поверхностью. 

Поток называется скалярным потоком и определяется  
выражением 

 

 
S

n dSaSdaQ
 .                          (1.10) 

 

Поток есть величина скалярная и зависящая от ориентации 
поверхности S. При изменении направления нормали, знак проек-
ции, а, следовательно, и потока изменится на противоположный. 

В итоге, разделив поток вектора на объем можно найти  поток 
вектора на единицу объема. В пределе при стягивании S в точку М 
частное  производное будет характеризовать интенсивность (или 
плотность источника) истечения векторных линий из выбранной 
точки, т. е. из бесконечно малого объема. Этот предел называется 
дивергенцией и  определяется следующим выражением: 

 

V

dSa
adiv S

n

V 



 0

lim .                                  (1.11) 

 
Дивергенция вектора в точке М есть величина скалярная  и 

характеризует интенсивность истечения векторных линий из 
области точки М. 
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Рассмотрим дивергенции суммы векторов и произведения 
скаляра на вектор. Допустим, что имеем поля векторов BA,   и 
скалярное поле U. Тогда 

 

 
  .

,
AgradUAUdivAUdiv

BdivAdivBAdiv



 

 
Физический и аналитический смысл ротора. Для этого 

рассмотрим плоское векторное поле V  – линейной скорости 
частиц сплошной среды, перпендикулярное оси z. В этом случае 
проекция скорости на ось z и производные по этой оси равны 
нулю, поэтому 

 

k
dy
V

x
V

Vrot xy







 





  

 
т. е. ротор в каждой точке поля направлен перпендикулярно 
плоскости заданного поля. 

Циркуляция вектора и ее физический смысл.  Возьмем в 
поле вектора A   некоторую кривую L, и найдем работу по     
перемещению  

 

 
 

Рис. 1.6 
 

материальной точки вдоль этой кривой из точки P  в точку P1 
(рис. 1.6 ). Работу можно определить в виде скалярного произ-
ведения rAU  . Работа вектора вдоль всей кривой L     
будет равна 



Омирсериков М. Ш., Исаева Л. Д.  
 

22 





n

i
rAU

1
. 

 
Уменьшая длину r  и переходя к пределу, получим кри-

волинейный интеграл 
 

  
L L

zyx dzAdyAdxArdAU .  

 
Скалярному произведению можно придать другой вид: 
  


L

LdrAU , 

 

где LA   – проекция вектора A   на касательную к кривой L . 
Криволинейные интегралы, записанные выше,  называют 

также линейным интегралом вектора A  вдоль кривой. Если 
кривая L  замкнутая, то криволинейный интеграл будет назы-
ваться циркуляцией. Таким образом, циркуляция имеет смысл 
работы векторного поля по перемещению точки вдоль замкну-
той кривой, т. е. 

 

  
L L

zyx
L

L dzAdyAdxAdrArdAU .  

 
При вычислении работы обход по контуру совершается 

против часовой стрелки (в правой системе координат). 
 
Контрольные вопросы: 
 
1. Что такое векторный поток? 
2. Физический смысл дивергенции. 
3. Циркуляция вектора и ее физический смысл. 
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1.6. Векторные операции в ортогональных  
         криволинейных координатах 
  
1.6.1. Выражение элементов длины, площади и объема в         
          криволинейных координатах через координаты Ламе 
 
Выразим элементы длин координатных линий, площади и 

объема в криволинейных координатах, используя прямоуголь-
ные координаты (рис. 1.7).  

 

 
 

Рис.1.7 
 

Возьмем координатную линию, расположенную в прямо-
угольной системе координат. Радиус-вектор точки, расположен-
ной на линии, имеет обычный вид ,kzjyixr    

где ; ; . Обозначим элемент дуги 
координатной линии u  через udl . Поскольку uu rddl  , и 

нахождение udl   сведем к нахождению urd . 
Известно, что 

 

,kdzjdyidxrd   

где                     du
u
zdzdu

u
ydydu

u
xdx












 ,,  

 
Отсюда находим 

 

,
222

duHdu
u
z

u
y

u
xdlrd uu 






























  
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uH
u
z

u
y

u
x





























 222

. 

 
Аналогично 

 

,
222

dvHdv
v
z

v
y

v
xdl vv 






























  

 

.
222

dwHdw
w
z

w
y

w
xdl ww 






























  

 

Коэффициенты wvu HHH ,, называют коэффициентами 
Ламе или масштабными множителями криволинейной си-
стемы координат. 

Зная значения элементов длин координатных линий, запи-
шем выражения для элементов площадей 

 

,dvdwHHdldldS wvwvu   
,dudwHHdldldS wuwuv   

      ,dudvHHdldldS vuvuw   

 
и элемента объема  

 

.dudvdwHHHdldldld wvuwvu   
 

 

1.6.2. Выражения градиента, дивергенции, ротора,  
            лапласиана в криволинейных координатах 
 
Выражение градиента скалярной функции в криволиней-

ных координатах имеет следующий вид: 
 

  .111,, w
w

v
v

u
u

e
wH

e
vH

e
uH

wvugrad












  
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Как видим, градиент в криволинейных координатах зависит 
не только от значения функции   в точке, но и от значения 
масштабных коэффициентов данной системы координат и 
направления единичных орт осей. 

Принцип определения дивергенции вектора через его про-
екции, примененный в случае прямоугольных координат, сохра-
ним и теперь, т. е. 

 
 

Тогда она имеет следующий вид: 
 

     






















w
AHH

v
HAH

u
HHA

HHH
Adiv wvuwvuwvu

wvu

1 . 

 
Выражение лапласиана в криволинейных координатах за-

писывается следующим образом:  
 




















































wH

HH
wvH

HH
vuH

HH
uHHH w

vu

v

wu

u

wv

wvu

 1

 
Ротор будем искать обычным образом 

 

.wwvvuu eAroteAroteArotArot   
 

Теперь запишем выражение вектора Arot : 
 

   
















 u

vvww

wv

e
w
HA

v
HA

HH
Arot 1

 

   
















 v

wwuu

wu

e
u
HA

w
HA

HH
1  

    .1
w

uuvv

vu

e
v
HA

u
HA

HH















  
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Данное выражение удобно записать через определитель 
 

wwvvuu

w
vu

v
wu

u
wv

HAHAHA
wvu

e
HH

e
HH

e
HH

Arot











111

 

 
1.6.3. Коэффициенты Ламе в цилиндрических и  
         сферических координатах 
        
 Определим значения коэффициентов Ламе цилиндриче-

ских координат. Для этого запишем выражения для элементов 
длин координатных линий 

 

.;; dzdlrddldrdl zy    
 

С другой стороны, известно,  что 
 

.;; dzHdlrdHdldrHdl zzyy    
 

Сопоставляя попарно эти равенства,  приходим к выводу, что 
 

1;1;1  zy HHH   

 
 Связь сферических координат с прямоугольными коорди-

натами определяется соотношениями 
 

.cos;sinsin;coscos   zyx  
 

Элементы длин координатных линий найдем, сопоставляя 
попарно выражения из двух систем 

 

;sin;; dldlddlddl     

;;;   dHdldHdldHdl   

Из этого имеем .sin;;1    HHH  
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Контрольные вопросы: 
 
1. Выражение градиента  цилиндрических и сферических 

координатах. 
2. Выражение дивергенции  цилиндрических и сфериче-

ских координатах. 
3. Выражение ротора  цилиндрических и сферических   

координатах. 
4. Коэффициенты Ламе в цилиндрических и сферических 

координатах. 
5. Выражение элементов длины, площади и объема в кри-

волинейных координатах через коэффициенты Ламе.  
6. Связь цилиндрических координат с прямоугольными 

координатами. 
7. Связь сферических координат с прямоугольными коор-

динатами. 
      
1.7. Основные интегральные формулы теории поля 
 
1.7.1. Формула Остроградского – Гаусса 
 
Векторное поле изображается векторными линиями. Поток 

векторных линий через замкнутую поверхность в этом поле опре-
деляется существованием источников поля в объеме, ограничен-
ном этой поверхностью. В этом случае пределом отношения пото-
ка векторных линий через замкнутую поверхность, к объему, огра-
ниченному этой поверхностью, при стремлении последнего к нулю 
определяется дивергенция векторного поля (1.11).   

С другой стороны, правая сторона данного выражения яв-
ляется приращением функции в данном объеме,  т. е. производ-

ной: 
dV
dQ

V
Q

V





 0
lim . 

Из этих выражений можно определить элементарный век-
торный поток, расходящийся из элементарного объема, следу-
ющим выражением: 
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dVadivdQ 
 .                                 (1.12) 

 
Проинтегрировав обе части (1.12) выражения, определяем 

полный векторный поток, расходящийся из объема V 
 

   
v

dVadivdVadivQ  .                         (1.13) 

 

С другой стороны, этот поток  обязательно проходит через 
замкнутую поверхность, ограничивающую объем V, и тогда он 
определяется выражением 

 


s

n dSaQ .                                       (1.14) 

 
Исходя из того, что поток расходится из объема V, проходит 

через замкнутую поверхность  S, сопоставляя последние выраже-
ния (1.13) и (1.14) получим интегральное равенство в виде 

 

 
V s

n dSadVadiv  .                            (1.15) 

  
Данное равенство устанавливает связь между трехкратным 

интегралом по объему и двукратным интегралом по поверхно-
сти, ограничивающей этот объем, называется формулой Остро-
градского – Гаусса. 

Из нее вытекает: 
Поток векторных линий через замкнутую поверхность 

равен тройному интегралу от дивергенции этого вектора по 
объему, ограниченному этой поверхностью. 

 Формула (1.15) записана в общем виде и имеет скалярную 
и векторную записи. 

а) Векторная запись формулы Остроградского – Гаусса. 
Для этого преобразуем правый интеграл в формуле (1.15) 

  
s

nn anaadSa  ,cos; , считаем, что лицевая сторона поверх-

ности совпадает с направлением  внешней нормали. Тогда эле-
мент поверхности приобретает  направление dSnSd 


. 



Теория поля 
 

29 

Следовательно, 
 

   
s s

SdaanSda
 cos . 

 
Подынтегральное выражение является скалярным произве-

дением двух векторов.  Тогда векторная запись (1.15)  формулы 
имеет вид  

 

 
V S

SdadVadiv
  .                                (1.16) 

 
б) Скалярная запись формулы Остроградского – Гаусса. 

Для этого раскрываем подынтегральные выражения формулы 
(1.15): 

1.
z

a
y

a
x

a
adiv zyx














 ; 

 2. an = ax cos 





 xn , +ay cos(n,y)+azcos (n,z). 

Тогда скалярная запись формулы имеет следующий вид: 
 

      
























S
zyx

V

zyx

dSznaynaxna

dV
z

a
y

a
x

a

,cos,cos,cos

                      
  .        (1.17) 

 
Формула Остроградского – Гаусса  широко применяется 

для преобразования интеграла, взятого по объему, ограничен-
ному поверхностью, в интеграл, взятый по этой поверхности. С 
помощью формулы бывает удобно также определять поток век-
тора, не проводя прямых вычислений. 
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1.7.2. Формула Стокса 
  
Рассмотрим направленную замкнутую линию L в поле век-

торов  ra 
, ограничивающую поверхность S. Если направление 

линии совпадает по право- винтовому вращению, то поступа-
тельные движения винта определяют  направление нормали n  к 
поверхности S (рис.1.8 ). 

 

 
 

Рис. 1.8. Циркуляции векторного поля 
 
Тогда криволинейный интеграл вектора  ra 

  по линии L 
называется циркуляцией вектора. Обозначим ее через Г и она равна 

 

  
l l

zyxl dzadyadxadlaГ  ,                   (1.18) 

 

где zyx aaa ,,   являются проекциями вектора  ra 
 на осях коор-

динат x, y,z. 
Циркуляция  обладает свойством аддитивности. Оно состо-

ит в следующем. Контур l ограничивает поверхность S, если ее 
разобьем на две части S1 и S2, то их ограничивают  контуры L 1 и 
L 2 . В этом случае полная циркуляция Г определяется как сумма 
циркуляций Г1 и Г2, т. е.  

 
Г= Г1  + Г2. 

 
Поэтому можно вести понятие о плотности порождения 

циркуляции, она определяется циркуляцией вектора, отнесенной 
к единице площади dГ/dS.   
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С другой стороны, это есть плотность вихрей векторного 
поля, которая определяется через ротор векторного поля следу-
ющим выражением 

arot
dS
dГ

n


 . 

Данное равенство позволяет определить изменение цирку-
ляции следующим выражением   

 

dSarotdГ n


 . 

 

Полная циркуляция определяется интегрированием  этого  
равенства по всей поверхности 

 


S

n dSarot 
 .                             (1.19) 

 

Учитывая (1.18) и (1.19) выражения, получим интегральное 
равенство, называемое формулой Стокса  

 

 
S

nl dSarotdla  .                         (1.20) 

 

В связи с этим теорема Стокса гласит: 

Циркуляция переменного вектора  ra 
 по произвольно 

замкнутой кривой  L равна потоку ротора этого вектора че-
рез поверхность S, опирающуюся на контур L. 

Как видно из (1.20), равенства формула Стокса связывает 
криволинейный интеграл по контуру поверхности с двойным 
интегралом по самой поверхности. Формулу Стокса можно за-
писать  векторной и скалярной формах. 

а) Векторная запись формулы Стокса. Для этого рассмат-
риваем подынтегральные выражения формулы (1.20), а именно: 

– направленный элемент дуги рассматривается как малый 
вектор с составляющими: dzdydx ,,  т.е. kdzjdyidxld


 . 

Тогда выражение под знаком криволинейного интеграла можно 
записать в виде скалярного произведения векторов a  и ld


:   

dzadyadxa zyx  = lda
 . 
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Ротор –  величина векторная с проекциями wx, wy, wz;  
Тогда проекция ротора вектора  на внешнюю нормаль име-

ет следующий  вид: 
 

     znwynwxnwwarot zyxnn ,cos,cos,cos 


. 
 
Если введем направленный элемент площади поверхности 

S с проекциями 
 

 dSxndSx ,cos ,  dSyndS y ,cos  ,  dSzndSz ,cos , 

 

тогда под знаком поверхностного интеграла можно запи-
сать в виде скалярного произведения векторов a  и w , т.е. 

 

      SdarotSdwdSznwdSynwdSxnw zyx


 ,cos,cos,cos . 

 
Поэтому, учитывая эти преобразования, формулу Стокса 

окончательно можно переписать  в векторной форме следую-
щим образом: 

 

  Sdarotlda
S

  .                          (1.21) 

 
б) Скалярная запись формулы Стокса. Для этого раскры-

ваем подынтегральные выражения в формуле Стокса 
 

1)
   

 zn
y

a
x

a

yn
x
a

z
a

xn
z

a
y
a

arot

xy

zxyz
n

,cos                                              

,cos,cos




















































; 

2)     dladzadyadxa lzyx  . 
Тогда формулу Стокса  переписываем следующим образом: 

            

     

































































S

xyzxyz

zyx

dSzn
y
a

x
a

yn
x
a

z
a

xn
z

a
y
a

dzadyadxa

,cos,cos,cos

                                                  
 (1.22) 
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Итак, сравнивая формулы Остроградского – Гаусса и Сток-
са, необходимо помнить то, что в правые части обеих формул 
входят потоки векторного поля. При этом в формуле Стокса 
речь идет о потоке вектора через замкнутый кусочек поверхно-
сти, опирающийся на некоторый замкнутый контур, тогда как в 
формуле Остроградского – Гаусса говорится о потоке через не-
которую замкнутую поверхность. 

 
1.7.3. Формулы Грина 
 
Формулы Грина предназначены для исследования потенци-

альных и квазипотенциальных полей, поэтому отметим отличи-
тельный характер таких полей. 

Векторное поле потенциальное, если его вектор определяет-
ся как градиент скалярной функции, т. е: grada 


, скалярная 

функция   является скалярным потенциалом векторного поля. 
В связи с этим предполагается, что любому скалярному по-

лю соответствует векторное поле, порождаемое градиентом ска-
лярного поля, а любое векторное поле не может стать градиен-
том скалярного поля. 

Потенциальное поле обладает следующими свойствами: 
1. Потенциальное поле можно задать не только проекциями 

вектора, но и одной скалярной функцией – потенциалом. 
2. Работа потенциального вектора вдоль некоторой кривой 

не зависит от формы этой кривой, а зависит только от положе-
ния начальной и конечной точек и равна разности значений по-
тенциала в этих точках. 

Уровенные поверхности в потенциальном поле называются 
эквипотенциальными поверхностями, параллельны между 
собой и никогда не пересекаются (рис. 1.9). 
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Рис. 1.9. Эквипотенциальные поверхности 
 
Эквипотенциальные линии появляются при пересечении 

эквипотенциальных поверхностей с любой другой поверхно-
стью. Существуют условия потенциальности векторного поля: 

1) Для потенциальности поля необходимо и достаточно, 
чтобы величина криволинейного интеграла от вектора поля, 
составленного по кривой, соединяющей любые две точки, опре-
делялась только координатами этих точек, т. е. разницей по-
тенциалов между точками. 

 

12

2

1

2

1








 


ddlаl . 

 
Следовательно, значение криволинейного интеграла не за-

висит от вида кривой. 
2) Для потенциальности поля достаточно и необходимо, 

чтобы ротор векторного поля равнялся нулю. 
 Исходя из формулы Гаусса (1.15),  последний интеграл   

записывается для случая, когда кривая замкнутая 
 

 
S

nl dSarotdlа 
1

1

. 

 
Интеграл с левой стороны равняется нулю, так как кривая 

замкнутая, т. е. начальные и конечные точки интегрирования 
совпадают. В этом случае интеграл с правой стороны также рав-
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няется нулю. Данное условие выполняется в том случае, если 
0arot , значит, поле безвихревое, бесциркуляционное. 

Проекции вектора потенциального поля выражаются сле-
дующим образом: 

 

z
grada

y
grada

x
grada zzyyxx 




















 ,, .   (1.23) 

 
Как видно, проекция вектора по любому направлению 

определяется производной скалярной функции по этому же 
направлению. 

Векторное поле  квазипотенциальное, если его вектор 
определяется произведением скалярной функции на вектор-
ную, определяемую как градиент другой скалярной функции   

 
grada 

 ,                                    (1.24) 
 

составляющие вектора квазипотенциального поля определяются 
выражениями 

 

z
grada

y
grad

a
x

grada

zzy

yxx




















,

,           
.               (1.25) 

 
Для квазипотенциальности поля необходимо и достаточ-

но, чтобы произведение ротора векторного поля на вектор поля 
равнялось нулю, т. е. .0arota 

    
Теперь рассмотрим формулу Остроградского – Гаусса для 

квазипотенциального поля  
 

dVadiv
V


 

S
n dSa ,                            (1.26) 

 
здесь вместо вектора а  подставляем выражение (1.24), то-

гда получим запись формулы Остроградского – Гаусса для рас-
сматриваемого случая 
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dVgraddiv
V

 
S

n dSgrad  .              (1.27) 

 
Раскрываем подынтегральные выражения:  

 

а/ graddiv 













xx


 + 













yy


 + 













zz


  = 

xxx 







 

 2

2

 +
yyy 







 

 2

2

 + 
zzz 







 

 2

2

 

= 



2

2

x


 



2

2

y


 



2

2

z



xx 



 

 +
yy 



 

 +
zz 



 

= 

  ; 

б/
n

grad n 





 . 

 
Подставляем эти выражения в равенство (1.27), тогда 

формула  Остроградский-Гаусс имеет следующий вид: 
 

  dS
n

dV
SV
 





 .               (1.28) 

 
Данная формула называется первой формулой Грина. 
 
 Первую формулу Грина записываем для другого 

квазипотенциального поля, вектор которого определяется 
выражением grada 


и имеет вид 

 

  dS
n

dV
SV
 





 .              (1.29) 

 

Если (1.29) формулу отнимим от (1.28) формулы, то 
разность записывается следующим образом: 
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  dS
nn

dV
SV

)(







 





 .         (1.30) 

 

Данная формула называется второй формулой Грина.  
 
1.7.4. Интеграл Дирихле 
 
Рассмотрим частные случаи: 
1) записываем первую формулу Грина (1.30) для случая 

когда   . В данной формуле произведение градиентов 
выражается  в виде квадрата функции  

 
222

2 















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






zух


 , 

 
поэтому левую сторону первой формулы Грина разделяем 

на два интеграла по объему 
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222

, 

 
и второй интеграл на левой стороне этого равенства 

обозначается буквой  I,  называем его интегралом  Дирихле.  
Интеграл Дирихле определяется как разность двух интегралов 

 

 











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



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
















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










VSV

dVdS
n

dV
zyx

I  222

.  (1.31) 

 

Интеграл Дирихле является квадратной функцией, поэтому 
всегда имеет только положительное значение. Следовательно для 
интегралов правой стороны выполняется следующее условие: 

 

 



VS

dVdS
n




 . 

 

Из него вытекает, что векторный поток через поверхность 
всегда больше или равно потоку вектора в объеме.  
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Интеграл Дирихле в удобной форме записывается  
следующим образом: 

 

   




VSV

dVdS
n

dVgrad 


 2 .           (1.32) 

 
Контрольные вопросы: 
 
1.  Что выражает формула Остроградского-Гаусса? 
2. Как связана формула Остроградского-Гаусса с потоком 

поля? 
3. Формула Остроградского-Гаусса для плоского поля. 
4. Что выражает формула Стокса? 
5. Как связана формула Стокса с ротором поля? 
6. Формула Стокса для плоского поля. 
7. Для исследования  каких полей предназначены формулы 

Грина? 
8. Значение интеграла Дирихле в определении векторного 

потока? 
 
1.8. Уравнение векторных полей 
 
Основные характеристики полей  – градиент скалярного 

поля, дивергенция и ротор векторного поля – определяются при 
помощи дифференцирования скалярных функций или проекций 
векторов. Для более компактной записи этих характеристик ан-
глийский математик Гамильтон (1805–1865) ввел символиче-
ский, т. е. не имеющий физического смысла, вектор (набла), 
называемый также оператором Гамильтона 

 

k
z

j
y

i
x














  

 

 

Решения уравнении векторных полей рассматриваются с 
применением операторов Гамильтона и Лапласа. С их помощью 
основные действия по дифференцированию скалярных и век-
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торных функций сводятся к соответствующему умножению 
операторов на эти функции:  

1) Градиент представляется как произведение оператора 
набла на скалярную функцию: 

 

k
z

j
y

i
x

grad
















     .            (1.33) 

 

2) Дивергенцию векторного поля можно представить как 
скалярное произведение векторов  на вектор a .  

 

div  a  = ах/х + ау/у + а z/z  а .                 (1.34) 
 
3) Ротор векторного поля  определяется как определитель 

третьего порядка 
 

ZYX aaa
zyx

kji

arot













  а                         (1.35) 

 

совпадает с векторным произведением оператора  на вектор a : 
Оператор Гамильтона рассматривается как обычный век-

тор, и применяется к нему правила векторной алгебры. 
Изучение векторного поля а  можно свести к изучению  

полей его скалярных компонентов. Поэтому поведение вектор-
ного поля может быть определено тремя градиентами скаляров 

ха , уа , zа  или девятью производными от этих скаляров по 
трем направлениям x, y, z , т. е. тензором-производной. Однако 
из-за сложности расчета математического аппарата при иссле-
довании векторных полей пользовались инвариантами тензора 
производной – ротором и дивергенцией, которые выражаются 
через эти девять производных. Поэтому ротор и дивергенция 
являются не только объемными производными векторной функ-
ции, но и являются уравнениями векторного поля. 

Тогда уравнение векторного поля задается в виде системы 
уравнений 
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






Badiv
warot




                             (1.36) 

 

где w  – векторная функция, называется объемной плотностью 
вихрей поля, B  – скалярная функция, называется объемной 
плотностью источников поля. 

Любое векторное поле, обращающее эти уравнения в 
тождества, при заданных функциях w  и B  является реше-
нием системы уравнений (1.36).  

 Здесь предполагается, что в области существования век-
торного поля  векторная функция имеет непрерывные частные 
производные. 

Рассмотрим частные случаи уравнения поля, с которыми свя-
заны простейшие классы векторных полей. Простейшими класса-
ми векторных полей являются такие,  у которых в каждой точке 
пространства одна из объемных производных  равна нулю. 

  
I. Поле потенциальное; т. е. безвихревое,  в этом случае 

система уравнений имеет вид  
 








Badiv
arot


 0
                                    (1.37) 

 

В данной системе arot  = 0, тогда вектор будет представлен 
в виде градиента скалярной функции, т. е. grada 


. В этом 

случае  первое уравнение (1.37) системы записывается следую-
щим образом: 

 

       0,   arotgrad 
. 

 
Вынося, скалярный множитель за скобки и учитывая, что  

векторное произведение двух одинаковых векторов всегда равно 
нулю, получим 

 

  0,   . 
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Это означает, что потенциальное поле не имеет вихрей. То-
гда данная  функция grada 


 является решением системы 

уравнений  (1.37) и она должна удовлетворить и второе уравне-
ние  этой системы. Поэтому ее подставляем во второе уравнение 
и преобразуем его правую часть  с помощью оператора Гамиль-
тона, в результате получим 

 

        2,adivgrad 
, 

 
здесь   называется скалярным потенциалом векторного поля;                        
   является оператором Лапласа, называют лапласианом. В 
декартовой системе координат данный оператор определяется с 
помощью второй производной от функций.  

Учитывая условия существования поля,  получим В , 
или, раскрывая, оператор Лапласа получим 

 

B
zyx













2

2

2

2

2

2  .                          (1.38) 

 
Данное (1.38) уравнение называется уравнением Пуассона. 

Исходя из этого, приходим к выводу, что  в случае, когда поле 
имеет источника,  скалярная функция, которая выражает век-
торное поле, должна удовлетворить уравнению Пуассона. 

Потенциальное поле обладает следующими свойствами: 
1. Потенциальное поле можно задать не только проекциями 

вектора, но и одной скалярной функцией – потенциалом. 
2. Работа потенциального вектора вдоль некоторой кривой 

не зависит от формы этой кривой. Она зависит только от поло-
жения начальной и конечной точек и равна разности значений 
потенциала в этих точках. 

Условиям потенциальности удовлетворяют многие измеря-
емые в геофизике поля − гравитационное, геомагнитное, элек-
тростатическое, поле постоянного тока, тепловое. 

 
2) Рассмотрим векторное поле без источников, его урав-

нение записывается в такой форме: 
 



Омирсериков М. Ш., Исаева Л. Д.  
 

42 








0adiv
warot





 .                         (1.39) 

 
Векторные поля с такими уравнениями называются соле-

ноидальными или трубчатыми. 
Решение данной системы отыскивается в виде вектора, 

определяемого как ротор другого векторного поля, т. е. 
crota 

 . (1.40) Подставляя его во второе уравнение (1.39) си-
стемы получим 

 

                          0 ccacdivrot 
 , 

 

здесь с  называется векторным потенциалом векторного поля. 
Данное решение полностью удовлетворяет второе уравне-

ние (1.39) системы, но оно должно удовлетворить и первое 
уравнение в данной системе. Поэтому (1.39) решение подстав-
ляется в первое уравнение 

 

    cacrotrot 
 , 

 
 

в этом случае получим двойное векторное произведение, 
которого можно разложить по правилам векторной алгебры 

 

       ccgraddivссc 
 . 

 

Учитываем, что векторное поле, через ротор которого 
определяется основное поле, также без источников, тогда 

0cdiv  , отсюда следует 
 

wc 
  или ,xх wс  ,yy wс  ,zz wс   

 
как видно, соленоидальное поле является вихревым, так как 

эти уравнения определяют плотность вихрей векторного поля 
через векторный потенциал. 

Решением уравнения соленоидального поля является век-
торное поле, вектор которого определяется как ротор другого 
векторного поля. 

Соленоидальные поля обладают рядом общих свойств: 
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1. Поскольку в соленоидальном поле нет источников, то век-
торные линии в таком поле не обрываются и не начинаются. Они 
могут быть только замкнутыми или уходящими в бесконечность. 

2. Поток вектора через любое поперечное сечение вектор-
ной трубки есть величина постоянная. Векторной трубкой назы-
вают часть пространства, состоящую из векторных линий.  

3. Рассмотрим векторное поле, у которого нет ни источ-
ника, ни вихрей. Уравнение такого векторного поля записыва-
ется в следующей форме: 

 








0
0

adiv
arot




,                                 (1.41) 

 
оно одновременно вихревое и безвихревое. 
Данная система уравнений имеет два решения: grada 


, 

crota 
 . Поставляя первое решение в систему, получим 

 

 divgrad . 

 

Причем,  раскрывая оператор Лапласа, получим уравнение 
Лапласа 

 

02

2

2

2

2

2













zyx


. 

 

Данное уравнение показывает, что векторное поле без ис-
точников. 

Следовательно, скалярный потенциал векторного поля 
должен удовлетворить уравнению Лапласа. 

При помощи второго решения получим 
    cacrotrot 

 . При разложении двойного векторного 
произведения получим 0c , или ,0 хс ,0 yс 0 zс , 
они показывают, что векторное поле без вихрей. 

Отсюда следует, что проекции векторного потенциала  
должны удовлетворить уравнению Лапласа. 

Как видно, в данном случае получено, что оба потенциала 
должны удовлетворить уравнению Лапласа, и такое поле 
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называется лапласовым полем. В нем скалярный потенциал и 
проекции векторного потенциала являются гармоническими 
функциями. 

4. Важность изучения потенциальных и вихревых полей 
становится особенно ясной, если принять во вниманние теорему 
Гельмгольца. 

Всякое векторное поле можно представить в виде 
суммы потенциального и вихревого полей, тогда решение 
системы уравнений (1.36) записывается в виде суммы векторов 

 

     rcrotrgradra 
  .                        (1.42) 

 

При этом векторный потенциал c всегда можно выбрать 
так, чтобы 0cdiv . Тогда источник  исходного поля 
выражается через лапласиан  divgrad  и не зависит от 
векторного потенциала c . 

Данное решение подставляется  в (1.36) систему, в этом 
случае 

 




 )( crotgradrotarot , 
 

вихрь от суммы векторов заменяется суммой вихрей, тогда 
 

crotrotrotgradarot 
  . 

 

 Потенциальная часть векторного поля без вихрей, поэтому 
0rotgrad .  Тогда из второго слагаемого получим 

 

    ccgraddivссcrotrot 
 , 

 

если 0cdiv , тогда wс 
 .           

 Данное (1.42) решение подставляется во второе уравнение 
(1.36) системы 

 

)( crotgraddivadiv 
   , 

 

дивергенции от суммы векторов замеяем суммой 
дивергенции векторов,тогда 
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cdivrotdivgradadiv 
  , 

 

считаем, что 0cdivrot , оттуда 
 

Вdivgradadiv  


,  или В . 
 

Как видно,  в этом случае скалярный потенциал и проекции 
векторного потенциала должны удовлетворить уравнению 
Пуассона. 

 
Контрольные вопросы: 
 
1. С помощью оператора Гамильтона выразить  градиенту 

скалярной функции. 
2. С помощью оператора Гамильтона выразить дивергенцию. 
3. С помощью оператора Гамильтона выразить   ротор. 
4. Потенциальное поле, его уравнение и решение. 
5. Соленоидальное поле, его уравнение и решение. 
6) Лапласовое поле,  его уравнение и решение. 
7. Лапласовое поле и его особенности. 
8. Уравнение векторного поля и его решение. 
9. Что мы называем скалярным потенциалом векторного поля? 
10. Что мы называем векторным  потенциалом векторного поля? 
11. Условия потенциальности и квазипотенциальности полей. 
12. Объемные производные векторных полей и их выраже-

ния в декартовой системе координат. 
13.  Какие поля относятся к простейшим классам вектор-

ных полей? 
 
Контрольные задачи по разделу с примерами 
  
 Дифференциальными   характеристиками   скалярного  и  

векторного  полей являются градиент, дивергенция и ротор. 
Формулы для вычисления этих характеристик приводятся ниже: 

1) k
z

j
y

i
x

grad
















 , 

2) div  a  = ах/х  + ау/у  + а z/z, 
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3) k
y
a

x
a

j
x

a
z

a
i

z
a

y
aarot xyzxyz

















































 . 

 
1) Найти градиент скалярного поля 

224),( yxyx  в точке М(2; 1). 
 

Решение. По формуле (1): 









 j
y

i
x

grad 
 . Вычислим 

частные производные 
y

и
x 



   в указанной точке, тогда 



 jigrad
3
1

3
2

 . 

Вычислить градиент скалярного поля: 
1)   = 1/г,   222 zyxr  ; 

2)   = с/ (х2 +у2 + z2 )  ,  с – постоянная величина; 

3)    = с/г3 ,   222 zyxr  ;  

4)  = сг, с, – постоянные величины, 222 zyxr  ; 

5)  = ег, , – постоянные величины, 222 zyxr  ; 
6) )(Мточкевzyxxyzyx(x,y,z) 0,0,042432 222  . 
7) )(Мточкевyyyx(x,y,z) 1,2,133 432  . 

8) 
x
yarctg . 

 
2) Найти поверхности уровня скалярного поля: 

1z4y3x2
1u


 . 

Решение: Скалярное поле определено для всех точек про-
странства, кроме точек, расположенных на плоскости 2x + 3y – 
4z + 1 = 0. 
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Поверхности уровня определяются уравнением 
2x + 3y – 4z + 1 = С, 

описывающим семейство параллельных плоскостей: 
2x + 3y – 4z + С1 = 0 (С1 = 1 – С). 

 
Найти  поверхности уровня скалярного поля: 

1) 224 yxu  . 

2) )(4 полякогоэлектричеспотенциал
r
eu  . 

3) 
22

arcsin
zy

xu


 . 

4) )sin( 22 yxu  . 

5) 
z

yxu
22

2 
 . 

3) Вычислить плотность источников  векторного поля 

 322 yx

jyixa



 . 

Решение: Теперь для того, чтобы найти дивергенцию век-
торного поля,  находим частные производные от этой функции 
по координатам: 

 

 
   

 
 

 522

2
2

22

6
22

22

2
22

3
22

3
22

1 32
2*3**1

yx

xyx

yx

yx
xyxxyx

yx

xax














 , 

 

 
   

 
 

 522

2
2

22

6
22

22

2
22

3
22

3
22

1 32
2*3**1

yx

yyx

yx

yx
yyxyyx

yx

xay














  

 
Тогда суммированием двух производных от векторной 

функции по х и у определяем дивергенцию поля 
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 
    .01332

3
22

5
22

22
2

22


yxyx

yxyx
diva









  

 
Итак, дивергенция имеет отрицательное значение, следова-

тельно, поле имеет сток. 
 
Определить плотность источников векторного  поля: 
 
1)  r= x i


 +  у j

   + z k


; 

2) a = r /г3,  r =x i


 +  у j


  + z k


,  222 zyxr  ; 

3)  a  = r /г2,  r =x i


 +  у j


 + z k


,     222 zyxr  ; 

4)  a =  r /г,   r =x i


 +  у j


 ,     22 yxr  ; 

5)  a = r |г2,      r =x i


 +  у j


 ,  22 yxr  ;  
 

4) Вычислить ротор векторного поля: 


a = y2


i - x2


j  +z2

k . 

 

Решение.  

















 kyx

zxy
zyx

kji

arot )(2

222

. 

 
 Вычислить плотность вихрей векторного поля: 
 
1)   a = (x i


  +  2 z k


) / (х2 + z2)  

2)   a  = -2у i


+2х j


; 

3)   a =  (x i


 +  у j


) / (х2 +у2);  

4)   a = r /г4,    r =x i


 +  у j


,  22 yxr  ; 
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5)  223 ,,| yxrjyixrrra 


;  

6) );2)(2sin(


 Rjizyxa  

7) );(


 Rzjyixxyza  
 
5) Циркуляция вектора 
 
 Вычислить циркуляцию плоского векторного поля 


 jxiya 2  вдоль кривой x = 3cost, y = sint с  обходом по ча-

совой стрелке. 
Решение: Данная кривая является эллипсом. Обход кривой 

совершается по часовой стрелке, поэтому t меняется от 2 до 0.  
Следовательно, циркуляция вычисляется следующим образом: 

πt)dt(t)dtt()rd,a(Г
ππ

32cos1
2
3cos3sin3

0

2

0

2

23  




.  

Ответ: –3 

1) Найти циркуляцию поля 


 iya по контуру окружности 
x = bcost,   y = b + bsint, расположенной в плоскости ХОY. 

2) Найти циркуляцию векторного поля 


 kzxjyzixya  
вдоль окружности x2 + y2 = R2; z = 0. 

3. Вычислить циркуляцию поля 


 kzjiyxa 2  вдоль 
окружности  x2 + y2 = R, z = 0. 

4. Найти циркуляцию Г вектора 


 kcjxiya : 
)постоянная( c   

а) вдоль окружности x2 + y2 = 1, z = 0; 
б) вдоль окружности (x – 2)2 + y2 = 1, z = 0. 
 
6.  Векторный поток 
 
Пользуясь формулой Остроградского – Гаусса, вычислить 
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поток векторного поля 


 kzjyixa 222   через полную по-

верхность конуса 0,1 22  zyxz . 
   Решение: Найдем дивергенцию векторного поля: 

)(2)()()( 222 zyxz
z

y
y

x
x

adiv 














.  

Тогда 

   


)( )(

)(2
G G

dxdydzzyxdxdydzadivП  





 


1

0

1

0

2

0 3
)sincos(2 dzzdd . 

 
1) Пользуясь формулой Остроградского – Гаусса, преобра-

зовать поверхностный интеграл  
П

32 zxdxdydxdzyydydzx  

в интеграл по объему. 
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2. ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 
 
2.1.  Электростатическое поле 
 
2.1.1. Электрический заряд, его свойства.  
          Электростатическое поле.  
          Взаимодействие точечных зарядов 
 
 
Величина электрического заряда – численная характери-

стика носителей заряда и заряженных тел, которая может при-
нимать положительные и отрицательные значения. В системе 
СИ электрический заряд измеряется в кулонах (Кл). Наиболее 
известные элементарные носители заряда – электроны, имею-
щие отрицательный заряд и протоны, имеющие такой же по ве-
личине положительный заряд. Заряд электрона 
Кл. Электрический заряд любого заряженного тела кратен моду-
лю заряда электрона, так называемому элементарному заряду 

 Кл.  
В целом в природе отрицательных зарядов столько же, 

сколько положительных. Электрические заряды атомов и моле-
кул равны нулю, а заряды положительных и отрицательных 
ионов в каждой ячейке кристаллических решеток твердых тел 
скомпенсированы.  

Если все заряды  в данной системе отсчета неподвижны, то 
(в этой системе отсчета) поле называется электростатиче-
ским. Это понятие предполагает, что заряды заняли равновес-
ные положения, при которых силы, действующие на каждый 
заряд со стороны  электростатического поля всех других заря-
дов, не меняются во времени. 

Точечным зарядом называется заряженное тело или части-
ца, размеры которого (которой) пренебрежимо малы по сравне-
нию с расстояниями до других зарядов рассматриваемой систе-
мы. Точечный заряд такая же физическая идеализация, как и 
материальная точка в механике.  

Закон взаимодействия точечных зарядов (закон Кулона) 
экспериментально установлен Ш. Кулоном в 1785 году. Для то-
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чечных зарядов в вакууме (или воздухе) сила взаимодействия 
дается формулой  

 

2
21

r
qq

kF e   .                              (2.1.) 

 
На рис. 2.1  показаны разные сочетания взаимодействую-

щих зарядов. Напомним, что по третьему закону Ньютона 
. Коэффициент в законе Кулона в системе СИ ра-

вен Фмke
9109   и часто записывается в виде 041 ek . 

Параметр 0 иногда называют диэлектрической проницаемо-
стью вакуума.  

 

 
 

Рис. 2. 1. Взаимодействие точечных зарядов 
 
В среде, которая не проводит электрический ток, сила вза-

имодействия между зарядами уменьшается по сравнению со 
случаем взаимодействующих зарядов в вакууме (вне зависимо-
сти от величин зарядов и расстояний между ними). Это умень-
шение, таким образом, определяется влиянием среды. Оно учи-
тывается введением в коэффициент  параметра e, называемого 
относительной диэлектрической проницаемостью (для боль-
шинства средe > 1). А именно 041 ek .  
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2.1.2. Напряженность электростатического поля.                                    
          Расчет напряженности для системы точечных зарядов 
 
В каждой точке пространства, где есть  заряд q, действует 

определенная сила, зависящая  от величины заряда и его поло-
жения относительно источников. При фиксированной величине 
заряда q, покоящегося в заданном электростатическом поле, эта 
сила зависит только от его координат (x ,y, z). 

Напряженностью электрического поля называется сила, 
действующая со стороны электромагнитного поля на пробный 
заряд q, покоящийся в точке (x, y, z), отнесенная к величине это-
го заряда 

 

   
q

zyxFzyx ,,,,  .                          (2.2) 

 
Формула (2.2) дает определение напряженности электро-

статического поля, если известно, что заряды – источники поля 
также покоятся.  

Поскольку электростатическое поле создается в конечном 
счете точечными зарядами (любое заряженное тело можно рас-
сматривать как систему микроскопических заряженных частиц), 
то сила, действующая на заряд со стороны произвольного элек-
тростатического поля, есть сумма сил, действующих на заряд со 
стороны каждого точечного источника.  

Отсюда следует принцип суперпозиции, который можно вы-
разить формулой для суммы полей точечных зарядов в точке, 
удаленной на расстояния  от них  

 

                        (2.3) 
 
В том случае, когда заряд распределен внутри макроскопи-

ческого тела или некоторой области пространства, его про-
странственное расположение принято описывать с помощью: 
объемной плотности заряда (r), поверхностной плотности за-
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ряда (s) и линейной плотности заряда (t). Эти величины опреде-
ляются формулами: 

 

,          (2.4) 

 
где суммируются заряды всех частиц в объеме dV, на площадке 
dS и отрезке dl, соответственно. Величины dV, dS, dl выбирают-
ся малыми (рис.2.2.) по сравнению с объемом (площадью, дли-
ной) тела, но содержащим много элементарных заряженных ча-
стиц (электронов, ионов). 

 

 
 

Рис. 2.2. Объемные (а), поверхностные (б) и линейные заряды (в) 
 

Силовой линией электростатического поля называется про-
странственная линия, в каждой точке которой вектор напряжен-
ности этого поля является касательным. Свойства электростати-
ческих силовых линий вытекают из этого определения, форму-
лы для напряженности поля точечного заряда и принципа су-
перпозиции. Силовые линии электростатического поля не бы-
вают замкнутыми, не пересекаются вне зарядов, начинаются на 
положительных зарядах и заканчиваются на отрицательных или 
уходят в бесконечность.  

 
2.1.3. Поток напряженности электрического поля.                                           
          Теорема Гаусса в интегральной форме 
 
Пусть n – единичная нормаль к площадке dS (достаточно 

малой, чтобы пренебречь изменением электрической напряжен-
ности Е в пределах площадки). Поток dФэ  электрической 
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напряженности через эту площадку  определяется как произве-
дение нормальной компоненты Е и dS:  

 

                         
(2.5) 

 

 
 

Рис. 2.3. Поток электрической напряженности 
 

Знак потока dФэ,  очевидно, зависит от взаимной ориента-
ции нормали и напряженности. Если эти два вектора образуют 
острый угол, поток положителен, если тупой – отрицателен. 

Поток dФэ через площадку, наклонную к силовой линии (т. е. 
к вектору Е), равен также потоку через проекцию этой площадки 
на плоскость, перпендикулярную силовой линии (см. рис. 2.3):  

 

. 
 

Поток Фэ электрической напряженности Е через замкну-
тую поверхность S (рис. 2.5) определяется как сумма элемен-
тарных потоков через все площадки поверхности. В пределе, 
когда количество площадок N стремится к бесконечности, сум-
ма потоков через площадки переходит в поверхностный инте-
грал от нормальной компоненты напряженности En: 

 .                         (2.6) 
 
К. Гауссом в 1844 г. доказана теорема (теорема Гаусса в 

интегральной форме), устанавливающая связь источников поля 
и потока напряженности через произвольную поверхность, 
окружающую источники.  
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Теорема Гаусса в интегральной форме: полный поток Фэ 
  напряженности электрического поля через произвольную за-
мкнутую поверхность, внутри которой находится как угодно 
распределенный (объемный, поверхностный и т. д.) заряд Q,  
вычисляется по формуле 

 

0
QФ  .                                               (2.7) 

 
При применении теоремы Гаусса для решения задач необхо-

димо помнить, что в уравнении (2.7) Q – сумма всех зарядов внут-
ри мысленной поверхности, через которую вычисляется поток, в 
том числе зарядов, принадлежащим атомам и молекулам. 

 
2.1.4. Потенциальность электростатического поля 

 

 
 

Рис. 2.5. Работа поля по переносу заряда 
 
Работа поля по переносу q заряда из некоторой точки 1 в 

некоторую точку 2  не зависит от траектории его движения и 
определяется для данного поля и данного заряда только коорди-
натами этих точек. Для случая, когда источником поля является 
точечный заряд Q (рис. 2.5) это нетрудно обосновать следую-
щим образом. Работа на элементарном отрезке траектории, по 
известному из механики определению, есть  ldFdA , . Раскры-
вая скалярное произведение векторов через угол   между ни-
ми, получаем 
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dr
r
Qqkdl

r
QqkdA 22 cos   .                                (2.8) 

 
Суммируя (интегрируя) все элементарные работы, находим  
 

,
2

1 21
12  










r
Qq

r
QqkdAA                                 (2.9) 

 
что и требовалось доказать. Работа определяется только рассто-
яниями от источника до начальной и конечной точки траекто-
рии. Такое силовое поле называется  потенциальным (рис. 2.6). 

Из принципа суперпозиции следует потенциальность элек-
тростатического поля, созданного любой системой зарядов. Из 
(2.9) и принципа суперпозиции следует также, что работа элек-
тростатических сил над зарядом, перемещаемым по замкнутому 
контуру, равна 0: 

 
   

LL
L dlEqldFA .,                                 (2.10) 

 
Таким образом, для любого контура в электростатическом 

поле циркуляция напряженности – тождественный нуль. В соот-
ветствии с утверждением (2.10) напряженность электростатиче-
ского поля (с точностью до знака) может быть истолкована как 
градиент некоторой функции координат, называемой потенци-
алом электростатического поля  : gradE  . 

                                         

 
 

Рис. 2.6. Потенциал поля 
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Из формулы (2.10) путем интегрирования нетрудно полу-
чить формулу, связывающую потенциал с напряженностью: 

    
2

1
21 dlErr  .                                  (2.11) 

 
Интегрирование в (2.11) можно проводить по любой кри-

вой соединяющей точки 1 и 2. 
 
Контрольные вопросы: 
 
1. Что такое электрический заряд, и какими свойствами он 

обладает?  
2. Как описывается взаимодействие двух точечных элек-

трических зарядов? 
3.  Какие физические величины и почему вводятся для опи-

сания электрического поля? 
4.  Как аналитически можно описать электрическое поле, 

создаваемое точечным электрическим зарядом? 
 
2.2. Электрическое поле постоянного тока                                               
       и его  дифференциальные законы 
 
В геофизической разведочной практике широко применяет-

ся электрический ток при изучении неоднородностей земной 
коры.  При этом земная кора рассматривается как неоднородный 
объемный проводник.  Поле, созданное электрическим током в 
объемном проводнике, исследуется на дневной поверхности. В  
этом случае соотношения между электрическим током и его по-
лем  выражаются сложными формулами. Поэтому формулы, 
связывающие электрический ток с  полем записываются для то-
чечной области проводника, где поле и  проводник можно счи-
тать однородными. В этом случае формулами будут выражаться 
дифференциальные законы электрического поля постоянного 
тока. Расширение законов на конечные области сводятся к инте-
грированию формул при определенных граничных условиях, 
при этом получаем интегральные законы. 
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2.2.1. Линии и плотность тока 
 
Под электрическим током понимается упорядочное движе-

ние зарядов. 
Траектория упорядочного движения зарядов  называется 

линиями тока. Направление линий определяют по движению 
положительных зарядов. 

 

 
 

Рис. 2.7. Объемный проводник 
 
Линиями тока изображают поле электрического тока в объ-

емном проводнике. Для характеристики постоянного тока вво-
дят две взаимосвязанные физические величины: векторную – 
плотность тока и скалярную – сила тока.  

Плотность тока в объемном проводнике определяется сле-
дующим образом: в проводнике выделим прямой цилиндр дли-
ной dl, сечением dS (рис. 2.7). Тогда отношением тока dJ, проте-
кающего по цилиндру, к поперечному сечению dS определяется 
плотность тока следующим выражением:  

 

dS
dJ

 .                                     (2.12) 

 
Плотность тока   есть вектор, направленный по касательной 

к линии тока. С введением i


-плотности тока величина тока 
определяется потоком этого вектора через сечение проводника. 

 

dSdJ n      или       
S

ndSiJ  ,                     (2.13) 

 

а интегрирование дает ток, протекающий через конечное сече-
ние проводника. 
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2.2.2. Закон Ома в дифференциальной форме 
 
Цилиндры (рис. 2.7)  с малыми размерами в  неоднородном 

проводнике представим как однородный стержень и применим к 
нему закон Ома 

 

R
UJ    ,    тогда     

R
dUdJ   ,                 (2.14)  

 

где dU  – изменение потенциала в направлении тока, (-) знак 
минус выражает падение потенциала, т. е. dU  является величи-
ной отрицательной, R – сопротивление стержня, равное  

 

dS
dlR


1

 , 

 
 где   – удельная электропроводность среды. 

С учетом данного выражения  преобразуем (2.14)  формулу 
 

dJ  
dl

dU dS . 

 

После деления обеих частей полученного равенства на dS0,  

заменив E
dl

dU
  – на напряженность электрического поля,  

находим следующее векторное  соотношение:   
 
 

 cii 


 ,  .                            (2.15) 
 

Оно называется законом  Ома в дифференциальной фор-
ме. Для декартовой системы координат (2.15) соотношение за-
писывается  с тремя  составляющими: 

 

xxi   ,  yyi   ,  zzi   . 
 

Итак, закон Ома связывает плотность тока с напряженно-
стью электрического поля тока. Эти равенства справедливы для 
изотопного проводника, электропроводность которого в данной 
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точке не зависит от направления, и векторы 


   и  


Е    одинако-
во ориентированы.                     

В анизотропных проводниках, к каким относятся кристал-
лы некубической сингонии, электропроводность в разных 

направлениях не одинакова, а векторы  


  и  


Е  ориентированы 
под некоторым углом друг к другу. В таких проводниках для 
каждой точки можно указать три взаимно перпендикулярных 
направления, характерных тем, что по первому из них   – 
наибольшая, по второму   – наименьшая, а по третьему  – не-
которая промежуточная. Они называются главными направле-
ниями или осями электропроводности. Если ток течет по од-
ному из главных направлений, то плотность тока ориентирована 
по напряженности поля. Закон Ома для этого случая  имеет вид  

 

xxxxi   ,  yyyyi   ,   zzzzi   , 
 

где  хх ,   уу ,   zz – соответственно наибольшая, наименьшая, 
промежуточная электропроводность или составляющие тензора 
электропроводности по диагонали.  

 
2.2.3. Законы Кирхгофа в дифференциальной форме 
 
Первый закон Кирхгофа. Этот закон выражает неуничто-

жаемость электрических зарядов в любой точке электрической 
цепи из линейных проводников.  

Это свойства зарядов сохраняется и для объемного провод-
ника с током. Построим мысленно замкнутую поверхность в 
проводнике и вычислим ток, проходящий через нее, как поток 
вектора плотности тока.   

С  другой стороны,  ток определяется убылью заряда в объе-
ме, ограниченном поверхностью за единицу времени. Тогда  I – 
закон Кирхгофа записывается в следующей интегральной  форме:  

 

 
s v

n dv
dt
ddsi ,                                (2.16) 
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 где (-), означает, что положительному току соответствует убыль 
заряда в рассматриваемом объеме;   – плотность заряда.  

С учетом формулы Остроградского – Гаусса поверхност-
ный интеграл данного выражения  заменяется объемным, тогда 
получим запись закона Кирхгофа в следующей форме:   

 

dvidiv
v


  =  - 

v

dv
dt
d .                     (2.17) 

 
Запись справедлива в том случае, если подынтегральные 

выражения между собой равны, т. е. 
 

div


  =  - 
dt
d

 .                               (2.18) 

 
Полученное соотношение является первым законом 

Кирхгофа в дифференциальной форме.   
Для постоянного тока производная от плотности заряда по 

времени равна нулю, тогда выражение закона Кирхгофа имеет 
следующий вид:  

 

0idiv


. 
 

В этом случае поле вектора плотности  в постоянном токе 
будет соленоидальным,  т. е. векторные линии тока замыкаются 
сами на себя. 

Второй закон Кирхгофа. При обходе  по любому контору 
(замкнутому) алгебраическая  сумма изменений потенциала по-
лучается равной нулю, или иначе, сумма падений потенциалов 
равна сумме его подъемов.  

Это значит, что для объемного проводника с током цирку-
ляция напряженности электрического поля  по замкнутому кон-
туру равняется нулю  

 

 
L

l dl 0  .                                  (2.19) 
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Это соотношение является интегральной записью второго  
закона  Кирхгофа.   

Преобразуя контурный интеграл по теореме Стокса в по-
верхностный, получим  

 

0 


dSrotdlЕ
S

nl


. 

 
Из него следует, что дифференциальная запись  второго  

закон Кирхгофа имеет следующий вид: 
 

0


Erot  .                                 (2.20) 
 

Второй закон Кирхгофа свидетельствует о безвихревом ха-
рактере электрического поля постоянного тока. 

 
2.2.4. Закон Джоуля – Ленца  в дифференциальной форме 
 
Если в проводнике течет постоянный ток и проводник 

остается неподвижным, то работа сторонних сил расходуется на 
его нагревание. 

Опытами установлено, что мощность сторонних и электри-
ческих сил через движения зарядов в электрических цепях из 
линейных проводников переходит полностью в тепло. Мощ-
ность тока, идущая на нагревание элементарного стержня,  вы-
ражается формулой  

 

 2dJRd   ,                                (2.21) 
 

где R  –  сопротивление, определяется соотношением R =

1

 
dS
dl

. 

Тогда (2.21)  формула после замены R имеет вид 
 

dN  = 21 dJ
dS
dl




dS
dSdJ

dS
dl 21

 
1 dldS

dS
dJ

2














 . 
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Разделив обе части на объем стержня и введя плотность то-
ка, получим мощность, расходуемую на нагревание единицы 
объема проводника. 

 


dldS
dNN1 = 



2

i
 =   

2

i ,                     (2.22) 

 
где   –  удельное сопротивление. Данное выражение,  исходя,   
из дифференциального закона Ома записывается следующим 
образом: 

 

iiN






1 = (

i




Е +


Е ст) =  2i


.                   (2.23) 

 
Из этого выражения получим закон Джоуля – Ленца в диф-

ференциальной форме 
 

  2ii C





.                               (2.24) 

 
Отсюда следует, что мощность, развиваемая электрически-

ми и сторонними силами в единице объема среды,  расходуется 
полностью на ее нагревание. 

 
2.2.5. Объединенный закон постоянного тока 
 
Законы Ома  и Кирхгофа  можно свести  в  объединенный 

закон постоянного тока. Для этого  плотность тока представим в 

виде 


i =  ( 


Е + 


Е ст ), где  напряженность электрического поля 
заменяется градиентом скалярного потенциала с обратным зна-
ком в соответствии с законом Кирхгофа 

 


Е  = - gradU . 
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Тогда I закон Кирхгофа записывается следующим образом                                                                                                           
(2.25):    

 

0)( 


стEgradUdividiv  . 
 

Если cт 0 , то  отсутствуют сторонние силы, тогда 
данное  выражение имеет вид   

 
.0gradUdiv  

 
Для однородного проводника   = const, тогда  

 
.0 UdivgradU                (2.25) 

 
Поэтому уравнение (2.25)    имеет вид U = 0. 
Таким образом, при отсутствии сторонних сил в однород-

ном изотропном  проводнике потенциал электрического поля 
удовлетворяет уравнению Лапласа.  

Объединенный закон для анизотропной среды записывает-
ся следующим образом: 

 

div[ 


i   xx 





õ
U

 - Ex ст   + 


j   уу 
õ
U



 - Еу ст ) + 

+ 


к   zz (
õ
U



- Ez ст )] = 0                           (2.26). 

Данное уравнение является дифференциальным уравнени-
ем, его решение будет единственным и правильным при опреде-
ленных граничных условиях.  

 Первым граничным условием считается разрыв непре-
рывности потенциала при переходе через контакт. 

1. U2 – U1 = Е21, где Е21 – электродвижущая сила на кон-
такте, направлена из второго проводника в первый. 

  Вторым граничным условием надо считать непрерыв-
ность составляющей плотности тока при переходе через контакт  
I – закон Кирхгофа.        
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2. in1 = in2 – сколько тока притекает, столько же через кон-
такт уходит.  

К дополнительным условиям относится поведение потен-
циала и плотности тока на бесконечности в особых точках, в 
особых линиях, поверхностях и т. д. 

 
2.2.6. Магнитное поле постоянного тока. Закон Био – Савара 
 
Одним из величайших прорывов в естествознании XIX в. 

стала серия открытий, позволивших установить неразрывную 
связь между двумя, казалось бы, не связанными между собой 
природными феноменами — электричеством и магнетизмом,  
которые на поверку оказались просто двумя сторонами одной 
медали. Одним из первых фрагментов стало осознание того, что 
движущиеся электрические заряды (т. е. электрический ток) мо-
гут порождать магнитное поле. Это открытие сделал датский 
ученый Ханс Кристиан Эрстед, а представил его в количествен-
ной форме французский ученый Андре-Мари Ампер.  Обобще-
нием этой работы стал закон Био – Савара,  содержащий окон-
чательную формулировку соотношения между электрическими 
токами и магнитными полями, которые они производят. 

Итак, совокупность движущихся зарядов, образующая по-
стоянный ток, создает магнитное поле, постоянное во времени.  
Вычисление  напряженности магнитного поля линейных токов 
основано на  законе Био – Савара.  Этот закон относится к полю 
элемента тока, поэтому применим к вычислению магнитного 
поля объемных и  поверхностных токов. 

а) Магнитное поле  линейного тока 
Рассмотрим линейный проводник с постоянным током. 

Выделим из проводника элементарную длину – dl (рис. 2.8).  
 

 
 

Рис. 2.8. Поле элемента линейного проводника с током 



Теория поля 
 

67 

Произведение элемента длины dl на ток J называется эле-
ментом тока (Jdl).  

Магнитное поле, созданное элементом тока на расстоянии 
R от проводника, определяется законом Био – Савара  следую-
щей формулой:  

 

sin2cR
JdldH   ,                             (2.27) 

 
где с – электродинамическая постоянная, численно равная ско-
рости света в вакууме;   – угол между направлениями элемента 
тока и R


 радиус- вектором, проведенным от элемента тока к 

точке наблюдения. 
Данное (2.27) уравнение можно переписать в векторной форме. 

Для этого  считаем, что элемент длины проводника dl направлен по 
направлению тока, а R


– радиус-вектор направлен от элемента 

тока к  точке наблюдения. Тогда направление магнитного поля свя-
зывается с направлением тока по правилу буравчика или правого 
винта, так как напряженность магнитного поля элемента тока опре-
деляется векторным произведением двух векторов (рис. 2.8)      



dH  = 




RcR

RdlJ

2
sin  = 

 
3cR
RldJ


.                       (2.28) 

 

По этой записи  вектор  d


Н  магнитного поля, созданного 
элементом тока,  перпендикулярен плоскости параллелограмма, 

построенного на векторах d 


и  


R . Интегрируя уравнение 

(2.28) по длине проводника, получим напряженность магнитно-
го поля линейного тока в следующей форме: 

 

 

l cR

RldJH 3



 .                                 (2.29) 



Омирсериков М. Ш., Исаева Л. Д.  
 

68 

б)  Объемный проводник с током 
 
Для применения закона Био – Савара к вычислению маг-

нитного поля объемного тока  вырежем из проводника цилиндр 
длиной dl и сечением dS так, чтобы по цилиндру в направлении 
длины проходил один и тот же ток dJ, т. е. плотность тока в пре-
делах  цилиндра была направлена по его длине. Тогда цилиндр 
как элемент тока idldS  создает на расстоянии R магнитное по-
ле, определяемое законом Био – Савара 

 

2

sin
cR
dlidS

dH


 .                              (2.30) 

 
Уравнению (2.30)  можно записать векторной форме, если 

произведение dldS заменим на  dV, а направление элемента тока 

учтем вектором 


i , тогда 

dV
RcR

Ri
dH






2

sin
 = 

 dV
cR

Ri
3



 .                      (2.31) 

 
Интегрируя уравнение (2.31) по объему проводника получим 

выражение напряженности магнитного поля объемного тока 
 



H  = 
 



dV
cR

Ri
3



.                                (2.32) 

 
в) Поверхностный проводник с током 
 
Если ток течет по проводящей  поверхности или по тонко-

стенной трубе, тогда можно ввести  понятие  о  поверхностной 
плотности тока  j, понимая под ней ток, приходящийся на еди-
ницу длины, отсчитываемой по поверхности перпендикулярно к 
току.   
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Вырезаем из поверхности полоску шириной dh  и длиной 
dl. Магнитное поле создается элементом тока jdhdl, и его нап-
ряженность определяется законом Био – Савара, т. е. 

 

2

sin
cR

jdhdldH 
 .                              (2.33) 

 
Для перехода к векторной записи произведение dhdl  заме-

ним на dS, а направление элемента тока определим вектором


j , 
тогда 

 



dH  = dS
RcR

Rj





2

sin
=
 dS
cR

Rj
3



 .                (2.34) 

Интегрировав его, получим выражение напряженности 
магнитного поля поверхностного тока  

 


Н  = 
 

s

dS
cR

Rj
3



.                                 (2.35) 

 
Итак, напряженности магнитного поля постоянного тока 

определяются с помощью токов в проводниках. 
 
г) Определение напряженности магнитного поля тока                                 

через векторный потенциал 
 
 Определение магнитного поля с помощью закона Био – 

Савара не единственный и не наиболее удобный способ. Напря-
женность магнитного поля электрического тока может быть 
определена так же и через  потенциал. Этот потенциал является 
векторной функцией, в то же время вспомогательной функцией, 
упрощающей изучение и вычисление  напряженности магнитно-
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го поля постоянного тока. Напряженность магнитного поля 


Н  

выражается через векторный потенциал 


А   по формуле 
 



Н  =  


Аrot .                                   (2.36) 
 

Данную формулу  можно рассматривать и как определение 
векторного потенциала через напряженности поля. Тогда  по-
тенциал  выражается через токи следующими формулами: 

 



А  = 






cR
Jd

 ; (2.37)     


A  = 
V cR

dVi


 ; (2.38)       


A  = 
S cR

dSj


 .   (2.39). 

 
Векторный потенциал, как и скалярный потенциал, удовле-

творяет уравнению Лапласа-Пуассона, за исключением того, что 
источники имеют теперь векторный характер 

 


 А  = .
0

4








c
i



 

Для декартовой системы координат уравнение записывает-
ся для составляющих векторного потенциала 

 

Ах = ,
0

4







c
ix

     уА  =  ,
0

4








c
iy

     zА  = ,
0

4








c
iy

 

 
 С другой стороны, применяя операцию вихря к обеим ча-

стям (2.36) формулы, получим 
 



Hrot  =  


Arotrot . 
 

Правая часть данного равенства разлагается по правилам 
векторной алгебры 
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

Arotrot  = Agraddiv


- 


 A . 
 

Как нам известно, расходимость векторного потенциала 

равна нулю, т. е. div 


А  = 0, поле соленоидальное, тогда 
 



Нrot  =- 


 А       или же    


Нrot = 
c



4
 .                   (2.40) 

 

Данное соотношение будет законом Био – Савара в диф-
ференциальной форме. 

  Если составим поток вектора правой  и  левой частей 
(2.40) уравнения через поверхность S, опирающуюся на произ-
вольный контур, получим 

 




S
n HdSrot  = 

S
n dSi

c
4

,                      (2.41) 

 левая часть уравнения (2.41) выражает циркуляцию напряжен-
ности по контуру (по теореме Стокса), а правая часть – ток, то-
гда уравнение имеет  следующий вид: 

 

dlН   = 
c
J4

 .                                 (2.42) 

 
Оно является законом Био – Савара в интегральной 

форме.  
Хотя магнитное  поле постоянного тока вихревое, но в точ-

ках без токов (безвихревое)  потенциальное, поэтому для опре-
деления напряженности магнитного поля введем и скалярный 
потенциал по обычной формуле 

 

gradUН 


.                                (2.43) 
 

Применяем операцию расходимости к уравнению (2.43)  
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

Нdiv = - divgradU   =  -  U  = 0  или          U = 0. 
 

Как видно, скалярный потенциал должен удовлетворить 
уравнению Лапласа. 

 
Контрольные вопросы 
 
1. Что такой объемный проводник? 
2. Плотность тока и линия тока. 
3. Как выражается плотность объемного тока? 
4. Чем отличаются дифференциальные законы от инте-

гральных законов постоянного тока? 
5.  Дифференциальная запись закона Ома. 
6. Какие физические величины связаны в дифференци-

альном законе Ома? 
7. Что такое изотропный проводник? 
8. Что такое анизотропный проводник? 
9. Как записывается дифференциальный закон Ома для 

анизотропных проводников? 
10.  Дифференциальные записи законов Кирхгофа. 
11.  Физический смысл второго закона Кирхгофа. 
12. Закон Джоуля – Ленца в дифференциальной форме. 
13.  Какой вид имеет объединенный закон постоянного тока? 
14.  Граничные условия для решения дифференциального 

уравнения объединенного закона  постоянного тока. 
15.  Магнитное поле постоянного тока. 
16. Запись закона Био – Савара для объемных, поверх-

ностных и линейных проводников. 
17.  Связь между векторными потенциалами и токами в 

проводниках. 
18.  Как можно исследовать магнитное поле постоянного 

тока с помощью векторного потенциала? 
19.  Как можно исследовать магнитное поле постоянного 

тока с помощью скалярного потенциала? 
20.  Закон  Био – Савара в дифференциальной форме. 
21.  Закон Био – Савара в интегральной форме. 
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22.  Выведите формулу для напряженности электростати-
ческого поля двух точечных зарядов, одинаковых по величине и 
противоположных по знаку для точки наблюдения, находящейся 
а) посередине между зарядами, б) на расстоянии, весьма боль-
шом по сравнению с расстоянием между зарядами. 

23. Что общего и в чем различие методов расчета характе-
ристик электрического поля, создаваемого системой дискретных 
точечных зарядов и зарядом, непрерывно распределенным в не-
которой области пространства? 

 
Контрольные задачи к разделу 
 
Электрическое поле постоянного тока 
 
а) Электропроводность среды равна 9*106 ед. СГСЭ, а 

напряженность поля – 5 м В/м. Вычислить плотность тока. 
Ответ: 5*10-10 А/см2. 
 
б) Со сферического заземления радиусом  а  стекает ток I в без-

граничную среду с электропроводностью . Определить количество 
тепла, выделяющегося в единице объема и во всей среде. 

Ответ: I2/ (162R4),    I2/ (4а). 
в) Вблизи контакта двух сред с электропроводностью 1 и   2 

находится точечное заземление, от которого растекается ток I. 
Считая заземление расположенным в среде с электропроводностью 
1 , определить величину тока, протекающего через контакт. 

Ответ: I2/ (1 + 2). 
 
г) Поле задано составляющими напряженности ЕХ = х, Еу = 

1, Еz = 0. Найти выражение потенциала поля. 
Ответ: U = -х2/2   - у. 
  
д) Поле задано составляющими напряженности ЕХ = х /(х2 + у2),                     

Еу = у/(х2 + у2),  Еz = 0. Доказать, что это – поле постоянного тока. 
Ответ: rot


= 0. 
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Магнитное поле постоянного тока 
 
а) Напряженность магнитного поля в проводнике задана 

составляющими:  
НХ = -ау,  НУ = ах,  НZ = 0.  Определить плотность тока. 
Ответ: i z  = ас/2. 
 
 б) Определить напряженность магнитного поля линейного 

кругового тока I  в центре круга с радиусом R. 
Ответ: Н = 2 I/ сR. 
 
в) Определить напряженность магнитного поля бесконеч-

ной пластинки с током постоянной плотности j. 
Ответ: Н = 2 j / с. 
 
г) Определить напряженности магнитного поля на оси кругового 

тока на расстоянии х от плоскости, в которой лежит контур. 
Ответ: Н = 2 IR2/ с (R2 + х2)3/2. 
 
д) Определить скалярный потенциал магнитного поля по-

стоянного тока, если составляющие напряженности заданы сле-
дующими выражениями:  

НХ = 2 I у/ с(х2 + у2),     Ну = 2 I х/ с(х2 + у2) . 
 

Ответ: U= 









y
xarctg

x
yarctg

c
I2

. 

 
2.3. Электромагнитное поле переменного тока 
 
Переменный  ток создает электрическое и магнитное поля, 

переменные во времени и тесно связанные между собой. Поэтому 
они объединены в одно электромагнитное поле c общей теорией.  

Теория электромагнитного поля впервые создана  Максвел-
лом, поэтому названа его именем. Максвелл, создавая теорию 
электромагнитного поля, положил в ее основу два постулата: 
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1) переменное магнитное поле образует в окружаю-
щем пространстве  вихревое электрическое поле; 

2) переменное электрическое поле образует в окру-
жающем пространстве  вихревое магнитное поле. 

Эта теория возникла из наблюдений за электромагнитными 
процессами в макросистемах. 

Отличительной особенностью электромагнитного поля яв-
ляется его свойство отделяться от контуров  переменного тока и 
распространяться со скоростью света в окружающем простран-
стве в виде волны. Это свойство зависит от частоты тока, при 
низких частотах тока оно практически не проявляется. Электро-
магнитная волна, определяемая как распространение в среде 
колебаний электромагнитного поля, по своему поведению не 
отличается от световой волны, также отражается и преломляется 
в диэлектрической среде,  поглощается в проводящей среде. Это 
породило идею об одинаковой природе волн и привело к созда-
нию электромагнитной теории света.  

На опыте электромагнитные волны впервые были получе-
ны 1887 г. немецким физиком Г. Герцем, который определил и 
скорость их распространения. В 1896 г. А. С. Поповым была 
впервые осуществлена радиопередача с помощью электромаг-
нитных волн.  

В разведочной геофизике поле переменных токов так же 
находят применение. 

 
2.3.1. Ток смещения. Первый закон Кирхгофа для  
         переменного тока 
 
Новые теории порождают новые понятия. К новым поняти-

ям Максвелловской теории относится ток смещения. Для пред-
варительного ознакомления с ним рассмотрим цепь переменно-
го тока, содержащую конденсатор (рис. 2.10.)  

Рассматривая ток как упорядочное движение зарядов, при-
ходится считать, что на обкладках конденсатора он прерывает-
ся, и первый закон Кирхгофа при этом нарушается. По Макс-
веллу ток не прерывается, а течет дальше, но не в виде  упоря-
дочного движения зарядов, а в виде тока  смещения.  
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Под током смещения понимается изменение со време-
нем электрического поля между обкладками.  

 

                         
 

Рис. 2.10. Цепь переменного тока с конденсатором 
 

Для получения выражения нового тока отметим, что ток в 
проводнике равняется изменению заряда на обкладках конден-
сатора за единицу времени    

 

dt
dQJ   ,                                   (2.44) 

 

где Q – заряд.  Согласно электростатике заряд определяется с 
помощью электрической индукции следующим выражением: 
 

SDQ
4

 , 

где  S – площадь обкладки конденсатора; D  – электрическая 
индукция. 

В этом случае (2.44) уравнение имеет вид    
 

SD
dt
dJ

4
 .                                   (2.45) 

 

Переход от  заряда  к электрической индукции D имеет фи-
зический смысл, поскольку им связывается ток в проводах с из-
менением во времени электрического поля между обкладками. 

Уравнение (2.45) рассматривается как 1-й закон Кирхгофа  
в применении к конденсатору. В левой части уравнения (2.45) 
стоит ток, притекающий по проводу к обкладке конденсатора.  
В Максвелловской теории он называется током проводимости. 
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В правой части стоит ток, уходящий от обкладки по диэлектри-
ку. Этот  ток называется током смещения. 

Величину  
4
D


   называют вектором электрического смещения, 

а производную его во времени плотностью тока смещения -
4



D
dt
d . 

Обобщение понятия о токе позволило  не только удовле-
творить 1-й закон Кирхгофа, но и написать для переменных то-
ков правильный вид закона Био –Савара. 

Итак, под током смещения понимается изменение электро-
магнитного поля во времени. Этого достаточно, чтобы говорить 
о токе смещения как в проводниках, так и в диэлектриках, если 
в них имеeтся электрическое поле, изменяющееся со временем. 

Любой диэлектрик имеет некоторую электропроводность, и 
в нем, наряду с током смещения, существует и ток проводимо-
сти. В проводниках так же имеются оба тока.  

Поэтому сумму плотностей тока проводимости i


  и тока 

смещения 
4
D

t




  называют  плотностью полного тока, или 

полным током. Тогда 1-й закон Кирхгофа в дифференциальной 
форме записывается следующим образом:            

 


nidiv = - 
t


 .                             (2.46) 

 
Плотность заряда определяется из закона статики 



Ddiv  = 4 ,  отсюда   



4
Ddiv


 ,   тогда (2.46) выраже-

ние имеет вид           

                            


div = - 
4




 Ddiv
t

.    

 
Перенося  правую часть последнего выражения в левую, за-

тем, заменяя сумму расходимостей с расходимостью от суммы 
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векторов, находим 1-й закон Кирхгофа в дифференциальной 
форме для переменного тока.  

 



idiv + 
4




 Ddiv
t

 = 0. 



idiv( + 
4




 D
t

= 0 .                         (2.47) 
 

Частная производная по времени от вектора электрического 
смещения пишется из тех соображений, что этот вектор зависит 
также и от координат. 

Таким образом, в переменном токе линии полного тока са-
ми на себя замыкаются, поле  является соленоидальным. 

 
2.3.2. Уравнения Максвелла 
 
Первое уравнение Максвелла является обобщением закона 

Био – Савара для переменного тока. Обобщение было сделано 
Максвеллом на основе предположения, что ток смещения созда-
ет магнитное поле наряду с током проводимости. Магнитные 
силовые линии охватывают не только провода с током, но и пе-
ременное электрическое поле конденсатора (рис. 2.10).  Предпо-
ложение о магнитном поле тока смещения подтвердилось на 
практике. Ток смещения обнаруживается по магнитному полю, 
так как не создает теплового эффекта Джоуля – Ленца и по нему 
не выявляется. 

 В связи с этим циркуляцию магнитного поля переменных 
токов определяем полным током, протекающим через контур. 
Закон Био – Савара в интегральной форме для постоянных токов 
определяет циркуляцию напряженности по контуру, т. е. 

 





c
JdН 4


.                                   (2.48) 

 

J заменяем полным током, он определяется интегралом от 
суммы плотностей  тока проводимости и тока смещения по по-
верхности 
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J =  











S

n
n dSD

t
i

4
. 

 

Тогда (2.48) уравнение записывается в таком виде: 
 

 














S

n
n dSD

t
i

c
dН




4
4

 .                  (2.49) 

 

Левую часть (2.49) уравнения по теореме Стокса преобра-
зуем  на поверхностный интеграл, так как 

 

dSHrotdН
S

n 




 , 

 

тогда  уравнение имеет  следующий вид: 
 

dSHrot
S

n


=  











S

n
n dSD

t
i

c 


4
4

. 

 

Это уравнение выполняется  для любого контура, и из него 
следует равенство подынтегральных выражений левой и правой 
частей 

Hrotn


= 















4

4 n
n

D
t

i
c

 . 

 
При произвольной ориентировке нормали эти векторы бу-

дут равны между собой, т. е. 
 



Hrot  = 
c
4

 (


i + 
4




 D
t

.                      (2.50) 
 

Данное  выражение является законом Био – Савара в диф-
ференциальной форме для переменных токов, или первое урав-
нение Максвелла. 
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Физическим смыслом этого уравнения является то, что 
магнитное поле создается не только движущимися зарядами, но 
и меняющимся со временем электрическим полем. 

 
Второе уравнение Максвелла является законом индукции, 

записанным в дифференциальной форме. Согласно закону э.д.с., 
возникшая в контуре, равняется изменению потока магнитной 
индукции через контур за единицу времени, взятому с обратным 
знаком, т. е. 

 

dt
dФ

cИНД
1

  .                              (2.51) 
 

Закон был открыт Фарадеем, и он гласит: в любом прово-
дящем замкнутом контуре, находящемся в переменном  магнит-
ном поле, появляется индукционный ток. 

 Опыты показали, что индукционный ток появляется и в не-
подвижных проводниках, когда в одном из них течет переменный 
ток. Чтобы объяснить появление э.д.с., в этом случае нужна была 
новая гипотеза. Смелое допущение сделал Максвелл, связав элек-
тродвижущую силу  с возникновением вихревого электрического 
поля  в переменном магнитном поле. В этом случае вихревое элек-
трическое поле с замкнутыми силовыми линиями  приводит в 
движение свободных электронов проводника, создающий индук-
ционный ток. В связи с этим э.д.с. индукции заменяется циркуля-
цией вихревого электрического поля по контуру  

 

 dЕИНД  . 
 

Магнитный поток определяется интегралом от магнитной 
индукции 

 


S

n dSB . 

 

Выполнив эти замены в (2.51) выражении, приходим к за-
писи закона индукции в максвелловском понимании 
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 
 




S

n dS
t

B
c

dE 1
 .                          (2.52) 

 
С учетом теоремы Стокса преобразуется левая часть равен-

ства, как в предыдущем случае, тогда получим  
 

dSErot
S

n


 =  



S

n dS
t

B
c
1

. 

 

Это равенство так же справедливо для поверхности с лю-
быми размерами и указывает на равенство подынтегральных 
выражений  

 

t
В

c
rot n

n 



1

. 

 

При произвольной ориентировке данная запись  указывает 
на равенство векторов: 




rot = - 
t
В

c 




1 .                              (2.53) 

 

Выражение (2.53)  является дифференциальной записью за-
кона индукции и вторым уравнением Максвелла. 

Им утверждается, что электрическое поле создается не 
только зарядами, но и магнитной индукцией, меняющейся со 
временем. 

 Величину  - 
4

1



 B
tc

 можно назвать магнитным током 

смещения, который, появляясь, вызывает вокруг себя электри-
ческое поле. Знак (-) указывает на то, что ток считается положи-
тельным при уменьшении магнитной индукции со временем. 

К этим уравнениям добавляются два уравнения, определя-
ющие истоки индукции 
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

divD  = 4 ,  


Hrot  = 
c
4

 






















4
D

t
i .  



divВ  = 0, 
t
В

c
rotЕ







 1

.                          (2.54) 
 

В результате получается система уравнений, описывающая 
электромагнитное поле в любой среде.  

Данная система учитывает возбудители переменного поля – 

вихри поля 


Н , возникающие в местах изменений электриче-

ской индукции 


D  и вихри поля


E , возникающие в местах изме-

нения магнитной индукции 


B .  

В частном случае, когда 



















4
D

t
 =0 , 

t
B





=0, получается 

система уравнений, описывающая электромагнитное поле по-
стоянного тока, т. е. 

 

C
irot



4

,  0


rot . 

0


div   ,  4Ddiv


.                        (2.55) 
 

Здесь 4Ddiv


 описывает электрическое поле вокруг 
зарядов. Линии электрической индукции начинаются и конча-
ются на зарядах; 

0


div   говорит об отсутствии магнитных зарядов. Ли-
нии магнитной индукции замкнуты, нигде не начинаются, нигде 
не кончаются. 

В изотропной среде системы уравнений Максвелла          
дополняются соотношениями, связывающими индукции, и 
напряженностями  
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

 ED   ,   


 HB  ,   





 



CTEEi   . 

 

При помощи этих соотношении из системы уравнений ис-

ключаются 


i , 


D , 


B  и в них вводятся  ,  ,  , Ест   как вели-
чины известные. После этого в уравнениях остаются два неиз-

вестных вектора 


Е  и 


Н  и плотность зарядов   как величина 
заданная. В принципе электромагнитное поле определяется че-
рез одну из напряженностей, а вторая находится с помощью од-
ного из уравнений Максвелла.  

  
2.2.3. Волновые уравнения для напряженностей 
 
Из уравнений Максвелла следует, что электромагнитное 

поле распространяется волной, так как процесс взаимного воз-
буждения полей распространяется в пространстве в форме вол-
ны. На самом деле из первого уравнения Максвелла вытекает, 
что переменное электрическое поле вызывает магнитное поле, 
переменное во времени, а последнее согласно второму уравне-
нию снова возбуждает электрическое поле.  

Волна может быть связанной с контуром тока или отде-
лившейся от него  и распространяющейся в окружающем про-
странстве. Тогда уравнения Максвелла следует рассматривать 
как волновые уравнения, записанные в необычной форме. Из 
них можно получить обычные волновые уравнения, описываю-
щие распространения напряженностей в пространстве.  

Для этого допускаем, что среда нейтральная, однородная, 
изотропная, т. е.   = 0,  const , const  . 

Учитываем что, 


 ED  , 


 HB  , 


 Ei  . 
Записываем уравнения Максвелла для данного случая: 
 


t
E

c
E

c
rotH







 4

 ;    0


divН ; 
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
t
Н

c
Еrot







 

;  0


divВ .  (2.56) 

Попытаемся получить из них волновые уравнения для 
напряженностей, записанные в виде дифференциальных уравне-
ний второго порядка. 

Для этого применяем операцию вихра к обеим частям 
уравнений Максвелла 


t
Erot

c
Erot

c
rotrotН







→ 4

, 

 HrotrotrotE 



→ 

;  (2.57) c ∂t
а) левая часть системы разлагается на две части: 




rotrot = 


Нgraddiv -


 EEEgraddivErotrotНН ,  , 

0


div , 0


div . 

б) в правой части первого уравнения (2.57) меняем порядок 
дифференцирования, т. е. сначала дифференцируем по коорди-
нате, потом по времени и получим 

 -





 Erot
tc

Erot
c

Н 4

 -





 Hrot
tc

E 
 .  (2.58) 

В правой части системы (2.58) 


Еrot и 


Нrot  заменяются 
соответствующими выражениями с (2.56) системы уравнений, 
тогда система уравнений (2.58) имеет вид 
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

















2

2

22

4
t
H

ct
Н

c
Н 

; 



















2

2

22

4
t
E

ct
E

c
E 

. 

 

Опустив знаки с двух сторон, получим волновые уравнения 
для напряженностей.  

 

2

2

22

4
t
H

ct
Н

c
Н










 


 

; 



















2

2

22

4
t
E

ct
Е

c
Е 

 .                    (2.59) 

 

Величину 



c

  называем фазовой скоростью элек-

тромагнитной волны в  вакууме, когда 1  , она совпадает 
со скоростью света. 

Раскрывая оператор Лапласа в (2.59) системе уравнений, убе-
димся, что волновые уравнения описывают изменения напряжен-
ностей в пространстве по координате и во времени, т. е. 

 




























2

2

222

2

2

2

2

2 14
t
H

t
Н

cz
Н

у
Н

х
Н




, 




























2

2

22222

14
t
E

t
Е

cz
Е

у
Е

х
Е




. 

 

В данной системе первая производная от напряженностей 
по времени в правой части уравнений показывает, что волна при 
распространении в проводящей среде поглощается через индук-
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ционные токи. В диэлектриках индукционные токи не возника-
ют, поэтому поглощения волн не наблюдается,  волновые урав-
нения имеют следующий вид: 

 

2

2

2

1
t
НН










,       

2

2

2

1
t
EE










. 

 
2.3.4. Энергия электромагнитного поля 
 
Электромагнитная волна переносит свою энергию. Следо-

вательно, электромагнитное поле обладает энергией. Эта энер-
гия испускаются в виде фотонов, когда движущиеся электроны 
захватываются другими атомами и равномерно распространяют-
ся по электромагнитному полю. 

Чтобы описать перенос энергии электромагнитной волной, 

введем векторную величину (


 ),  называемую  плотностью 
энергии. Численно она  равняется количеству энергии, перено-
симой в единицу времени через единицу площади, перпендику-
лярной к направлению движения. 

Плотность энергии слагается из плотностей энергии элек-
трического и магнитного полей 

 

НЕ


  . 

В случае, когда эти поля по фазе совпадают  НЕ



  , тогда 
 







44
22

2
2





НЕ

НЕ . 

Произведем некоторые преобразования:   
 








44





ННЕЕ . 

 

Из этого равенства следует  


 НЕ  . 
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Тогда полная плотность энергии электромагнитного поля 
выражается c помощью напряженностей электрического и маг-
нитного полей  






4














НЕ

. 

 
Умножив ее на скорость электромагнитной волны, получим 

плотность потока энергии 
 
















НЕcНЕcР






44

 ,              (2.60) 

где            01sin 
















 

HEНЕНЕ  ,     

HE . 

 

Тогда 







HEcP
4

 называется вектором Умова – 

Пойнтинга и определяет плотность потока энергии. 
 
2.3.5. Гармоническое электромагнитное поле 
 
 При решении задач прикладного характера часто применяет-

ся переменный ток, который меняется по гармоническому закону. 
Следовательно, его поле тоже гармоническое, и волна меняется по 
гармоническому закону. В этом случае зависимость напряженно-
стей от времени учитывается множителем  е-iwt = cos wt – i sin wt; 

 

  iwtezухЕЕ 




  ,,  

  iwtezухНН 




  ,,  .                          (2.61) 

 

Записываем волновые уравнения для напряженностей гар-
монического поля. Для этого (2.61) систему продифференциру-
ем по времени и координате: 
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   iwezyx
t
Е iwt 

 



,,


, 

  iwtewzyx
t
Е 





 2

2

2

,,


. 
 

Дифференцирование по координате так же определяется опе-
ратором Лапласа, кроме того, уравнения сокращается на е-iwt  ,  

тогда 
 



Е + 04
2

2

2 


E
c

E
c

i 
, 

 


 



zуxE ,, 





 





 4

2

2

c
  0,, 



zyxЕ . 

 

После преобразования получим волновые уравнения для 
напряженностей 

 

   


 



0,,,, 2 zyxНкzухН  ,  

    0,,,, 2 


zyxkzуxE


,                       (2.62) 
 

где   – угловая частота, меняется в круговую  2 . 
 







2
4


c

k  = 







c

 =  
n

c
. 

 

к – называется волновым числом среды;  n – коэффициент 
преломления;    – коэффициент поглощения. 

 Если 0 , то в диэлектрической среде электромагнитная 
волна преломляется, а в проводниках поглощается, чем глубже 
распространяется по объемному проводнику переменный ток, 
тем уменьшается его амплитуда за счет поглощения средой. 
Мощность тока через индукционные ток, по закону Джоуля – 
Ленца, превращается в тепло.  



Теория поля 
 

89 

Извлечением корня из комплексного числа определяют ко-
эффициенты преломления и поглощения 

 

22

22 
















n  ;      

22

22 

 













 . 

 

 
2.3.6. Волновые свойства электромагнитного поля 
 
А) Скин-эффект. Явление Скин-эффекта заключается в не-

равномерном распределении переменного тока по поперечному 
сечению проводника. Плотность тока уменьшается от поверхности 
проводника к его внутренним частям. По максвелловской теории 
это явление трактуется как поглощение электромагнитного поля, 
распространяющегося от диэлектрика в проводник. Для электро-
разведки данное явление имеет немаловажное значение, так как 
уменьшение поля переменного тока снижает возможность обнару-
жения глубоких неоднородностей в земной коре. 

 

 
 

Рис. 2.11. Бесконечная проводящая пластинка 
 
Для количественного анализа рассмотрим Скин-эффект в 

бесконечной пластинке толщиной h (рис. 2.11). Начало коорди-
нат разместим на одной из граней и по оси ОХ направим элек-
трическое поле, по ОУ – магнитное поле. По оси  Z, перпенди-
кулярной грани и направленной в пластинку, происходит по-
глощение электромагнитного поля. Считаем, что поле гармони-
ческое, тогда волновые уравнения имеют следущий вид: 
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   

   


















0

0

2
2

2

2
2

2

zHk
z

zH

zEk
z

zЕ

 .                           (2.63) 

 

 (2.63) – уравнения гармонического поля, являются обыкновен-
ными, их общее решение записывается через показательные функции 

 

 
 












ikzikz

ikzikz

eBeAzH
eBeAzЕ

22

11 .                           (2.64) 

 

Чтобы получить конкретный вид выражения напряженно-
стей, из следующих граничных условий определяем коэффици-
енты А1 , А2 , В1, В2: 

1. На гранях электрическое поле одинаково по величине и 
знаку: Е (0) = Е  h . 

2.  Магнитное поле одинаково по величине и отличается по 
знаку   Н(0) = - Н  h . 

Подставляя эти условия к общим решениям уравнений 
(2.64), получим 

 














ikhikh

ikhikh

eBeABA

eBеАВА

2222

1111 . 

 

В данном случае получили два уравнения с четырьмя неиз-
вестными, поэтому  выражаем одно неизвестное через другое: 
В1 = А1еikh,, В2 = - А2еikh.. 

Тогда  общее решение записывается в таком в виде: 
 
 

    
    












zhikikzikzikhikz

zhikikzikzikhikz

eeAeeAeAzH
eeAeAeAzЕ

222

111  .       (2.65) 

 

Получена только координатная зависимость напряженно-
стей. Поле переменное, поэтому временная зависимость учиты-
вается  множителем iwtе . 
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Тогда напряженности гармонического поля определяются 
выражениями  

 

    
    












iwtzhikikz

iwtzhikikz

eeeAtzH
eeeAtzЕ

2

1

,
,

  .                     (2.66) 

 

Показательную функцию iwtе  разложим на тригонометри-
ческую и берем только действительную часть функции. Также 
волновое число среды выражается через коэффициенты прелом-
ления и поглощения среды, тогда (2.66) решения уравнений за-
писываются  следующим образом: 

 

      

      




































teeAtzH

teeAtzЕ

zhin
C
wizin

C
wi

zhin
C
w

izn
C
w

i









cos,

cos,

2

1

 .           (2.67) 

 

Выражения полей представлены двумя волнами: электриче-
ское поле представлено суммой, а магнитное – разностью волн. 

Из (2.67) выражения видно, что амплитуда волн с удалени-
ем от граней затухает по показательному закону, а в показатель 
входит коэффициент поглощения, который составляет сущность 
Скин-эффекта. 

Выражения для напряженностей упрощаются, если увели-
чим h до бесконечности и пластинку преобразуем в проводящее 
полупространство. Тогда в выражениях исчезает волна распро-
страняющихся от нижней грани. Например, для этого случая 
электрическая напряженность имеет вид 

 

 

   
teAtzE

zin
c
w

i



cos, 1


   .                       (2.68) 

 

 
Преобразовав данное уравнение,  получим 
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 







 














z
c
nteAz

c
ne

teeAtzE
z

c
wz

c
win

czwz
c
win









coscos

cos,               

1

/
1

.            (2.69) 

 
Амплитуда полей затухает с глубиной z по показательному 

закону (рис. 2.12): 
z

c
w

eAA


 1 . 
 

 
 

Рис. 2.12. Спад амплитуды волны при распространении в проводящей среде 
 
Также с увеличением z изменяется фаза, и на некоторой 

глубине поле имеет направление, противоположное тому, кото-
рое наблюдается на поверхности. 

В этом случае  z
c
n

, тогда глубина 
wn

сz 
 . 

Б) Отражение и преломление  плоской волны на границе  
между диэлектриками. Волну принято характеризовать фор-
мой ее поверхности. Точечный источник колебаний создает в 
однородной среде сферическую волну. Например, колебатель-
ный контур с переменным током, достаточно на больших  рас-
стояниях от него, рассматривается как точечный  источник, а 
волна от него считается сферической. 

Небольшую часть сферы можно принимать как плоскость, а 
волну в этой части – за плоскую. 
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Считаем, что плоская электромагнитная волна распростра-
няется в направлении оси OZ, тогда напряженности полей зави-
сят от координат Z и времени t (рис. 2.13). 

 

 
 

Рис. 2.13. Распространение плоской электромагнитной волны 
 
В этом случае энергия электромагнитного поля переносит-

ся по направлению Z, тогда вектор Умова – Пойнтинга также 
направлен по оси OZ. Зная, что  этот вектор определяется век-

торным произведением двух векторов 


Е  и 


Н , по оси ОХ 
направим вектор электрической напряженности,  по оси ОУ – 
магнитной. 

 Плоскость XOZ, в которой колеблется электрическое поле, 
называется плоскостью колебаний, плоскость  УОZ, где со-
вершаются колебания магнитного поля, называется плоскостью 
поляризации. 

Волновые уравнения для напряженностей для рассматрива-
емого случая записываются в таком виде:  

 


























0

0

2

2

22

2

2

2

22

2

t
H

cz
H

t
E

cz
Е





.                              (2.70) 

 

Общее решение запишется в виде  
 

  





 


ztEtzЕ ,  ,   






 


ztHtzH ,  .           (2.71) 
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Отношение скоростей распространения волн в вакууме и в 
среде определяет коэффициент преломления. Для диэлектриков 

n . Это соотношение называется законом Максвелла. 
Если считать, что гармоническая волна распространяется в 

направлении оси ОZ1, которая с осями образует углы  ,, , 
тогда в  формулу для фазы надо подставить вместо z  расcтаяние  

 

 coscoscos1 zyxz  . 
 

Выражения напряженностей записываются в следующем виде: 
 

 

 















 








 













coscoscoscos,

coscoscoscos,

1
1

1
1

zyxtnAtzH

zyxtAtzE
.     (2.72) 

 

Плоская волна, встречая границу между диэлектриками, 
частично отражается и частично проходит через нее во второй 
диэлектрик, испытывая при этом преломление. Максвелловская 
теория позволяет теоретически вывести законы отражения и 
преломления. Для этого допускаем, что граница между диэлек-
триками плоская, однородная. Координатную плоскость ХОУ 
совмещаем с границей (рис. 2.14). 

 

 
 

Рис. 2.14. Электромагнитная волна на границе между диэлектриками 
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Далее считаем, что волна падает их первого диэлектрика в 
направлении, которое образуют с координатными осями углы 




 ,
2

, . 

Направления отраженной и преломленной волн образуют с 
координатными осями соответственно углы: 111 ,,   и 222 ,,  . 

Рассмотрим случай, когда у падающей волны электриче-
ское поле направлено по оси ОУ, а плоскость поляризации сов-
падает с плоскостью падения XOZ. 

Выражения для напряженностей для всех трех волн запи-
сываются в следующем виде: 

 








 









 


11

1

1

coscoscos

coscoscos










zxtnAH

zxtAE
 –  падающая волна. 








 









 


1

111

1

1
11

1

111
11

coscoscoscos

coscoscoscos












zyxtnAH

zyxtAE
 –  отраженная 

волна. 








 









 


2

222

2

2
22

2

222
22

coscoscoscos

coscoscoscos












zyxtnAH

zyxtAE
 – преломленная 

волна. 
 

На границе z = 0 должна выполняться непрерывность каса-
тельных составляющих обоих полей в любой момент времени. 
Это возможно только при равенстве фаз у трех волн, тогда 

 

2

22

1

11

1

coscoscoscoscos








 yxyxx 



 . 
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Отсюда при независимости координат х,у находим 
 














;coscos0

;coscoscos

2

2

1

1

2

2

1

1

1
















, 

 

отсюда  
2

1

2

1

cos 






сos

, 

где   














2

2

2

1

,   тогда 
2

1

sin
sin






 . 

На основании этого заключим, что .
2

; 211
   

 

 
 

Рис. 2.15. Законы оптики из теории электромагнитных волн 
 

Введя в рассмотрение 


 
2

– угол падения, 

1
1

2



  – угол отражения, 22




  – угол преломления, 

из полученных соотношений  выведем законы отражения и пре-
ломления (рис. 2.15): 
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1. Угол падения равен углу отражения. 1  . 
2. Отношение синусы углы падения к синусу углы прелом-

ления есть величина постоянная, равная скорости падающей 

волны к скорости преломленной волны: 
2

1

sin
sin






 . 

3. Направления падающей, отраженной и преломленной 
волн лежать в одной плоскости. 

 
2.2.7. Потенциалы электромагнитного поля и их  
         волновые уравнения 
 
Напряженности магнитного поля могут быть определены 

через потенциалы, которых имеется два – векторный и скаляр-
ный. Они являются вспомогательными функциями, позволяю-
щими быстрее изучить поле, чем это можно сделать, непосред-
ственно решая уравнения Максвелла. 

Иногда потенциалы называют запаздывающими в связи с 
тем, что поле от источника в точку наблюдения приходит через 
некоторое время после того, как оно возникло у источника. По-
этому поле фиксируется в точке наблюдения с некоторым запоз-
данием по сравнению с моментом возникновения их у источника. 

Обозначим скорость распространения поля через  , мо-
мент его образования у источника  в точке  000 ,, zyx   через 

0t , а момент появления  в точке наблюдения  zyx ,, через 
t . Тогда запоздание в однородной среде выражается следую-
щим образом:  


Rtt  0 ; отсюда имеем  


Rtt 0 ,                 (2.73) 

 где  R  расстояние от точки  000 ,, zyx   до точки 
 zyx ,, . 

При небольших значениях R  и большой скорости   за-
поздание мало, и в этой части пространства поле такое же, как и 
при постоянном токе, равном мгновенному значению перемен-
ного тока. Эту область называют квазистационарной, а поле в 
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ее пределах – квазистационарным. Размер данной области за-
висит от быстроты изменения тока со временем. Поэтому рас-
сматриваем потенциалы квазистационарного поля. 

Магнитную индукцию выразим через векторный потенциал 
А, т. е. 

 

Arot


 .                                    (2.74) 
  

Применим операцию расходимости к обеим частям этого 
соотношения:  

 




divrotdiv , 
 

 левую часть преобразуем с помощью оператора Гамильтона, т. е. 
 

      0 AAdivrot


, 
 

тогда 0


div , при таком обозначении магнитной индук-
ции система уравнений Максвелла не нарушается. Следователь-
но, соотношение (2.74) подставляется во второе уравнение 
Максвелла 

 












rot
tctc

rot 11 .                        (2.75) 

 
Отсюда после перемены местами производной по времени 

с символом вихря и переноса правой части в левую, а также за-
мены суммы вихрей вихрем от суммы векторов, находим 

 

rot
c

rot 1



















tc
rot

t





1

=0. 

 

Это уравнение показывает, что суммарным вектором опре-
деляется потенциальное поле, с которым можно сопоставить 
скалярный потенциал по обычной формуле 

 

gradU
tc















 1 .                           (2.76) 



Теория поля 
 

99 

Таким образом, электрическое поле переменных токов раз-
деляется на вихревую и потенциальную части. Скалярный по-
тенциал, характеризующий потенциальную часть, не совпадает 
по содержанию с потенциалом электрического поля постоянно-
го тока, поскольку разность потенциалов между двумя точками 
определяется теперь криволинейным интегралом от суммы двух 

векторов  











tc


 1

, а не вектора 


. 

 12 UU dx
tc

x
x 












1

+ dy
tc

y
y 













1
+ 

+ dz
tc

z
z 












1

. 

 
Вводя для определения поля два потенциала – векторный и 

скалярный, ввели четыре функции, а именно три составляющие 
векторного потенциала и скалярный потенциал. Это противоречит 
замечанию, что поле в принципе определяется одной напряженно-
стью или тремя ее составляющими. Для устранения этого противо-
речия вводится уравнение связи между потенциалами, которым 
устраняется произвольность в выборе лишней функции. 

С целью получения одинакового вида уравнений, которым 
удовлетворяют потенциалы, между ними принимается такая связь: 

 

0




t
U

c
Adiv 

.                           (2.77) 

 
Теперь воспользуемся первым уравнением Максвелла с це-

лью получения уравнений для потенциалов, считая при этом 
среду однородной и изотропной 

 
















4

4
t
Di

c
Hrot




. 

 
Из магнитной напряженности переходим к магнитной ин-

дукции, из электрической индукции – к электрической напря-
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женности, учитывая, что 

 DB , , тогда первое уравне-

ние Максвелла записывается следующим образом: 
 













t
Ei

c
Brot







 4
41 .                              (2.78) 

 
Если учесть, что  

 

gradU
tc

rot  







, , 

 

то последняя запись данной формулы имеет вид 
 



























 gradU
tct

i
c

Arotrot


 1
4

4

 , 

 

где 


Arotrot , тогда последнее уравнение преобразуется в 
волновое уравнение с правой частью для векторного потенциала 

 

i
ctc




 

 4

4
4

2

2

2 



  . 

 

 Умножив на (-1) обе части равенства,  получим оконча-
тельный вид волнового уравнения 

 

i
ctc




 

 4

4
4

2

2

2 



  .                       (2.79) 

 
Волновое уравнение скалярного потенциала записывается 

из условий 4Ddiv


. Учитываем,  что 
 



D , а gradU

tc



 








, 

 
тогда данное условие записывается следующим образом: 
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.4)( 






 gradU
tc

div


 

 
Отсюда, исключая с помощью уравнения связи векторный 

потенциал, придем к волновому уравнению с правой частью  
для скалярного потенциала 

 


 4

2

2

2 




t
U

c
U  .                           (2.80) 

 
Таким образом, можно сказать, что система уравнений (2.79), 

(2.80) заменяет приведенную ранее систему, в основе которой бы-
ли два уравнения Максвелла. В основе новой системы находятся 
два волновых уравнения потенциалов. Эти волновые уравнения 
своим аналогом в постоянном поле имеют уравнение Пуассона 

 

i
c

 4
 ,              


4

U . 

 
Волновые уравнения для потенциалов содержат правую 

часть только в точках, в которых плотность переменных токов и 
зарядов отлична от нуля. Вне этих точек правая часть уравнений 
отсутствует. Поэтому для простых случаев рассматриваем про-
стейшее решение уравнения без правой части. Пусть в начале 
координат находится точечный заряд  0tQ , зависящий от вре-
мени. На расстоянии R  в момент t  он будет создавать запазды-
вающий скалярный потенциал 

 

   
,,., 0

R

RtQ

R
tQ

tzyxU











 

                           (2.81) 

 
который является простейшим  решением волнового урав-

нения  без правой части. 
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Контрольные вопросы 
 
1. Особенности полей переменного электрического тока. 
2. Как гласят постулаты Максвелла? 
3. Что называется током смещения? 
4. Как выражается ток смещения? 
5. Что такой ток проводимости? 
6. Как определяется плотность  переменного тока? 
7. Как записывается первый закон Кирхгофа для пере-

менного тока? 
8. І уравнение Максвелла и его физический смысл. 
9. ІІ уравнение Максвелла и его физический смысл. 
10. Система уравнений Максвелла. 
11. Запись системы уравнения Максвелла для изотропной 

среды. 
12. Как можно получить из уравнений Максвелла волно-

вые уравнения для напряженностей?  
13. Гармоническое поле и его особенности. 
14. Как определяется коэффициент поглощения? 
15. Как определяется коэффициент преломления? 
16. Волновые уравнения для напряженностей гармониче-

ского поля. 
17. Как определяется плотность потока энергии? 
18. Какими волновыми свойствами обладает электромаг-

нитное поле? 
19. Объясните сущность Скин-эффекта. 
 
Контрольные задачи по разделу 
 
Электромагнитное поле переменного тока 
 
а) Найти отношение амплитуд токов проводимости и сме-

щения в среде с постоянными  = = 1,  = 
9

10 7

(Ом*м)-1, если 

частота тока равна 104Гц. 

Ответ: 
с

п




= 2. 
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б) В центре проводящего шара небольшая область в 
начальный момент была занята зарядами, которые можно при-
нять за точечный заряд Q. Определить изменения электрическо-
го поля со временем внутри и вне шара. 

Ответ: Е = Е0  е-4t/,   Е = Е0. 
 
в) Вычислить глубину, на которой в медной толстой пла-

стинке поле имеет противоположное тому, которое наблюдается 
при z = 0 , если частота колебаний равна 1,5*105 Гц,     =  = 1;  
 = 5,3*1017ед. СГСЭ. 

Ответ: z = 0,05 см. 
 
г) Вычислить глубину, на которой в медной  толстой пла-

стинке амплитуда поля уменьшается в  е  раз, при частоте 
1,5*105 Гц,     =  = 1;   = 5,3*1017ед. СГСЭ. 

Ответ: z = 0,017 см. 
 
д) При помощи второго  уравнения Максвелла найти со-

ставляющие магнитного поля плоской волны, если электриче-
ское поле волны выражается формулой  

 

Е = Е 





 



 coscos zxt  

 
и направлено по оси Оу. 

Ответ:           НХ= - 

 cos  Е 







 



 coscos zxt , 

                        НZ=
 

 cos   E 






 



 coscos zxt . 
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3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
 
Сейсмические методы разведки в геофизике  основаны на 

изучении особенностей распространения упругих колебаний в 
горных породах. Эти колебания вызываются внешними силами.  

Все тела под влиянием внешних сил или нагрузок дефор-
мируются. При этом отдельные точки тел смещаются относи-
тельно друг друга. Величина смещений характеризует деформа-
цию в области данных точек. 

У твердых тел деформация сопровождается изменением 
формы и объема, у жидкостей и газов наблюдается только изме-
нение объема, поскольку форма их определяется ограничиваю-
щими стенками. 

С устранением внешних сил происходит полное или ча-
стичное восстановление первоначальных размеров тел. 

Способность тел к восстановлению называется упруго-
стью. При полном восстановлении говорят об упругих, а при 
частичном – о частичных упругих телах. 

В природе нет абсолютно упругих материалов, так как с 
увеличением деформирующей силы всегда наблюдается предел 
деформации, после чего она не исчезает полностью при устра-
нении силы. Этот предел зависит от сорта материала, и пока он 
не достигнут, деформация происходит в пределах упругости, и 
тело считается упругим.  

  Действие сил, отнесенное к единице наружной поверхно-
сти или любого сечения тела, называется напряжением.  

Изменение со временем внешних сил ведет к изменению 
деформаций и напряжений, что происходит не одновременно, а 
распространяется в теле от мест приложения внешних сил с не-
которой скоростью в форме упругой волны. 

Теория упругости изучает: 
1)  виды деформации, закон Гука; 
2) тензоры упругих напряжений и деформации; 
3) распространение упругих волн в  различной среде. 
Теория упругости не может обойтись без некоторых общих 

предположений относительно моделей рассматриваемого объекта. 
Наиболее важные физические положения, на которых ос-

новывается физика распространения упругих волн, следующие: 
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1)  Процессы распространения упругих волн достаточно 
точно описываются законами классической механики; 

2)  Реальная среда, в которой распространяются упругие 
волны, считается сплошной, однородной, изотропной; 

3)  Между действующими напряжениями и деформациями 
зависимость должна быть линейной. 

Задача теории упругости состоит в определении деформа-
ции, напряжений, упругих волн в зависимости от внешних сил. 

 
3.1. Основные виды деформации, законы Гука 
 
Растяжение и сжатие стержня. Наиболее хорошо изу-

ченной на опыте деформацией считается растяжение стержня 
или проволоки. Причем отмечаются абсолютная и относитель-
ная деформации. 

 

 
 

Рис. 3. 1. Растяжение и сжатие стержня 
 

Абсолютная деформация. Предположим, что одно осно-
вание стержня закреплено, а к другому  равномерно, по всей его 
плоскости приложена растягивающая сила F (рис. 3.1). Согласно 
опыту, с увеличением силы F пропорционально ей растет удли-
нение    , пока не будет достигнут предел прочности. Рас-
сматривая растяжение в пределах упругости и вводя растягива-
ющее напряжение Р, равное отношению силы F к площади по-

перечного сечения стержня S0 (
So
F

 ), напишем соотношение, 

подтверждающееся опытом и называемое законом Гука 
 

0    ,                                         (3.1) 
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где 0  – первоначальная длина стержня,  – коэффициент 
линейного растяжения материала. 

Величина, обратная коэффициенту линейного расширения, 

называется модулем растяжения, или модулем Юнга 

1

 . 

Длина стержня после растяжения определяется формулой  
 

    00 1  . 

 

Величина 
Е
P

   мала по сравнению с единицей и не 

имеет размерности, или модуль Е (Юнга) совпадает с напряже-
нием, поэтому его принято измерять единицами напряжения. 

Растяжение сопровождается сокращением поперечных 
размеров стержня и, согласно опыту, сокращение пропорцио-
нально растягивающему напряжению 

 
   1, 00 dddd  .                     (3.2) 

 
где d  и d0 – диаметры стержня после и до растяжения,  – 

коэффициент поперечного сжатия материала. 
Учитывая выражения (3.1) и (3.2), можно сделать следую-

щее заключение: сжатие и растяжение материала прямо про-
порционально растягивающему напряжению. 

P – величина малая по сравнению с единицей и не имеет 
размерности. 

Относительная деформация – это величина,  равная от-
ношению абсолютной деформации  к значению первоначальной 
величины, характеризующей размеры или форму недеформиро-

ванного тела 
00

,
d
d

l
l 

 . 

Относительная деформация позволяет определить коэффи-
циент Пуассона как отношение коэффициента поперечного сжа-
тия к коэффициенту линейного растяжения: 
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o

do
d









 . 

 
Упругое напряжение. Следует отметить, что напряжение в 

общем случае не всегда перпендикулярно к сечению, а его зна-
чение зависит от ориентировки сечения. Если нижняя часть 
стержня имеет косое сечение, то ее действие на верхнюю часть 
заменяется напряжением по растягивающей силе F, тогда он вы-
зывает равные себе напряжения, перпендикулярные к сечению.  

 

 
 
 

Проектируя PI (напряжение, действующее на косое сечение) на 
касательную и на нормаль к сечению S, получим нормальное и каса-
тельное составляющие упругого напряжения (рис. 3.2), т. е. 

 

cos
0

1

S
F

S
F
 ; 

 211 coscos
So
F

n  ; 

 sincossin11

So
F

t  , 

Рис. 3.2 . Поверхность с косым  
сечением для определения  

упругого напряжения 
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где 0S  – площадь нормального сечения; S – площадь косо-
го сечения;   – угол между нормальным и косым сечениями. 

Сдвиг  является одним из видов деформации. Для ознаком-
ления с этим видом деформации рассматривается прямоугольный 
параллелепипед,  нижнее основание которого закреплено к гори-
зонтальной плоскости. К верхнему основанию приложим общую 
горизонтальную силу F, распределив ее равномерно по всей пло-
щади основания S. Отношением силы к площади определяется 
скалывающее напряжение Pt как на верхней грани, так и в любом 
сечении параллелепипеда, параллельном этой грани (рис. 3.3) 

 

 
 

Рис. 3.3. Прямоугольный параллелепипед при сдвиговой деформации 
 

S
F

t  . 

 
Считая горизонтальную силу F параллельной ребрам  парал-

лелепипеда, наблюдаем скалывание его в направлении этих ребер. 
Скалывание рассматривается  как сдвиг относительно друг 

друга тонких горизонтальных слоев, на которые можно мыслен-
но разделить деформируемое тело.   

Отношение сдвига верхнего основания (  ) к высоте па-
раллелепипеда ( h ) называется относительным сдвигом, и оно, 
согласно эксперименту, пропорционально скалывающему или 
касательному напряжению 

 

th


  .                                      (3.3)  
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Это является законом Гука при сдвиге. Множитель   назы-
вается коэффициентом сдвига. Обратная величина коэффициен-

ту сдвига (

1

G )     называется  модулем сдвига.  

Ввиду малости отношения 
h


  его заменяют углом  , на 

которой поворачиваются  вертикальные ребра при  сдвиге, так как 
 

 
 sin
h


. 

 
Тогда отношение (3.3 ) переписывается в виде 

 

G
t . 

 
Таким образом, относительный сдвиг пропорционален ка-

сательному напряжению и обратно пропорционален модулю 
сдвига.      

 Итак, растяжение и сдвиг являются основными видами де-
формации. Обе эти деформации наблюдаются только в твердых 
телах, в жидкостях и газах из-за отсутствия касательных напря-
жений сдвиги не возникают. 

В соответствии с этим в твердых телах могут возникать две 
упругие волны: одна из них продольная, другая – поперечная. 
Продольная волна образуется при распространении растяжений 
и сжатий, поперечная –обусловлена распространением сдвигов.  

Кручение. Деформация кручения по своей природе является 
деформацией неоднородного сдвига. Под действием вращающе-
го момента, созданного парой сил, цилиндр длиной и радиусом 
(рис. 3.4), нижнее основание которого закреплено, будет испы-
тывать деформацию кручения. Как видно, деформация кручения 
представляет собой деформацию сдвига, но величина сдвига 
будет не одинакова по всему радиусу цилиндра.  
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Рис. 3.4. Кручение упругого стержня 
 
При деформации кручения внутри цилиндра возникают упру-

гие силы, создающие упругий момент, который уравновешивает 
крутящий момент внешних сил. Экспериментально установлено, что 
момент внешних сил прямо пропорционален углу закручивания: 

 
M = k,                                          (3.4) 

 
выражающий закон Гука при кручении. Коэффициент пропор-
циональности k называется модулем кручения; он зависит от 
материала и размеров стержня.  

Пластическое течение. Связь между деформацией тела и 
возникающим в нем напряжением графически изображается в 
виде диаграммы растяжения. Рассмотрим диаграмму растяже-
ния на примере деформации продольного растяжения. Возьмем 
тонкий стержень и будем постепенно увеличивать внешнюю 
силу, измеряя для каждой силы соответствующую относитель-
ную деформацию (рис. 3.5). Отметим, что в условиях статиче-
ского равновесия, как отмечалось ранее, напряжение равно 
внешнему усилию. Для небольших внешних сил напряжение, 
возникающее в стержне, прямо пропорционально относительной 
деформации. Максимальное напряжение, при котором еще вы-
полняется прямо пропорциональная зависимость между ними, 
называется пределом пропорциональности. Участок OA на 
диаграмме получил название участка пропорциональности. 
На этом участке деформация является упругой и описывается 
законом Гука. Выше точки A относительная деформация увели-
чивается быстрее, чем напряжение, в результате исчезает ли-
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нейная зависимость между ними. Напряжение, соответствующее 
предельному значению, при котором деформации еще остаются 
упругими, называется пределом упругости. Участок кривой 
очень мал. Обычно в практических расчетах пределы пропорци-
ональности и упругости совпадают. При напряжениях, более 
высоких, чем в стержне, после прекращения действия внешней 
силы возникают остаточные или пластические деформации. В 
этом случае тело возвращается к ненапряженному состоянию по 
линии, а не по AO. Напряжение, при котором появляется замет-
ная остаточная деформация (порядка 0,2 %), называется преде-
лом пластичности. Участок получил название участка теку-
чести материала или участка пластических деформаций.   

 

 
 

Рис. 3.5. Диаграмма растяжения для пластичного материала.  
Голубая полоса – область упругих деформаций 

 
После прохождения площадки текучести материал вновь ока-

зывает со-противление деформации и для его удлинения необходи-
мо увеличить нагрузку – кривая поднимается. Максимальное 
напряжение, возникающее в стержне до разрушения (точка C), 
называется пределом прочности. При напряжении, близком к пре-
делу прочности материала, внешние силы не полностью уравнове-
шиваются силами упругости. При этом в одном из сечений тела об-
разуется сужение, называемое шейкой, и напряжение здесь возрас-
тает в сравнении с другими местами тела, поскольку площадь сече-
ния шейки меньше, что и приводит к разрушению тела. Соответ-
ствующий участок на графике обозначен пунктиром. 
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Контрольные вопросы 
  
1. Что мы называем деформацией? 
2. Абсолютная и относительная деформации. 
3. Простые виды деформации, закон Гука. 
4. Пластическое течение,  предел деформации. 
5. Что мы называем напряжением? 
6. Что мы называем упругостью? 
7. Сдвиговая деформация. 
8. Закон Гука для сдвига. 
9. Взаимосвязь между модулями сдвига и Ю нга. 
10. Кручение и закон Гука для этого вида деформации. 
11. Упругие волны, связанные со сдвигом. 
 
3.2. Тензор упругих напряжений 
 
Рассмотрены простые случаи деформации, и в связи с этим 

нормальные и касательные напряжения, образующие общее 
напряжение, ориентированное под произвольным углом к сече-
нию тела. В общем случае вектор напряжения зависит от ориен-
тировки площадки. 

Для составления широкого представления о напряжении рас-
смотрим точку М(х,у,z)  и построим площадку S, включающую 
данную точку (рис. 3.6). Ориентировку площадки определим нор-
малью n к ней. Пусть на эту площадку со стороны той части среды, 
куда направлена нормаль, действует сила F. Тогда вектор напря-

жения на площадке определяется формулой 
S
F

n 


 и индексом n,  

у вектора 


 отмечается ориентировка площадки. 
Для данной точки можно построить бесконечное количе-

ство площадки с различной ориентировкой. Но для полного 
представления напряжения в этой точке достаточно знать три 
вектора напряжения по трем взаимно перпендикулярным плоско-
стям. Поэтому выберем три взаимно перпендикулярные площад-
ки, нормали которых совпадают с координатными осями  

ozoyox ,, . Тогда векторы напряжения определяются индекса-
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ми: ZYX 


,, .  Каждый из них определяется тремя проекциями 
по координатным осям. В этом случае на каждую составляющую 
приписываются по два индекса, первый – указывает ориентиров-
ку площадки, второй – направление составляющих. Например, Рхх 
– проекция напряжения  по оси ох на площадке с нормалью, 
направленной по оси ох. Рху  – проекция напряжения по оси оу на 
площадке с нормалью, направленной по оси ох и т. д. 

             
 

Рис. 3.6. Определение ориентировки площадки 
 
Итак, три вектора 


х, 


у, 


z с девятью составляющими 
образуют тензор  упругих напряжений:  

 






ˆ

ZZZYZX

YZYYYX

XZXYXX

.                         (3.5) 

 
В каждой горизонтальной строке собраны составляющие 

одного вектора. Три составляющие Рхх, Руу, Рzz,  расположенные 
по главной диагонали матрицы, соответствуют нормальным, а 
остальные – касательным  напряжениям на площадках. Следова-
тельно, главные напряжения вызывают  растяжение и сжатие, 
касательные  напряжения – сдвиговую деформацию.  

Совокупность указанных напряжений полностью характе-
ризует напряжённое состояние частицы тела и называется тен-
зором напряжений Коши.  
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Система напряжений, приложенных к частице тела, должна 
удовлетворять условиям равновесия. Первые три условия в про-
екциях на оси x, y, z дают тождества, так как на противополож-
ных гранях мы считаем напряжения равными по величине. 
Остаётся проверить, обращаются ли в нуль суммы моментов 
всех сил относительно координатных осей. Составим условие 
равновесия моментов относительно оси х 

 

,
 

откуда следует   
Аналогично можно составить два уравнения равновесия мо-

ментов относительно осей y и z. В результате получим соотношения 
 

,
 

 

которые называют законом парности касательных напря-
жений: на двух взаимно перепендикулярных площадках составля-
ющие касательных напряжений, ортогональные их общему ребру, 
равны по величине и направлены оба либо к ребру, либо от него.  

На основании этого закона тензор-матрица напряжений  
является симметричной относительно главной диагонали,  его 
можно иллюстрировать следующим образом (рис. 3.7) 

 

 
 

Рис. 3.7.  Тензор упругих напряжений 
( – нормальные, – касательные напряжения) 
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Как видно, на грани каждой площадки действуют одно 
нормальное и две касательные напряжения. 

 
Контрольные вопросы 
 
1. Как определяется упругое напряжение в общем случае? 
2. Вывод тензора упругих напряжений. 
3. Охарактеризовать составляющих тензора упругих 

напряжений? 
4. Закон парности касательных напряжений. 
5. Какой вид деформации вызывает нормальные напря-

жения? 
6. Какой вид деформации вызывает касательные напря-

жения? 
7. Какие напряжения действуют на грани каждой пло-

щадки параллелепипеда? 
 
3.3.  Преобразование компонент напряжения к новым  
        осям координат 
 
При рассмотрении напряжения, приложенного к площадке 

с нормалью n  и определении компонент этого напряжения бы-
ло отмечено, что система координат ориентируется нами произ-
вольно. Для общности вывода ни одна из осей системы коорди-
нат не была параллельной нормали к рассматриваемой площад-
ке. Часто бывает удобным расположить систему координат 
определенным образом по отношению к рассматриваемому 
напряжению или к площадке, на которую оно действует. 
Например, если расположить систему координат так, чтобы од-
на из ее осей (например, X  ) была параллельной нормали к 
площадке, то в этой системе координат изучаемое напряжение 
определилось бы только тремя компонентами. Рассмотрим об-
щие закономерности приведения компонент напряжений к но-
вым осям координат. 

Введем  некоторые обозначения 
 

ZYX zyx 


,, , 
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 тогда модули этих векторных величин определяются сле-
дующими выражениями: 

 

111 nXmXlXX zyx  ; 

222 nYmYlYY zyx  ;                             (3.6) 

333 nZmZlZZ zyx  , 
 

где 11 cosl , 22 cosl , 33 cosl  … и т. д. – направляю-
щие косинусы. 

Отметим, что они связывают напряжение на некоторой 
площадке с его компонентами по осям любой произвольно вы-
бранной ортогональной системы координат через значения в той 
же системе координат направляющих косинусов нормали к 
площадке. При переходе к другой системе координат изменяют-
ся значения как компонент, так и направляющих косинусов. 
Зная компоненты напряжения, по осям первоначально выбран-
ной системы ....,,, yzyx XZYX  и т. д., определим компоненты в 
новой системе координат ZYX  ,,  и т. д. (рис. 3.8). 

 

 
 

Рис. 3.8. Преобразование компонент напряжения  
к новым осям координат 

 
Новую систему координат со старой системой свяжем 

направляющими косинусами углов между первоначальными 
 zyx ,,  и новыми  zyx  ,,  (табл. 3.1) 
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Таблица 3.1 
 

 x  y  z  
x  1l  1m  1n  

y  2l  2m  2n  

z  3l  3m  3n  
 
Определим проекции на первоначальные координатные оси 

напряжений, приложенных к площадкам, совпадающим с коор-
динатными плоскостями новой координатной системы. Каждую 
такую площадку можно рассматривать как произвольно распо-
ложенную, с нормалью, заданной своими направляющими коси-
нусами, и применить для определения искомых проекций фор-
мулы (3.6). Тогда для компонент напряжений на площадке, нор-
малью к которой является новая ось X   (заштрихованная пло-
щадка на рис. 3.8), получим 

 

111 nXmXlXX zyxx  ; 

111 nYmYlYY zyxx  ;                             (3.7) 

111 nZmZlZZ zyxx  . 
 

Для площадки с нормалью y  получим аналогичные равен-
ства, в которые войдут направляющие косинусы 222 ,, nml : 

 

222 nXmXlXX zyxy  , 

222 nYmYlYY zyxy  ,                              (3.8) 

222 nZmZlZZ zyxy  . 
 

Для площадки с нормалью 1z  получим аналогичные равен-
ства, в которые войдут направляющие косинусы 333 ,, nml .  

Чтобы определить проекции этих напряжений на новые 
оси, воспользуемся теоремой о том, что проекция вектора на 
направление равна сумме проекций его компонент на то же 
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направление. В соответствии с этой теоремой компонента xX   
по новой оси X   может быть получена путем суммирования 
трех компонент по первоначальным осям напряжения, прило-
женного к площадке с нормалью x , предварительно умножен-
ных на направляющие косинусы первой строки табл. 3.1. 

Аналогично после умножения тех же компонент формулы 
(3.7) на косинусы второй и третьих строк и их суммирования 
будут определены компоненты yY   и zZ   

 

111 nZmYlXX xxxx   ; 

222 nZmYlXY xxxx   ;                        (3.9) 

333 nZmYlXZ xxxx   . 
 

Подстановка в правую часть первого уравнения системы 
(3.9) проекций на старые оси напряжения, приложенного к пло-
щадкам с нормалью x , по уравнениям (3.7) позволяет, используя 
выше доказанное равенство касательных компонент yx XY   и т. 
д., записать в окончательной форме выражения для первой нор-
мальной компоненты напряжения в новых осях координат 

 

111111
2

1
2

1
2

1 222 nlZnmYmlXnZmYlXX xzyzyxx  . (3.10) 
 

Второе и третье уравнения системы (3.9) после подстанов-
ки в них выражений (3.7) позволяют определить две касатель-
ные компоненты напряжений в новых осях 

 
 

   21212121

2121212121

           nllnZmnnmY
lmmlXnnZmmYllXY

xz

yzyxx




;     (3.11) 

 
 

   31313131

3131313131

           nllnZmnnmY
lmmlXnnZmmYllXZ

xz

yzyxx



 . 

 
Для определения остальных компонент из двух систем, 

аналогичных (3.9), достаточно использовать уравнения 
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222 nZmYlXY yyyx   ; 

333 nZmYlXZ yyyy   ;                      (3.12) 

333 nZmYlXZ zzzz   . 
 
В два первых уравнения подставляются коэффициенты по 

системе (3.8), в последнее – аналогичные выражения для пло-
щадок с нормалью z . Получаемые равенства для нормальных 
компонент аналогичны (3.10). Выражение для третьей касатель-
ной компоненты zy YZ    аналогично (3.11), но с участием 
направляющих косинусов с индексами 3 и 2. Сложим нормаль-
ные компоненты в новых координатах 

 
 

   
   

 .2                    
22

         

332211

332211332211

2
3

2
21

22
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

mlmlmlX
lnlnlnXnmnmnmY

nnnZmmmY

lllXZYX

y

zz

zy

xzyx






 

 

 
Известно, что   12

3
2

2
2

1  lll  и т. д.,  

0332211  nmnmnm  и т. д. Следовательно,   
 

zyxzyx ZYXZYX   , 
 

т. е. сумма нормальных компонент напряжений является 
инвариантом, не меняющимся при изменении осей координат. 

  
Контрольные вопросы 
 
1. Что такое напряженное состояние упругого тела? 
2. Как преобразовывают компоненты напряжения к новым 

осям координат? 
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3.4. Тензор деформаций 
 
Рассмотрев напряжение в элементарной области, изучаем 

также деформацию в этой области, чтобы написать между ними 
соотношение, являющееся обобщением закона Гука. 

Рассмотренные случаи растяжения и сдвига характеризова-
лись постоянством относительной деформации (исключая кру-
чение) по всему деформируемому телу. Оно создавалось усло-
виями закрепления тела, правильной его формой, а также рав-
номерным распределением действующей силы, но в общем слу-
чае деформация меняется от точки к точке. Поэтому следует 
говорить  о деформации в данной точке, имея в виду изменение 
объема и формы элемента тела в окрестности этой точки. 

При этом ни векторные, ни скалярные величины не могут быть 
использованы в качестве меры деформированности элемента тела, 
для этого необходимы более сложные, тензорные величины.  

 Для этого рассматривается тело с первоначальной формой 
(рис. 3.9),  до и после деформации. Для математического описа-
ния этой деформации сопоставим каждой точке тела вектор 
смещения:   rrU 

 , 
где rи r  – радиус-векторы точки после и до ее деформа-

ции. Следовательно, при деформации  мы имеем дело с вектор-
ным полем  rU


, область которого совпадает с первоначальны-

ми размерами тела. Зная поле вектора смещения  rU


, можем 
полностью определить деформацию тела.  

 

 
 

Рис. 3.9. Вектор, характеризующий смещение при деформации. 
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Однако отдельно взятый для данной точки вектор смещения 
 rU


 характеризовать деформацию не сможет. Если и соседние 
точки рассматриваемого тела  сместятся на такую же величину U, 
то о деформации элемента тела речи нет, хотя  вектор смещения  
будет отличаться от нуля. Отсюда видно, что степень деформации 
в каждой точке тела определяется относительным изменением 
вектора смещения в ее окрестности. Поэтому характеристикой век-
торного поля  rU


 является его полная производная по векторно-

му аргументу, представляющая собой тензор 
r
U







 (производной). 

Итак, вектор смещения имеет проекции Ux, Uy, Uz, тогда 
тензор- производная имеет следующий вид: 

 

z
U

y
U

x
U

z
U

у
U

x
U

z
U

y
U

x
U

r
U

ZZZ

yУy

XXX



































.                          (3.13) 

 
Этот тензор не симметричен. Разложим его на симметрич-

ную и антисимметричную части: 
 

r
U







= Ŝˆ  , 

 
где   Â – антисимметричная часть тензора,  Ŝ – симметричная 
часть тензора. 

Антисимметричной части  тензора-производной можно со-
поставить  вектор  w , называемый ротором векторного поля, и 
его записываем следующим образом: 

   

 
k 

y 

U 

x 

U 
j 

x 

U 

z 

U i 
z 

U 

y 

U U rot x y z x y z  










 



















 
















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или   Urot


2
1

 , 

в данном случае ротор  является вектором кручения и со-
ставляет вихревую часть вектора смещения. 

Раскрываем симметричную часть тензора-производной Û 
 

z
U

z
U

y
U

z
U

x
U

y
U

z
U

y
U

y
U

x
U

x
U

z
U

x
U

y
U

x
U

U

ZyZXZ

ZyyXy

ZXyXX










































































































2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

ˆ   (3.14) 

 
Этот тензор  называется тензором деформации.  
 
Если ввести некоторые обозначения, тогда этот тензор име-

ет такой простой вид 
 

ZZZYZX

YZYYYX

XZXYXX

S




ˆ
 ,                                         (3.15) 

 

где  
 

x
U X

XX 


 ;     )(
2
1

x
U

y
U YX

YXXY 






  ;   

)(
2
1

x
U

z
U ZX

XZZX 






  ; 

y
UY

YY 


 ;      ZZ = 
z

U Z




;      YZ = ZY = )(
2
1

y
U

z
U ZY








. 
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Однако сумма диагональных элементов  тензора деформа-
ции позволяет определить относительное изменение объема при 
деформации.  Его называет дилатацией или дивергенцией век-
тора упругого перемещения 

 














z

U
y

U
x

UUdiv ZYX


 ZZYYXX  .    (3.16) 

 
Компоненты малой деформации. Величины  

 

xxe , yye , zze , yxxy ee  , zxxz ee  , zyyz ee   
 

называются компонентами малой деформации.  
Первые три компоненты определяют растяжение и сжатие, 

а остальные – сдвиги. 
Помимо деформаций тело подвергается простому враще-

нию вокруг трех осей. Вращение определяется углами 
 

z
U

y
U yz

x 







 , 
x

U
z

U zx
y 







 ,  
y

U
x

U xy
z 







 . (3.17) 

 
Скалярные и векторные потенциалы.  В общем случае 

поле смещений в окрестностях точки М состоит из двух частей 
– потенциальной и вихревой, поэтому его можно выразить с по-
мощью скалярного и векторного потенциалов 

 




rotgradU                                    (3.18) 
 

где  является скалярным потенциалом, с помощью которого 
определяются смещения параллельно осям координат 

 

wU
z

vU
y

uU
x ZYx 










  ,, . 

 

Векторная функция 


- векторным потенциалом поля 
смещений. 
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3.4.1. Обобщенный закон Гука 
 
Между компонентами тензора деформаций  и компонента-

ми тензора напряжений  существует связь, которая, в принципе, 
может быть установлена только экспериментальным путем. 
Опыт показывает, что для большинства материалов при умерен-
ных нагрузках связь между напряжениями и деформациями мо-
жет быть принята линейной. 

Как видно, этот закон  связывает относительное смещение с 
составляющими напряжений, а именно принимается линейная 
зависимость каждой из шести составляющих напряжений от ше-
сти составляющих деформаций. 

Следовательно: 
 

  
   
  
 

 
 

 
 

В обобщенном  законе Гука коэффициент пропорциональ-
ности называется модулем упругости,  ik –  модуль упругости 
среды, существует равенство модулей  ik=    кi – тогда число 
модулей сократится от 36 до 21. 

 
Контрольные вопросы 
 
1. Что такое малые перемещения и однородная деформация? 
2. Что называется вектором смещения? 
3. Как определяется поле вектора смещения? 
4. Как называется полная производная от вектора смеще-

ния по векторному аргументу? 
5. Какой смысл имеет разложение тензора –производной на 

симметрическую и антисимметрическую части? 
6. Дайте определение тензора деформаций и объясните фи-

зический смысл каждой из компонент деформации. 
7. Что такое вектор кручения? 

;222 161514131211 xyzxyzzzyyxxxx  
;222 262524232221 xyzxyzzzyyxxyy  
;222 363534333231 xyzxyzzzyyxxzz  
;222 464544434241 xyzxyzzzyyxxyz  
.222 666564636261 xyzxyzzzyyxxxy  
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8. Что  такое дилатация? 
9. Записать поле смещений через потенциалы. 
10. Что такое скалярный потенциал? 
11. Запишите обобщенный закон Гука. 
12. Что такое модуль упругости? 
 
3.5. Зависимость между упругими напряжениями и  
       деформациями 
 
3.5.1. Нормальные напряжения и элементы деформации 
 
Вырежем из упругого материала  прямоугольный паралле-

лепипед  со сторонами dzdydx ,, , соответственно параллельны-
ми осям координат. Координаты точки М пусть будут X,Y,Z. 

Подвергнем площадки параллелепипеда  попарно растяги-
вающим усилиям zzyyxx  ,,   или - 321 ,,  , действующим 
на соответствующие площадки в противоположные стороны 
(рис. 3.10) 

 

 
 

Рис. 3.10. Растяжение параллелепипеда 
 

Рассмотрим деформацию параллелепипеда  в направлении, 
параллельном оси X. Удлинение единицы длины в данном 

направлении равно -  

1  , но силы 32 ,   сокращают длины 

на величины -  

 2 и


3 , где Е – модуль Юнга,  – коэф-

фициент Пуассона. 
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Таким образом, полное относительное изменение длины 
ребер параллелепипеда определяется следующим выражением: 

 

  321
1




 . 

 
С другой стороны, удлинение ребра параллелепипеда  вы-

ражается и следующей формулой - dx
x
u

 , тогда удлинение еди-

ницы длины будет равно  - 
x
u



. 

Сравнивая эти выражения,  получим 
 

x
u



=   321
1




 .                      (3.19) 
 

Таким образом, находим следующие два соотношения: 
 

y
v



=   131
1




 , 

z
w



=   211
1




 . 

 

Сложив эти три формулы и принимая во внимание,  что 

x
u



+
y
v



+
z
w



= , 

получим 

    321321 21



  , или 

  321211



  . 

Отсюда находим  




21321 . 

Данное выражение позволяет произвести преобразование в 
(3.19) формуле, так как 
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132 21








, тогда   










21

1 1x
u

, 
 

Следовательно, зависимость между упругими напряжения-
ми и деформациями записываются следующим образом: 

 

     x
u















11211 ; 

     y
v















11212 ;              (3.20) 

     z
w















11213 . 

 
Эти формулы представляют собой окончательные выраже-

ния нормальных напряжений через элементы деформации. 
Французский ученый Ламе для характеристик упругих 

свойств веществ ввел коэффициенты , , связанные с модулем 
Юнга и коэффициентом Пуассона следующими соотношениями: 

 

  






121

,  




12

. 

 

В этом случае уравнения для нормальных напряжений при-
нимают следующий вид: 

 

x
u

xx 


  21 ; 

y
v

yy 


  22 : 

z
w

zz 


  23 .                        (3.21) 
 

Таким образом, коэффициенты Ламе являются величинами, 
связывающими компоненты упругого напряжения в какой либо 
точке твердого деформированного тела с компонентами дефор-
мации в этой же точке. 
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3.5.2. Касательные напряжения и элементы деформации 
 
Перейдем теперь к выяснению зависимости касательных 

напряжений от элементов деформации прямоугольного параллеле-
пипеда. Касательное напряжение, приложенное к основанию па-
раллелепипеда, вызывает сдвиговую деформацию. Мерой дефор-
мации сдвига является изменение углов на вершинах параллелепи-
педа, оно по закону Гука прямо пропорционально касательному 
напряжению, обратно пропорционально модулю сдвига, т. е. 

 

G


 .                                       (3.22) 

 
Модуль сдвига связана с коэффициентами Пуассона и Юн-

га следующим выражением: 
 



12

G . 

Кроме того, угол сдвига   можно обозначить через  xz , в 
том случае, если касательное напряжение параллельно оси Х. 
Тогда, учитывая эти преобразования закон Гука, записываем 
следующим образом: 

 

 















x
w

z
u

XZ 2
1

   или    
 

2
1

2
1


















 

x
w

z
u

. 

 
Из последнего выражения  можно определить зависимость 

между касательным напряжением и элементом деформации в 
таком виде: 

 

  


















x
w

z
u

12
1

2  , здесь  




12

1
, 

 
тогда окончательная группа формул имеет следующий вид: 

 

















y
w

z
v

1 ; 
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















x
w

z
u

2 ; 

















x
v

y
u

3 .                             (3.23) 

 

Сдвиг всегда сопровождается изменением формы тела, а 
коэффициент   называется модулем твердости. 

 
Контрольные вопросы: 
 
1. Что называется упругим напряжением? 
2. Какие виды деформации вызывают нормальные упругие 

напряжения? 
3. Какие виды деформации вызывают  касательные упругие 

напряжения? 
4. Как связаны коэффициенты Ламе с модулем Юнга и ко-

эффициентом Пуассона? 
 
3.6. Основные уравнения движения точек твердого тела 
 
Приступим к выводу основных уравнений движения для 

любой точки твердого тела, внутри которого действуют только 
упругие напряжения. 

Для этой цели возьмем около произвольной точки М внут-
ри тела с координатами X,Y, Z элементарный параллелепипед, 
стороны которого равны dx, dy, dz (рис. 3.10). Обозначим плот-
ность вещества в данной точке через  , масса этого параллеле-
пипеда –  ddxdydz  . 

Проекции перемещения точки М на оси координат обозна-
чим через wvu ,, , и они являются функциями координат точек 
и времени. 

Вторые производные от перемещений по времени 

2

2

2

2

2

2

,,
t
w

t
v

t
u










 представляют собой проекции ускорения дви-

жения точки М. 
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Согласно основной теореме механики, произведение массы 
элементарного параллелепипеда на ускорение должна равняться 
сумме проекции на ось Х-ов всех сил, действующих на данный 
параллелепипед. Таким образом, имеем 
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Подобные же условия можно написать и для других осей, 
и, сократив на d , получим 
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w ZYX  .             (3.24) 

 

Таковы уравнения движения точки М. Введем теперь в эти 
уравнения обозначения через N,T (нормальные и касательные 
напряжения) и получим 
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Внешние силы 111 ,, ZYX , обусловленные тяготением, малы 
по сравнению с напряжениями, действующими в данной точке. 
Исходя из этого,  данными силами можно пренебречь, т. е. 

0,, 111 ZYX . Далее преобразуем (3.25) уравнение, подставляя 
выражения N,T из предыдущей темы 
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Отсюда находим следующие производные: 
z
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они будут иметь такие выражения: 
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Подставив эти выражения в (3.25), получим 
 
















































zx
w

yx
v

x
u

z
u

y
u

x
u

xt
u 22

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2



= 












































z
w

y
v

x
u

xz
u

y
u

x
u

x
 2

2

2

2

2

2

=

 
x

u
x

u
x 











 . 
 

Сумму вторых производных по координате записывали че-
рез оператора Лапласа. Аналогично можно получить преобразо-
вания и для других уравнений, т. е. 
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Это и есть основные уравнения  движения любой точки 

твердого тела, внутри которого действуют только упругие 
напряжения. Эти три скалярных уравнения можно объединить в 
одно векторное уравнение следующим образом: 
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Данное уравнение называется обобщенным векторным 
волновым уравнением для однородной изотропной среды. 

 
Закон распространения волн сжатия и расширения. Для 

установления этого закона от первого уравнения берем произ-
водную по Х, от второго – по Y, от третьего – по Z  из системы 
уравнения (3.26) и сложим их 
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Отсюда окончательно имеем следующее уравнение: 
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.                              (3.27) 

В (3.27) уравнение входит только одна переменная                      
  – увеличение или уменьшение единицы объема. Предполо-
жив в этом уравнении constt  , будем знать, как распределя-
ются области сжатия и расширения материи во всем объеме 
твердого тела в определенный момент времени. 



Теория поля 
 

133 

Таким образом, если из какой-нибудь точки твердого тела 
исходит колебательное движение, то данное уравнение представ-
ляют собой закон распространения волн сжатия и расширения. 

Закон кручения элементов твердого тела. Для установ-
ления этого закона также воспользуемся (3.26) системой  урав-
нения, от третьего уравнения берем производную по Y, от вто-
рого – по Z и записываем  
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и вычислим разницу между третьим и вторым: 
 


































z
v

y
w

z
v

y
w

t
 2

2

 , 

 

введем новую переменную   2
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. 

Аналогично можно провести такую комбинацию и для дру-
гих составляющих, вследствие этого получим следующую си-
стему уравнения: 
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Данная система уравнений такого же типа, что (3.27). Но-
вые переменные, входящие в эти формулы,  представляют собой 
малые углы поворота или кручения элементов твердого тела, 
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непосредственно прилагающих к данной точке, около соответ-
ственных координатных осей. 

 
3.6.1. Решение волновых уравнений для плоской волны 
 
Деформации, которые появились в каком-нибудь месте 

упругой среды, будут распространяться с некоторой скоростью, 
зависящей от свойств среды. При этом частицы среды соверша-
ют колебательные движения около своих положений равнове-
сия, от одних участков среды к другим передается только упру-
гая деформация. Процесс распространения колебательного дви-
жения в среде называется волновым процессом или просто вол-
ной. Иногда эту волну называют упругой, потому что она обу-
словлена упругими свойствами среды. 

Геометрическое место точек, до которых в некоторый момент 
времени дошло колебание, называют фронтом волны. Геометри-
ческое место точек, которые колеблются в одинаковых фазах, 
называют волновой поверхностью. Очевидно, что фронт волны 
является частным случаем волновой поверхности. Форма фронта 
волны определяет типы волн. Чаще всего встречаются волны, ко-
торые имеют плоские, сферические или цилиндрические фронты. 

Волны, в которых частицы совершают колебания вдоль 
направления распространения колебаний, называют продоль-
ными; если же частицы совершают колебания, перпендикуляр-
ные направлению распространения колебаний, волны называ-
ются поперечными.  

Далее рассматриваем решение волновых уравнений (3.27 и 
3.28) для плоской волны.  

Продольная волна. Предположим, что направление распро-
странения упругих деформаций параллельно оси Х-ов, причем ве-
личина смещения u одинакова для всех точек, лежащих в одной 
той же плоскости, перпендикулярной оси Х- ов (рис. 3.10). 
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uwv , в этом случае бу-
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x
u



 . 
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Введем данные допущения в следующее уравнение движе-
ния любой точки твердого тела:  
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тогда получим 
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.     (3.29) 

 

Данное дифференциальное уравнение второго порядка 
имеет следующее решение: 

 

 txu p  1 ,                              (3.30) 
 

где 1  – произвольная функция,  




2

p – скорость рас-

пространения волн сжатия и растяжения.  
Таким образом, этот тип деформаций соответствует про-

дольным движениям, совпадающим по направлению с направ-
лением распространения данных упругих деформаций. Такие 
движения и колебания называются продольными, а соответ-
ствующие волы – продольными. 

 Поперечная волна. Предположим теперь, что все точки, ле-
жащие в одной и той же плоскости, перпендикулярной к оси Х-ов, 
перемещаются параллельно оси Z на одну и ту же величину w.  

Тогда 
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так как w – const в рассматриваемой плоскости. 
 В этом случае 
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т. е. соответствующая деформация не сопровождается рас-
ширением или сжатием материи, а происходит лишь сдвиг слоев 
одних относительно других параллельно оси Z. 

В этом случае смещение отдельных точек твердого тела 
происходит в направлении, перпендикулярном к направлению 
распространения данного типа упругих деформаций. 

Величина смещения w изменяется, однако в зависимости от 

координаты Х, так как 0



x
w

, не равно нулю. 

Для исследования данного типа деформации воспользуемся 
следующим уравнением: 
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Из данного уравнения находим следующие выражения: 
 

2

2

x
ww




 ,  так как 0,0 







z
w

y
w

, также 0,0 


z

, 

 

тогда уравнение движения точки твердого тела имеет сле-
дующий вид: 
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.                  (3.31) 

 

Так как вид полученного уравнения такой же, как (3.29), то 
интеграл или решение этого уравнения  будет такого же вида:  

 
 txw s  2 ,                                  (3.32) 

где 2 – произвольная функция, а 



 s  – скорость распро-

странения волн сдвига. Так как в этом случае направление коле-
бания частиц перпендикулярно к направлению распространения 
данной упругой деформации, но такие колебания называются 
поперечными, а соответствующие волны – поперечными. 
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Таким образом, в каждом твердом теле могут возникать и 
распространяться и притом совершенно независимо друг от друга 
два различных типа колебаний, а именно продольные колебания,  
т. е. волны сжатия и расширения, и поперечные или волны сдвига. 

Начальные и граничные условия. Произвольные функции  
1 , 2  определяются из начальных и граничных условий задачи.  

Для определения начальных условий необходимы: 
1. Значения  для различных точек твердого тела  в мо-

мент 0t . 

2. Значения 
t


 для различных точек твердого тела  в мо-

мент 0t . 
3.  Значение   в начале координат для любого момента 

времени (так как начало координат  является той точкой, в кото-
рой находится источник деформации). 

Перечисленные начальные условия приемлемы в случае 
безграничной, идеально упругой, изотропной среды. 

Если же среда состоит из ряда идеально упругих изотроп-
ных слоев, то кроме начальных условий должны быть также за-
даны граничные условия:  

1. По обе стороны от границы нормальные и касатель-
ные напряжения равны между собой. 

2. По обе стороны границы составляющие смещения 
при переходе через границу изменяются непрерывно. 

Пример. Предположим, что имеем одну горизонтальную 
границу R, разделяющую пространство на две области 21,QQ , 
тогда нормальные и касательные напряжения на этой границе 
записываются следующим образом: 

 

z
w



  23 , 















x
w

z
u

2 , 















z
v

y
w1 . 

 

Первое граничное условие имеет вид 
 

R
z
w 12 111 


  R
z
w 2222 


   ; 
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














Rx
w

z
u

1
1

Rx
w

z
u

2
2 













 ; 
















Rz
v

y
w

1
1

Rz
v

y
w

2
2 













 . 

 

Второе граничное условие записывается следующим образом: 
 

RR uu 21  ; 

RR vv 21  ; 

RR ww 21  . 
 

Рассмотренные граничные условия относятся к случаю, ко-
гда граница R разделяет две среды, в которых имеют различные 
значения все упругие постоянные или некоторые из них.  

Границы различаются между собой по степени резкости 
изменения свойств среды по обе стороны от нее. Если при пере-
сечении границы параметры изменяются скачком, то такая гра-
ница называется резкой или границей разрыва первого порядка. 

В средах с непрерывным изменением упругих свойств мо-
гут существовать границы, на которых теряют разрыв произ-
водные от этих функций. При разрыве непрерывности первой 
производной соответствующая граница называется границей 
разрыва второго порядка. 

При разрыве непрерывности второй производной соответству-
ющая граница называется границей разрыва третьего порядка. 

Все эти границы могут быть объединены названием нерезкие. 
 
3.6.2. Уравнение движения плоской волны и его   
          общее решение 
 
Рассмотрим случай продольных колебаний, распространя-

ющихся параллельно оси  Х-ов  и  возьмем точку М на данной 
оси на расстоянии Х от центра возмущения 0. Мысленно выре-
жем около точки М малый элементарный объем, общая масса 
которого будет m. По условию точка М может перемещаться 
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только вдоль оси Х, и когда u = 0, элемент находится в состоя-
нии устойчивого равновесия. Когда М переместится в 1 , то от 
реакции окружающей среды возникнет некоторая сила Р, 
направленная от 1  в сторону к М, и стремящаяся вернуть ча-
стицу в прежнее ее положение равновесия М. Сила всегда 
направлена в сторону, противоположную смещению u . В этом 
случае Р есть некоторая функция от u , т. е. 

 

 uf . 
 

Так как ставим условие о том, что предел упругости не 
пройден, то u  есть малая величина, поэтому функцию можем 
разложить в ряд Маклорена следующим образом: 

 

       0
!

....0
1

0 1 n
n

f
n
ufufuf  , 

 

при u = 0  и Р = 0, то     1
1 0,00 Cff  . 

 Ввиду малости u можно пренебречь членами, содержащи-
ми u в квадрате  и высших степенях и тогда 

 

  uCuf 1 . 
 

Таким образом,  сила возрастает пропорционально смещению. 
Вторая производная от смещения по времени является уско-

рением массы m - 2

2

t
u




 . Таким образом, на основании основной 

теоремы динамики получаем уравнения движения точки М 
 

uC
t
um 12

2





.                                   (3.33) 

Введем следующее обозначения -  
m
C12  , тогда (3.33) 

уравнение имеет следующий вид: 
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02
2

2



 u

t
u

 .                                 (3.34) 
 

Это и есть дифференциальное уравнение движения точки. 
Для него можно записать два частных решения: 

 

t
t
ut

t
utu  sin,cos,sin 2

2
1

2
1

1 







 , 

t
t
ut

t
utu  cos,sin,cos 2

2
2

2
2

2 







 , 
 

здесь А и В – произвольные постоянные. 
Так как (3.34) уравнение линейное, то сумма этих частных 

решений будет также линейной. Таким образом, общее решение 
имеет следующий вид: 

 

ttu  cossin  .                           (3.35) 
 

Преобразуем данное решение, и оно приобретет следую-
щий вид 

 

  


















 ttu  cossin

2222

22 .   (3.36) 

 

Введем следующие обозначения: 
 

 sin,cos,
2222

22 








 a , 

так как 1cossin 22   . 
Подставляя эти выражения в уравнение (3.35), получаем 

 
     tattau sincossinsincos .      (3.37) 

 

Из данного уравнения следует, что  u  есть периодическая 
функция времени и изменяется согласно закону гармонических 
колебаний.  
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Здесь ,a определяются начальными условиями движения. 
a  – амплитудой колебаний,   – начальной фазой, соответству-
ющей 0t ,  t - фазой движения. 

Охарактеризовать функции 21 , , входящие в решение 
волновых уравнений. Если взять другую точку 1M  с координа-
той 1x , то определенная фаза движения точки М, имеющая ме-
сто в момент t , придет в 1M  в момент 

 

p

xxt



 1 . 

 

Следовательно, отклонение 1u точки 1M  от своего положе-
ния равновесия в момент времени t  будет такое же, как откло-
нение точки М, но только в момент  

 

p

xxt



 1 . 

 

Итак, для движения  точки 1M  в момент времени t  полу-
чим следующее уравнение: 

 
























 



T

xxt
au p

1

1 2sin     или, заменяя 
























 



T

xx
t

au p

0

1 2sin , получим 











 







T
x

T
x

T
tau

pp

0
1 222sin              (3.38) 
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Введем следующее обозначение 









 1

02 



T

x

p

.  

Тогда (3.38) решение имеет следующий вид: 
 






















 11

2sin 




p

xt
T

au или 

  









 11

2sin 

 txau p
p

.                (3.39) 

 

Данное решение позволяет раскрыть функцию 1 , так как  
 

 txu p  1 . 
 

Совершенно аналогичные рассуждения можно применить к 
случаю поперечных колебаний. Для поперечного смещения w  
произвольной точки М будем иметь 

 




















 11

2sin 




s

xt
T

bw . 

 

Контрольные вопросы 
 
1) На чем основан вывод уравнения движения точек твер-

дого тела? 
2) Какие условия равновесия элементарного параллелепипеда? 
3) Что называется внешними силами? 
4) Что такой оператор Лапласа и чем отличается он от опе-

ратора Гамильтона? 
5)  Как записывается однородное волновое уравнение для 

волн сжатия и растяжения? 
 6)  Как записывается однородное волновое уравнение для 

сдвиговой деформации? 
7) Что называется плоской волной? 
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8. Каким образом выводится волновое уравнение для 
продольной волны? 

9. Как записывается волновое уравнение поперечных 
смещений? 

10. Что такое волновые уравнения? 
11. Что представляет собой истолкование решений волно-

вых уравнений? 
12. Начальные и граничные условия при решении волно-

вых уравнений. 
13. Объясните  выводы уравнения  движения точки. 
14. Что является общим решением уравнения движения 

точки? 
 
Контрольные задачи по разделу 
 
Тензорные поля деформаций и упругих напряжений 
 
а) Квадратная призма сечением 10 см2 и высотой 5 см сжи-

мается с силой 109 дин. Определить относительное и абсолют-
ное сжатия, относительное изменение объема, если модуль Юн-
га равен 1012 дин/см2, коэффициент Пуассона – 0,26. 

Ответ: 444 10*5,0|,10*5,10/   VVсм . 
 
б) Определить нормальное и касательное напряжения в се-

чении призмы, используя условия предыдущей задачи, если 
нормаль к сечению образует с высотой угол 300. 

Ответ: Рn = 7,5 *107 дин/см2; Рt  = 4,3*107дин/см2. 
 
в) Для некоторого сорта гранита можно принять, что мо-

дуль Юнга Е = 4*1011дин/см, коэффициент Пуассона  = 0,25, 
плотность   = 2,7 г/см3.  Вычислить скорость распространения 
продольных и поперечных волн в породе. 

Ответ: P = 4020 м/с, S = 2440 м/с. 
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г) Определить относительный сдвиг, возникающий при 
скалывающих напряжениях 109 дин/см2, если модуль сдвига ра-
вен 4*1011 дин/см2. 

Ответ:  = 2,5*10-3 рад. 
 
д) Расписать вихревую часть вектора смещения  rU 

. 
е) Опишите факторы, от которых зависит скорость распро-

странения упругих волн. Приведите примеры. 
Ответ: Наименьшими скоростями ( ) обладают рыхлые 

сухие пески (0,5 - 1 км/с), нефть (~1,2 км/с), вода (~1,5 км/с), 
глины (1,3–3 км/с), уголь (1,8–3,5 км/с). Большие скорости      
(3–6 км/с) у скальных осадочных пород (известняки, мрамор, 
доломит, соль и др.). Самые большие (4–7 км/с) – у извержен-
ных и метаморфических пород. 
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4. ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛОВ 
 
4.1. Виды потенциалов притяжения 
 
4.1.1. Потенциал притяжения точечной массы 
 
Пусть задана область пространства V, ограниченная замкну-

той поверхностью S. Точку с координатами х0, у0, z0  в области        
V  обозначим через М. Будем считать, что точка М принадлежит 
массам и является центром притяжения, назовем ее притягиваю-
щей. Любая другая точка Р с координатами х, у, z, подвергается 
действию сил, тогда она является притягиваемой. Точка Р может 
находиться внутри поверхности, на ней или вне области (рис.4.1). 

 

 
 

Рис. 4.1.  Точечная масса m в точке М 
 
Направленный отрезок, соединяющий точки М и  Р, назы-

вается радиус- вектором. За положительное направление ради-
ус-вектора r принимается направление  от точки М  к точке Р, 
тогда величина радиус-вектора  определяется выражением  

 

     20
2

0
2

0 zzyyxxr  , 

     kzzjyyixxr


000  . 
 

Сила притяжения рассматривается как вектор, приложен-
ный к точке P и направленный к точке М. Следовательно, сила 
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притяжения и радиус-вектор лежат на одной прямой, но имеют 
противоположные направления.  

Косинусы углов между направлениями силы притяже-
ния и координатных осей называются  направляющими ко-
синусами, и они определяются следующими выражениями: 

 

.cos,cos,cos 000

r
zz

r
yy

r
xx 







   

 

Если в точке М находится частица с массой m, а в точке     
Р – единичная масса, тогда на точку Р по закону Ньютона дей-
ствует сила, численно равная  

 
2| rGmF  .                                      (4.1) 

 

Знак минус учитывает, что, F


 и r  направлены по одной 
линии, но в противоположные стороны.  

Силовое поле – потенциальное, следовательно, вектор это-
го поля определяется как градиент от скалярной функции, т. е.  

 

gradVF 


.                                        (4.2) 
 

Скалярную функцию V называем скалярным потенциа-
лом поля или потенциалом притяжения.  

 Проекции этих векторов между собой равны, а именно 
 

z
VF

y
VF

x
VF ZYX 











 ,, . 

 

Отсюда исходим, что потенциал поля определяется через 
проекции силы притяжения 

 

dzFdyFdxFV ZYX  .                         (4.3) 
 

Данная формула приведет к определению проекции F


 
(4.1) по осям координат: 

3
00

2)cos(),cos(
r

xxGm
r

xx
r

GmxrFхFFFX





  
, 
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 тогда 

3
0

r
yyGmFy


 , 

3
0

r
zzGmFZ


 . 

 

Подставляя эти выражения в формулу (4.3) и проинтегри-
ровав ее, получим потенциал притяжения точечной массы  

 

 
r

GmV  .                                     (4.4) 
 

Исходя из этого (4.4) выражения, приходим к выводу, что 
потенциалом притяжения  точечной массы является функ-
ция, обратно пропорциональная расстоянию r.  

Этот потенциал соответствует векторному полю 

r
r

r
mGF


2 . 

Отметим некоторые свойства потенциала точечной массы: 
1) Функция  V  конечна, непрерывна и однозначна во 

всем пространстве, за исключением точки М, в которой она об-
ращается в бесконечность. 

2) Частные производные любого порядка  от функции 
 V  по координатам точки Р также функции конечные, непре-

рывные, однозначные, за исключением точки М, в которой они 
обращаются в бесконечность. 

3)  Когда точка  , функция  V  и любая частная 
производная от нее стремятся к нулю. 

4)  Во всем пространстве, за исключением точки М, фун-
кция V удовлетворяет уравнению Лапласа: 

 













2

2

2

2

2

2

z
V

y
V

x
V

0. 
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4.1.2. Потенциал притяжения системы точечных масс 
 
Задано некоторое конечное число к точек M1… Mk с заклю-

ченными в них массами m1, m2 …m k (рис. 4.2). Пусть также r1 
r2… rk  –  расстояния от некоторой фиксированной точки Р. В 
точке Р заключена единичная масса. Тогда по закону Ньютона 
от точки i  на точку Р действуют силы  F1, F2, …Fk.                             

 

 
 

Рис. 4.2. Точки i и расстояния между ними и точкой Р 
 

По правилу сложения сходящих сил равнодействующая 
этих сил численно  равна 

 

  



л

i
iFPF

1
, где  2

i

i
i r

mGF  . 
 

На основании данного равенства следует отметить, что проек-
ции силы притяжения ( zyx FFF ,, ) по координатным осям также 
определяются суммированием, и каждый составляющий является 
частным производным по координатам zyx ,,  от функции, которой 
является потенциалом силы притяжения точечной массы ( iV ). 

Тогда  функцию   V  можно рассматривать   как сумму 
потенциалов притяжения всех точечных масс данной  мате-
риальной системы:  

i

i
I

K

I
I r

GmVVV 


;
1

.                               (4.5) 
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Приведенные формулы выражают принцип суперпозиции 
полей отдельных источников, заключающийся в наложении по-
лей без их взаимного влияния друг на друга.  

Потенциал, выраженный формулой (4.5), определяет по-
тенциал притяжения системы точечных масс и обладает всеми 
перечисленными свойствами потенциала притяжения точечной 
массы. Следует отметить, что из области действия силы F и ее 
потенциала исключить не одну точку М, а все точки iM . Во 
всех этих точках функции F , zyx FFF ,,  и iV  обращаются в бес-
конечность, и поэтому рассмотренные свойства действуют во 
всех точках  пространства, кроме точки iM . 

 
4.1.3. Потенциал притяжения объемных масс 
 
Рассмотрим случай,  когда притягивающая система состоит из 

бесконечного множества материальных точек, т. е. представляет 
собой непрерывно протяженное материальное тело (рис. 4.3). 

 

 
 

Рис. 4.3. Элемент объема и точка М объемного тела 
 

Пусть внутри области V находится сплошное распределение 
масс. Плотность масс  меняется от точки к точке, т. е. является 
функцией координат точки, обозначим ее через  σ. Тогда масса, 
заключенная в объеме dV, определяется выражением  dm = σ dV. 

Принимая элемент объема за материальную точку, совпа-
дающую с точкой М, обладающей массой dm, получим потенци-
ал притяжение элементарного объема: 

 

r
dmGdV  . 
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Заменив каждый элемент объема материальной точкой, по-
лучим систему неподвижных материальных точек. Потенциал 
системы точечных масс равен сумме потенциалов составляю-
щих масс, поэтому суммированием или интегрированием по-
следнего выражения  определяем  потенциал притяжения объ-
емных масс следующей формулой: 

 

   



r

dG
r

dmGPV ,                            (4.6) 

 

при постоянной плотности формула имеет следующий вид: 
 

  
r

dVGPV  . 
 

Зная выражения потенциала и исходя из равенства (4.2) по-
лучим силу притяжения объемной массы и ее проекций: 

 


V

dv
r
rGgradVF 3 , 































dv
r

zzGF

dv
r

yyGF

dv
r

xxGF

V
z

V
y

V
x

3
0

3
0

3
0







. 

 

Основные свойства потенциалов притяжения объемных 
масс: 

1) Потенциал притяжения объемных масс никогда не обра-
щается в бесконечность, даже тогда, когда точка Р лежит внутри 
области V,  и это главное отличие его от потенциала точечной 
массы. 

2) Потенциал притяжения объемных масс для всех точек 
пространства, расположенных вне области V удовлетворяет 
уравнению Лапласа: 0V . 
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3) Во всех внутренних точках объема V потенциал притя-
жения объемных масс  удовлетворяют уравнению Пуассона: 

GV 4 . 
4) Потенциал притяжения объемного тела является регу-

лярной функцией на бесконечности, т.е.   GmrV
r




lim . 

5) Любое объемное тело, когда точка Р достаточно удалена 
от него, притягивает ее к себе совершенно так же, как матери-
альная точка М с массой т, удаленная от точки Р на расстояние 
r. При этом точку М можно поместить в центр массы тела. 

6) В любой ограниченной области, расположенной вне при-
тягивающих масс, потенциал притяжения объемных  масс не 
может иметь ни максимума и ни минимума. Максимальные и 
минимальные значения потенциала может иметь  место только 
на границе этой области, т.е. на ее поверхности S. 

 
4.1.4. Потенциал притяжения простого слоя 
 
Допустим, что действующие массы сосредоточены на по-

верхности S (она может быть замкнутой или незамкнутой) в ви-
де слоя незначительной толщины h. Пусть dS – элемент поверх-
ности слоя (рис. 4.4). В случае, когда толщина слоя бесконечно 
уменьшается,   существует предел  

 

 
0

lim



h

h  . 

 

Величина   – плотность масс, конденсированных на по-
верхности S, называется поверхностной плотностью распре-
деления масс.  Она непрерывная и конечная функция координат 
точки М на данной поверхности. 

 

 

Рис. 4.4. Простой слой 
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Если к такому слою можно применить формулу потенциала 
притяжения объемной массы и при заданных условиях объемный ин-
теграл превратится в интеграл по поверхности, окончательно получим 

 
r

dSG
r

dS
h

h
G

h
r

dGPV
sSv




  














0

lim

0

lim .  (4.7) 

 

Эта функция носит название потенциал притяжения про-
стого слоя, лежащего на поверхности S.  Она позволяет опреде-
лить величину  силы притяжения от простого слоя: 

 


S

dS
r
rGgradVF 3 . 

 

Отсюда для определения проекций силы притяжения  по-
лучим равенства 

 

k
dz
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dx
dVi

dx
dVgradVF
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

. 

 

Первые производные потенциала, которые определяют проек-
ции силы притяжения претерпевают разрыв непрерывности при про-
хождении точки Р через поверхность S. Величина скачка  значения 
функции по направлению нормали к поверхности равна  G4  . 

Выражение потенциала притяжения простого слоя широко 
применяется в гравиразведке при определении силы тяжести от 
различных материальных полос.  
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4.1.5. Потенциал притяжения линейных масс 
 
Если задано тело, двумя размерами которого можно прене-

бречь по сравнению с третьим, массу такого тела можно считать 
линейной, т. е. распределенной вдоль какой-то линии L. В этом 
случае, где dl – элемент дуги (линии), плотность масс  , она  
называется линейной плотностью тела. В этом случае эле-
мент поверхности ddldS  , где d толщина тела (рис. 4.5). 

 

 
 

Рис. 4.5. Линейные массы 
 

В пределе, когда 0d , плотность масс, распределенных 
на поверхности, будет стремиться к бесконечности, но примем, 
что существует предел равный линейной плотности тела 

 

 
0

lim



d

d 
. 

 

Для заданных таким образом масс  из выражения потенциала 
притяжения для простого слоя  получим  интеграл по длине линии 

 

 
r
dlG

r
dl

d
d

G

d
r

dSGPV
llS




  



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



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0

lim

0

lim .        (4.8) 

 

Полученное выражение (4.8) является выражением потен-
циала притяжения линейных масс, лежащих на бесконечно тон-
кой линии. При этом сила притяжения 

 

k
dz
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dx
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dx
dVgradVF
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а для проекции силы притяжения получим следующие выражения: 
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Или в векторной форме сила притяжения имеет следующий 
вид:  

dl
r
rGF

r
 3


 . 

 
4.1.6. Потенциал диполя 
  
Закон Кулона. В качестве магнитных масс рассматривают-

ся намагниченные тела. Взаимодействие между двумя изолиро-
ванными элементарными магнитными массами m1  и m2  или за-
ряженными частицами в однородной изотропной среде проис-
ходит согласно закону Кулона  

 

2

21

r
mmF


 . 

 

r – расстояние между точками, в которых заключены массы 
или заряды,  – диэлектрическая проницаемость среды. Примем 
m1 = m – находится в точке М, а m2= 1 –  в точке P(x,y,z). Тогда 
для этих масс при   1 закон Кулона  примет вид                   

 

2r
mF  .                                       (4.9) 

 

Эта сила, с которой масса m  действует на единичную мас-
су, помещенную в точку P,  характеризует напряженность поля. 
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В отличие от гравитационных масс, которые в природе все-
гда имеют один знак, магнитные массы не бывают одного знака 
– любой величине положительной массы соответствует такая же 
величина отрицательной массы. Только если один из полюсов 
магнита находится в бесконечности, то можно считать, что дей-
ствует магнитная масса одного знака. В качестве источников 
магнитного поля нас интересуют намагниченные тела. 

Под действием магнитного поля Земли горные породы 
намагничиваются в различной степени. Степень намагниченно-
сти зависит от магнитной восприимчивости пород. Магнитное 
поле  от таких намагниченных тел рассматривается как поле 
элементарных магнитных диполей. 

Магнитный диполь – совокупность двух равных по вели-
чине фиктивных магнитных зарядов противоположного знака, 
находящихся на некотором расстоянии друг от друга. В действи-
тельности магнитных зарядов не существует, однако магнитное 
поле замкнутых токов на больших от них расстояниях оказывает-
ся таким же, как если бы оно было создано магнитным диполем.  

 

 
 

Рис. 4.6.  Магнитный диполь 
   
Пусть заданы две точки М1 и М2, в которых расположены 

равные по величине, противоположные по знаку массы m и – m 
(рис. 4.6). 

Линию, соединяющую эти точки, обозначим  через   и 
назовем осью диполя.  

За положительное направление линии 


 берем направление 
от отрицательной массы к положительной.  
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Расстояние между двумя точками М1М2  обозначим через  d 
и назовем длиной диполя. 

Точка М делит расстояние М1М2   пополам, ее называем 
центром диполя. 

Массы m  и   - m  являются  полюсами диполя. 
Плоскость, перпендикулярная к линии    и проходящая че-

рез точку М, называется экваториальной плоскостью. 
Рассмотрим точку Р с координатами (x, y, z). Расстояние от 

точки М1  до точки Р обозначим  через  r1, от М2  до Р  – через r2 , 
от М до Р через r. 

Требуется найти потенциал U от двух точечных масс в точке Р.  
Применяя формулу потенциала  от системы точечных масс, 

находим  
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2121
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r
mPU   .                   (4.10) 

 

Разделив и умножив правую часть этого равенства на длину 
диполя d,  получим 

 

  d
rrmdPU 21

11 
  . 

В пределе, когда 0d , выражение 
d

rr 21

11 
 дает зна-

чение производной функции 1/r по направлению  ; так как d 
лежит на оси диполя   .  
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преобразуя данную производную, получим следующее выражение:  
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  – угол между r и  . Подставив полученное выражение  
во (4.10) формулу, учитывая    



md
d
lim

0
, получим выражение 

потенциала диполя 
 

   cos1
2r

PU  .                                 (4.11) 
 

Величина ν  называется моментом диполя, в общем слу-
чае 


- вектор,  

 1
0

lim 
 md

d
    где 1  – единичный вектор, имеющий нап-

равление  .  
Магнитный момент диполя 


 направлен всегда в сторону по-

ложительной массы, абсолютная величина момента диполя равна 
произведению массы положительного полюса  на длину диполя, т. е. 

 

md


. 

 

Окончательную формулу  в векторной форме можно пере-

писать в таком  виде. Так как 

















r
grad

r
11


, тогда 

 

  















r
gradPU 1




.                            (4.12) 

 
Итак, потенциал диполя убывает обратно пропорцио-

нально квадрату расстояния r , зависит от угла отклонения  
радиус-вектора r от направления момента диполя. 

 
4.1.7. Потенциал объемного намагниченного тела 

 
Сплошное намагниченное тело рассматривается в виде  

большого количества  магнитных диполей  с упорядочено рас-
положенными  магнитными осями. 



Омирсериков М. Ш., Исаева Л. Д.  
 

158 

Если вектор намагниченности j


, то магнитный момент 
элементарного объема  dv , т. е. магнитного диполя, определяет-
ся выражение dVjd 


 .  

Тогда потенциал, созданный элементарным объемом dv , 
рассматривается как потенциал диполя и имеет вид (если учесть 
(4.12) выражение)  

 

dv
r

gradjdU 















1
. 

 

Проинтегрировав обе стороны данного равенства (выраже-
ния), получим выражение для определения потенциала объем-
ного намагниченного тела 

 

   















v

dv
r

gradjPU 1
.                     (4.13) 

 

В скалярной форме этот потенциал  записывается следую-
щим образом: 

 

  dv
r

jdv
rl

jPU
vv
 











 2

cos1 
 .                 (4.14) 

 
Установим связь между значениями гравитационного и маг-

нитного потенциалов, соответствующими одному и тому же ано-
мальному телу. Рассмотрим случай однородно намагниченного 
тела, когда вектор j


имеет постоянную величину и направление по 

всему телу. Для этого случая из равенства (4.14) получим 
 

   














vv r

dv
l

jdv
rl

jPU 1
. 

 
Полагая тело однородным по плотности  , после умноже-

ния и деления правой части на величину G  найдем 
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 
l
V

G
j

r
dVG

lG
jPU

v 














  



, 

 

где   
V r

dvGPV    является гравитационным потенциалом 

притяжения объемных масс. 
Как видно из последнего выражения, магнитный потенциал 

однородного по плотности и однородно намагниченного тела равен 
произведению Gj   на производную гравитационного потенциала 
тела, полученную по направлению вектора намагниченности. 

Полученным равенстом можно пользоваться при решении 
различных геологических задач магниторазведки, так как оно 
позволяет находить магнитный потенциал однородно намагни-
ченного тела, если известен его гравитационный потенциал (при 
постоянной плотности тела). 

 
4.1.8 . Потенциал притяжения двойного слоя 
 
При определении потенциала двойного слоя гравитацион-

ные массы  рассматриваются как положительными, так  и отри-
цательными знаками. Сначала рассмотрим определение двойно-
го слоя (рис. 4.7). 

 

 
 

Рис. 4.7. Двойной слой 
 

Задана некоторая поверхность S, другие поверхности S1 и S2 

расположены с обеих сторон от нее на равных расстояниях, отсчи-
тываемых по нормали n  к ней.  Каждой точке М поверхности  S на 
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поверхностях  S1 и S2  будут соответствовать точки М1 и М2 , находя-
щиеся на одной нормали n с точкой М. Расстояние М1М2  обозначим 
через d, точка М делит его пополам. На поверхности S1 и S2 распо-
ложены массы с плотностями μ1 и μ2, причем  μ1 = μ, μ2 =- μ. Такая 
совокупность поверхностных масс, распределенных на S1 и S2  пре-
делах при 0d , представляет собой так называемый двойной 
слой. Расстояние d   называется толщиной двойного слоя. 

 Расстояние  от точки Р до точки М1 , М , М2 обозначим со-
ответственно r1,  r2,  r. За положительное направление нормали 
примем направление  от отрицательных масс к положительным. 
В точках М1  и М2  возьмем две элементарные поверхности dS1 и 
dS2, являющиеся проекциями элемента dS, соответственно эле-
ментарные массы в точках М1  и М2 будут определяться выраже-
ниями: dm1= dS1 = μdS;    dm2= -dS2 =- μdS.        

Тогда элементы двойного слоя с центром в точке М  обра-
зуют диполь.  

Момент такого диполя  определяется следующим пределом:  
 

    dSdSdmd d
dd

  


limlim
00

, 

 
где   d

d




  lim
0

 – плотность двойного слоя, иногда называют 
моментом или мощностью двойного слоя S. β непрерывна во 
всех точках  поверхности  S. 

Значение потенциала от рассматриваемого диполя обозна-
чим через dV, его можно найти из (4.13) или (4.13) формул, за-
меняя ν на βdS,   на n, U  на V и умножая ее G  на гравитацион-
ную постоянную  

 

 dSnr
r

GdV ,cos1
2 .                        (4.15) 

 

Выражение потенциала от двойного слоя получим как сум-
му потенциалов диполей dV по всей поверхности S  

 

 dSnr
r

GV
S

,cos1
2 .                        (4.16) 
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  Это есть потенциал притяжения двойного слоя. При 
постоянной плотности  (β = const) его называют однородным 
двойным слоем.  

Потенциал притяжения двойного слоя удовлетворяет урав-
нению  Лапласа, если Р не лежит на поверхности S, т. е. 

 













2

2

2

2

2

2

z
V

y
V

x
V

0. 

 

Подробно рассматриваем функцию, входящую в формулу 
(4.16) 

 

  cos1,cos11
22 r

nr
rrn












, 

 

где   – угол между направлениями r  и n . Данная функция 
имеет простую геометрическую интерпретацию. 

Допустим, мы имеем конус с вершиной  в точке Р. Площадь 
части поверхности, вырезаемой данным конусом на сфере 1S  
радиусом r , проведенной с центром в точке Р, обозначим через 

1S . Тогда телесный угол, или угол зрения, под которым из 
вершины конуса виден контур сечения 1S , будет определяться 
отношением площади 1S  к квадрату радиуса сферы r , т. 

е.выражением 2
1

r
S

 . 

Для определения элемента телесного угла получим  формулу 

2
1

r
dS

d  . 

Предположим теперь, что элемент площади 1dS  не при-
надлежит указанной  сфере, а является элементом произвольной 
поверхности S . Тогда 1dS  можно определить через dS   

 

cos1 dSdS  , 
 

где   – угол между направлениями 1S  и S .  
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Рис. 4.8. Телесный угол видимости поверхности dS  из точки Р 
 
Нормалью к поверхности 1S  является r , то   – угол меж-

ду направлениями r  и n  к поверхности S . Поэтому элемент 
рассматриваемого телесного угла определяется следующим вы-
ражением: 

 

2

cos
r

dSd   . 

 
Проинтегрировав обе части этого выражения, получим 

полный телесный угол по поверхности S : 
 

 











S S

dS
r

dS
rn

 cos11
2 . 

 
Эта интегральная форма записи телесного угла, а получен-

ный интеграл с обратным знаком называется интегралом Гаус-
са. Следует отметить, что если поверхность S  незамкнутая, те-
лесный угол не будет зависеть от формы поверхности. 

 
Контрольные вопросы: 
 
1. Как меняется потенциал притяжения точечной массы с 

расстоянием? 
2 . Какой вид имеет выражение для потенциала притяже-

ния системы материальных точек? 
3. Вид выражения потенциала притяжения объемных масс, 

их свойства. 
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4. Вид выражения потенциала притяжения  линейных и по-
верхностных масс. 

5. Взаимосвязь потенциала притяжения с проекциями силы 
притяжения. 

6.  Что такое элементарный диполь? 
7.  Потенциал притяжения диполя. 
8.  Потенциал объемного намагниченного тела. 
 9. Что такое двойной слой ? 
10. Как определяется потенциал притяжения двойного слоя? 
11. Как опаределяется момент двойного слоя? 
12. Чем отличается потенциал двойного слоя от потенциала 

простого слоя? 
13. Как можно определить потенциал двойного слоя через 

телесный угол? 
14. Терпит ли разрыв потенциал двойного слоя при перехо-

де из внутренней области во внешнюю? 
15. Какой вид имеет уравнение Пуассона для связи между 

гравитационным и магнитным потенциалами? 
16. Какие признаки принадлежности гравитационной и 

магнитной аномалий к одному и тому же телу существуют? 
 
4.2. Логарифмические потенциалы 
 
4.2.1. Логарифмический потенцил притяжения  
          линейных масс 
 
Рассматриваем частный случай формулы потенцила притя-

жения линейных масс                 
 

  
L

dl
r

GPV 1 ,                             (4.17) 

 
где L – прямая с постоянной линейной плотностью λ, залегаю-
щая на глубине 0z  и проходящая под началом координат парал-

лельно оси у (рис. 4.9). Элемент дуги d l = dy рассмотрим в точ-
ке М (о,у,z0) на линии L. 
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Определяем потенциал для точки Р(х,о,о), находящейся на 
оси х. Расстояние между точками Р М определяется радиус-
вектором r  

 
2

0
22 zyxr  . 

 

 
 

Рис. 4.9. Однородные массы, расположенные на горизонтальной  
прямой линии 

                                 

Тогда потенциал V от линии L  длиной  2 l , заданной на ин-
тервале (- l , + l ),  определяется с использованием (4.17) формулы 
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 
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l
l

l

l

l

l

2
0

222
0

222

2
0

2

22
0

22

lnlnln

.





. 

Итак, потенциал окончательно имеет  следующий вид: 
                                

  .ln
2

0
22

2
0

22

lzxl

lzxl
GPV




   .                   (4.18) 

 
По (4.18) формуле можно определить потенциал V в точке 

Р от прямой линии конечной длины 2l.  
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Рассмотрим случай, когда 2
0

2 zx  ,  тогда восполь-
зуемся приближенным значением корня 

 

    lzxlzx 2/2
0

22
0

22  . 

 
В этом случае  (4.18) формула имеет вид 

 

   
  llzxl

llzxlGPV




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2/ln 2
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  
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
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2/2ln 2
0

2

2
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2



 
 2

0
2

2
0

224ln
zx

zxlG



 . 

 

Учитывая, что 2
0

2 zxl  -значением (х2 + z0
2) можно 

пренебречь,  

   
2

0
22

0
2

2 1ln22ln24ln
zx

GlG
zx

lGPV





  . 

Здесь при l   величина 2G λln (2 )   постоянная, по-
этому ее можно не учитывать, так как практическое значение 
имеет не абсолютная величина потенциала, а его разность меж-
ду точками поля и градиент потенциала. В обеих случаях данное 
слагаемое, от которого зависит только абсолютное значение по-
тенциала, исчезает, поэтому потенциал однородной бесконечной 
линии или однородного тонкого стержня, проходящего на  
определенной глубине,  параллельно оси у имеет вид  

 

 
r

GPV 1ln2   .                       (4.19) 

 
Этот потенциал является логарифмическим. Оно не зависит 

от направления у, с которым совпадает направление простира-
ния линии. 
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Этот потенциал обладает теми же свойствами, что и потен-
циалы притяжения, за исключением того, что в бесконечности 
он обращается в бесконечность, взятую со знаком минус.   

Логарифмический потенцил притяжения линейных масс удов-
летворяет уравнению Лапласа, т. е.  ∆V = 0, кроме точек, в которых  
r → 0 и r →  . Учитывая ln(1/r) = -ln r,  рассматриваем первые и 
вторые производные от данной функции по zx, . Первые производ-
ные от логарифмической функции имеют следующий вид: 
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Вторые производные и их сумма записываются следующим  

образом: 
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Как видно из последнего выражения, логарифмический по-

тенциал притяжения линейной массы удовлетворяет уравнению 
Лапласа. 

Проекции силы притяжения на оси координат получим, 
дифференцируя (4.19) формулу по координатным осям 

 

     

   
.22/2

,22/2

2
0

2
02

0

2
0

2
02

0

r
zzG

r
zzGrzzG

z
VFz

r
xxG

r
xxGrxxG

x
VFx


























 



Теория поля 
 

167 

Тогда сила притяжения в логарифмическом поле определя-
ется следующим выражением: 

22
r
rGF


  . 

 
4.2.2. Логарифмический потенциал притяжения  
          объемных масс 
 
Задано двумерное тело с сечением S, простирающeeся до 

бесконечности по направлению у. Плотность масс σ меняется 
только по сечению S и является непрерывной и конечной функ-
цией координат точек сечения. Такое тело можно разделить на 
множество бесконечных материальных линий, направление и 
простирание которых совпадает с направлением самого тела.  

Потенциал притяжения такого двумерного тела можно пред-
ставить в виде суммы потенциалов бесконечных горизонтальных 
материальных линий. Тогда полагая, что λ = σdS из (4.19), получим       

 

  dS
r

GPV
S

1ln2  .                            (4.20) 

 
Формула (4.20) определяет потенциал притяжения беско-

нечного   двумерного тела сечением S, который является также 
логарифмическим потенциалом. 

Потенциал, определяемый (4.20), является  потенциалом 
притяжения объемных масс и в теории потенциала при решении 
двухмерных задач имеет такое же значение, какое имеет потен-
циал объемных масс в трехмерном случае. 

Для составляющих силы притяжения по осям координат 
zx,  находим 
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Как видно из полученных равенств, они определяют силу 
притяжения и ее составляющие по осям координат zx,  от горизон-
тально залегающего  двухмерного тела произвольного сечения .S  

 
4.2.3. Логарифмический потенциал простого слоя 
 
Для определения потенциала притяжения масс, располо-

женных на какой-то цилиндрической поверхности с плотностью 
μ, не меняющейся по направлению образующей, поверхность 
можно разбить на полоски шириной dl и рассматривать их как 
бесконечные материальные линии с плотностью λ=μdl, тогда на 
основании (4.19) формулы для одной линии получим 

 

dl
r

GdV 1ln2  . 
 

Интегрируя данное выражение  по длине линии l ,  найдем  
 

  


d
r

GPV 1ln2  .                             (4.21) 

 

Данная формула определяет логарифмический потенциал 
притяжения плоского простого слоя. Линия l может быть не за-
мкнутой.  

Этот потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа вне и 
внутри области, ограниченной контуром l. Функция эта непре-
рывна при переходе через l, а ее нормальная производная терпит 
разрыв непрерывности. Логарифмический потенциал простого 
слоя не ограничен на бесконечности. На основании (4.21) для 
составляющих силы притяжения получим 









l

x dl
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xx
G

x
VF 2

02  


l
z dl

r
zzGF

2
02,   , 

Тогда сила притяжения простого слоя имеет следующий 
вид: 
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dl
r
rGgradVF

l
 22


 .                       (4.22) 

 
4.2.4. Логарифмический потенциал диполя 
 
Диполь и двойной слой для полей с логарифмическим по-

тенциалом называют плоскими, в отличие  от объемных. 
Плоский диполь образуют две расположенные близко друг 

другу параллельные линии 1 и 2 с массами разного знака (рис. 
4.10). Потенциал притяжения точки Р массами линий 1 и 2 в со-
ответствии (4.19) формулой имеет вид 
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rr

GPV  . 

 

 
 

Рис. 4.10. Плоский диполь 
 

Умножаем и делим правую часть последнего выражения на 
d – длину диполя, в пределе, когда d→0, найдем 
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  – момент диполя, направленный от от-
рицательной линии к положительной или 
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φ – угол между направлениями nиr 
. 

Формула (4.23) определяет логарифмический потенциал 
диполя или потенциал притяжения плоского диполя. В  отличие 
от рассмотренных видов  логарифмических потенциалов притя-
жения этот потенциал равен нулю на бесконечности. 

Модуль силы притяжения определяется следующим выра-
жением 

   20
2

0

2
zzxx

GpF





. 

 
4.2.5. Логарифмический потенциал двойного слоя 
 
Плоский двойной слой может образоваться из плоских ди-

полей, если их расположить на цилиндрическую поверхность 
таким образом, чтобы положительные массы оказались с одной 
стороны поверхности, а отрицательные – с другой. Тогда эле-
ментарную полоску поверхности можно рассматривать как 
плоский диполь с моментом dp = τdl. 

t – момент плоской единичной ширины. Тогда потенциал 
такого диполя имеет вид  

 

r
dGdV  cos2 .                           (4.24) 

 

Для плоского двойного слоя 
 




d
r

GV  cos12 





  ,                   (4.25) 

 
l –длина поверхности, взятая в направлении, перпендику-

лярной к линии простирания цилиндрической поверхности. 
Эта функция удовлетворяет уравнению Лапласа как внутри, 

так и вне области, ограниченной контуром l, и равна нулю на 
бесконечности. На контуре l она терпит разрыв непрерывности.  
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4.2.6. Фундаментальная формула Грина для решения  
           основных задач теории потенциалов 
  
Рассмотрим некоторые преобразования, введенные Грином, 

без которых невозможно обойтись при решении основных задач 
теории потенциала. Ранее нами рассмотрены первая и вторая  
формулы Грина для квазипотенциальных полей. По существу 
эти формулы являются формулой Остроградского – Гаусса для 
квазипотенциальных полей. Следствием формулы Грина являет-
ся важная в приложениях формула, дающая выражение значе-
ния функции в любой точке М внутри области V в виде суммы 
некоторого поверхностного и некоторого объемного интеграла. 

Рассмотрим вторую формулу Грина  и введем некоторые 
обозначения, где 

 

 = U,    = V = 1/r, 
 

здесь  r – расстояние от элементов объема d  и поверхнос-
ти  dS до точки Р,  в которой рассматривается функция U. Тогда 
вторая формула Грина записывается в таком виде: 
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UdU

rr
U 1111  .             (4.26) 

 
Рассмотрим  три случая полученного равенства, когда точ-

ка Р лежит вне области 1V , внутри области V и на поверхности S 
( SPVPVP  ,,1 ) (рис. 4.9). 

 

 
Рис. 4.10. Расположение точки М и Р при выводе фундаментальной 

формулы Грина для случая внутренней точки 
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1. Точка Р лежит вне поверхности S в области V (РV1). В 
этом случае во всех внутренних точках М   функция 1/r  удовле-
творяет уравнению Лапласа, т. е.  
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Расскроем каждый член равенства, т. е. возьмем вторую 

производную от рассматриваемой функции  
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Подставляя эти производные (4.27) в выражение, получим 
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что и следовало доказать. 

Учитывая данное равенство, из (4.26) уравнения при  
РV1получим 
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2. Точка Р лежит внутри области V.  Когда Р V, формулу 

Грина нельзя применять ко всей области V, так как в точке М, 
когда она совпадает с точкой Р, функция 1/r терпит разрыв (r → 
0, 1/r →  ). Поэтому окружим точку Р некоторой сферой ∑. В 
этом случае вне поверхности  в области V снова можно 
применять формулу Грина. Применяя ее, получим 
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,11
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где V 2 – область V , за исключением ее части, ограниченной 
поверхностью ∑, а поверхностные интегралы берутся сразу по 
двум поверхностям  S и ∑ в области V 2. При бесконечном сжа-
тии поверхность ∑ стягивается к точке Р. В этом случае инте-
грал по объему V 2 будет стремиться к интегралу по объемуV  
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Рассмотрим значения последних двух интегралов из (4.29) 

выражения 
 
















 


 dS

rn
UdS

n
U

r
11  

 
 
















 dS
rr

UdS
r
U

r
11

                   (4.30) 

 
Здесь внешняя нормаль  по отношению к объему V 2 для 

поверхности ∑ является внутренней, поэтому при интегрирова-
нии по поверхности ∑  
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В пределе первый интеграл (4.30) выражения дает 
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Здесь интегрирование проводится по поверхности  при 
бесконечно малом, но постоянном радиусе сферы, и значение 
функции в пределе становится равным ее значению в точке Р. 

Второй интеграл (4.30) выражения 
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так как первая производная 
r
U



 является конечной величиной, 

элемент поверхности   dS пропорционален на 2r , тогда  подын-
тегральное выражение пропорционально r , поэтому  при сжа-
тии поверхности сферы ее радиус стремится к нулю, следова-
тельно,  данный интеграл стремится к нулю. 

Подставляя в формулу (4.29) значение трех интегралов, 
рассмотренных в пределе, получим 
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1. Точка Р лежит на поверхности S  S . В этом случае, 
рассуждая так же, как и выше, получим соотношение, аналогич-
ное (4.31), только в правой части будет величина  U2 . Это 
связано с тем, что когда точка Р находится на поверхности,  ин-
теграл берется по полусфере. 

Итак, объединив все три рассмотренных случая, получим 
фундаментальную формулу Грина 
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Первая строка этой формулы позволяет определить значение 

потенциала U в точках области 2V внешней по отношению к V . 
Вторая строка дает значение потенциала U  в точках Р на 

поверхности S. 
Третья строка определяет выражение потенциала U в лю-

бой внутренней точке Р области V . 
В фундаментальной формуле Грина (4.32) произведем не-

которые обозначения: 
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v

PUUdV
r 1
1

является потенциалом притяже-

ния объемных масс, если их плотность в каждой точке М объема 
V  равна σ =  MU . 
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1
 этот интеграл есть потенциал 

притяжения простого слоя, если величина 
n
U



  равна плотности 

распределения масс на поверхности S,  
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1

 этот интеграл является по-

тенциалом притяжения двойного слоя, величина момента кото-
рого в каждой точке М на поверхности S равна, β = U. 

Таким образом, в левой части фундаментальной формулы 
Грина находится сумма потенциалов притяжения трех видов: 
объемных масс, простого слоя и двойного слоя.  

Данную сумму потенциалов притяжения можно выразить 
следующим образом: 

 

       
 



















PPU
SPPU

P
PUPUPU

,4
,2

,,0 1

321            (4.33) 

                                           



Омирсериков М. Ш., Исаева Л. Д.  
 

176 

Если  0U ,  данную формулу можно переписать 
 

  














s s

dS
rn

UdS
n
U

r
11

 =  
 


















PPU
SPPU

P

,4
,2

,,0 1

.        (4.34) 

 

Допустим: 1U  тогда 0

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n
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, уравнение имеет вид 
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В левой части (4.35) этого равенства находится интеграл от 

нормальной (составляющей) производной функции 1/r по за-
мкнутой поверхности. Формула является формулой Гаусса. 
Подынтегральное выражение имеет геометрический смысл. Оно 
определяет величину элементарного телесного угла, угла види-
мости, элемента поверхности dS из точки Р. Поэтому данная 
формула определяет полный телесный угол. 

 
Контрольные вопросы 
 
1. Какой вид имеет выражение для потенциала притяжения 

бесконечной горизонтальной материальной линии?  
2. Какими свойствами обладает потенциал притяжения 

масс притяжения бесконечной горизонтальной материальной 
линии?  

3. Какой вид имеет выражение для потенциала притяжения 
плоского  простого слоя? 

4. Что такое плоский простой слой и как определяется его 
потенциал притяжения? 

5. Чем различаются потенциалы притяжения плоского и 
объемного диполей? 
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6. Как с расстоянием меняется потенциал притяжения 
плоского диполя? 

7. К чему стремится потенциал плоского диполя при пере-
ходе точки в бесконечность? 

8.  Что такое плоский двойной  слой и чем отличается от 
объемного двойного слоя? 

9. Как определяется потенциал притяжения плоского двой-
ного слоя? 

10. Как определяется момент плоского двойного слоя? 
11. Терпит ли разрыв непрерывности потенциал притяже-

ния плоского двойного слоя при переходе точки через слой? 
12. Какой вид имеет фундаментальная формула Грина? 
13. Как связана фундаментальная формула Грина с основ-

ными потенциалами притяжения? 
14. В каком случае из фундаментальной формулы Грина 

можно получить формулу Гаусса для телесного угла? 
 
Контрольные задачи по разделу 
 
Теория потенциала 
 
а) Доказать, что потенциал точечной массы V во всем про-

странстве, кроме точки М, удовлетворяет уравнению Лапласа. 
 
б) Определить потенциал притяжения масс однородного по 

плотности ( ) круглого материального диска с радиусом R в 
точке Р,  расположенной в центре диска. 

Ответ: RGV 2 . 
в) Определить потенциал притяжения линейных масс    

однородной круговой проволоки ( окружности радиусом R) в 
точке  Р, расположенной на прямой, проходящей через центр 
окружности перпендикулярно к ее плоскости. 

Ответ: 
22

2
zR

RGV





. 
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г) Определить потенциал притяжения масс однородного по 
плотности ( ) круглого материального диска с радиусом R в 
точке Р,  расположенной на прямой, проходящей через центр 
диска перпендикулярно к его плоскости. 

Ответ:  zzRGV  222 . 
 
д) Выразить проекции силы притяжения через потенциал 

объемных масс. 
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5. ГАРМОНИЧЕСКИЕ  И СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
 
 
5.1. Основные свойства гармонических функций и ее  
        связь с аналитическими функциями 
 
Функция  U, непрерывная внутри области V вместе с ее 

первыми и вторыми производными  и удовлетворяющая во 
всех  точках области V   уравнению Лапласа (Δ U = 0), назы-
вается гармонической функцией в области V. 

 Таких функций бесконечное множество. Например, 1) 
функция 1/r – гармоническая во всех точках области V, кроме 
точки, в которой r обращается в нуль. 2) Постоянная величина 
также является гармонической функцией. 

Остановимся на основных свойствах гармонических функций: 
1) Если функция U – гармоническая  в области V, а S – за-

мкнутая поверхность некоторой другой области, принадлежа-
щей V, то интеграл от нормальной производной гармонической 
функции по замкнутой поверхности S равен нулю. 

 

 









S

dS
n
U 0 .                                      (5.1) 

 
2) Следующее свойство следует из фундаментальной фор-

мулы Грина: если функция U(P) гармоническая в некоторой 
ограниченной области V с поверхностью S, то ее значение в лю-
бой точке вне области, на поверхности и внутри S выражается 
через значения этой же функции и ее нормальной производной 
по поверхности, т. е.  
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В частном случае, когда поверхность S  – сфера, равенство 

(5.2) для внутренней  области приводит к теореме Гаусса, кото-
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рая гласит: если функция U  является гармонической  в обла-
сти  V, то ее среднее значение во всякой внутренней точке Р 
равно интегральному среднему ее значению, взятому по по-
верхности S любой сферы  радиусом R (с центром в точке Р), 
лежащей целиком в области V. 

Записываем (5.2) уравнение для внутренней области 
 

   
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
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
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r
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r = R – радиус сферы , тогда      
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Следовательно, 

 

   





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
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SSS
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1114  .       (5.3) 

  

Первый интеграл этого равенства на основании  первого 
свойства гармонических функций равен нулю, направление 
внешней нормали совпадает с направлением радиуса сферы. По-
этому из  данного равенства находим среднее значение потенци-
ала в области V 

 

  VPUdS
R

PU
S

  ,
4

1
2

.                      (5.4) 

 

Данная  формула выражает теорему Гаусса о среднем зна-
чении гармонической функции. Эта теорема широко применяет-
ся  для решения различных задач теории потенциала, в частно-
сти, и при определении аналитически продолженных значений 
гравитационной и магнитной аномалии. Для этой цели на по-
верхности сферы берутся шесть точек, и среднее по поверхности 
сферы определяется как среднее по этим шести точкам (рис.5.1).  
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Рис. 5.1. Схема расположения точек на сфере 
 
Тогда по теореме Гаусса значение аномалии в центре сфе-

ры определяется выражением 
 

              654321
6
1

4
10 2 UUUUUUUdS
R

U
S

 
. 

 
 Обозначим                            

 

 
4
1

RU         4321 UUUU   , 

 

где  RU  – среднее значение аномалии U на окружности радиусом 
R, совпадающей с поверхностью сферы в плоскости ее экватора.  

Тогда 
 

6U(0) =4  RU + U(5)+ U(6),                            (5.5) 
 

где U(5) – значение U в точке верхнего полюса, т. е. аналитиче-
ски продолженное в области верхнего полупространства. Зная 
его, можно продолжить значения наблюденной аномалии в об-
ласти нижнего полупространства на глубину R. Из (5.5) равен-
ства можно определить 

 

U(6) = 6U(0)- 4  RU  – U(5).                          (5.6) 
 

3) Функция U гармоническая внутри области V, непрерыв-
ная вплоть до границы области, достигает своего наибольшего и 
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наименьшего значения только на границе области, кроме того 
случая, когда эта функция постоянная. 

4) Гармоническая функция, имеющая постоянное значение 
CU   во всех точках некоторой замкнутой поверхности S , явля-

ется постоянной  в области V , ограниченной этой поверхностью. 
5) Гармоническая функция, нормальная производная кото-

рой обращается в нуль во всех точках поверхности S , постоян-
на во всей области V . 

6) Интеграл Дирихле от гармонической функции всегда 
меньше интеграла Дирихле от негармонической функции. 

7) Функция U , гармоническая во всем пространстве и ре-
гулярная на бесконечности, может равняться нулю. 

8) Если существует гармоническая функция U , принима-
ющая на поверхности S  заданную совокупности значений U , 
то она есть единственная, т. е. не может существовать другая 
такая гармоническая функция (теорема единственности). 

9) Всякая гармоническая в некоторой области функция бес-
конечно дифференцируема в этой области. 

10) Любая производная от гармонической   некоторой области 
функции U есть также функция, гармоническая этой области. 

Применение теории функций комплексной переменной в 
гравиразведке и магниторазведке основано на наличии связи 
между гармоническими и аналитическими функциями.  

Связь между гармоническими и аналитическими функ-
циями следует из условий Коши-Римана, которым удовлетво-
ряют аналитические функции комплексного переменного. 

Если функция y = f(z) дифференцируема во всех точках 
некоторого круга с центром z0, имеющего даже произвольно 
малый радиус, то она называется аналитической в точке z0 .  

Функция называется аналитической в данной области, если 
она аналитическая  во всех точках этой области. 

Если функция      yxiVyxUzf ,,   – аналитическая 
функция комплексного переменного, то ее вещественная и мни-
мая части (U и V ) всегда являются гармоническими функциями. 
Для этого функции U и V должны удовлетворять условиям Ко-
ши-Римана, т. е.  
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Этими условиями они взаимно связаны. Действительно диффе-

ренцируя первые условия по х, вторую по у и складывая их, получим 
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Аналогичное условие можно получить и для функции V(x,y), 

дифференцируя первое условие Коши-Римана по у, а второе – по х. 
Из условий Коши – Римана для заданной гармонической 

функции U(х,у) можно определить другую гармоническую 
функцию  V(x,y) с точностью до постоянной слагаемой. В сово-
купности эти функции U и V дадут аналитическую функцию, и, 
наоборот, по заданной гармонической функции V, из условий 
Коши – Римана с точностью до постоянной можно определить и 
гармоническую функцию U. 

Суть вышесказанных  условий заключается в том, что всякую 
гармоническую функцию можно рассматривать как вещественную 
часть некоторой аналитической функции, при этом ее мнимая 
часть определяется с точностью до постоянной слагаемой. 

Наличие связи  между аналитическими и гармоническими 
функциями имеет важное значение, и ее с успехом применяют 
при интерпретации данных гравитационных и магнитных ано-
малий. Получаемые при этом аномалии функции комплексного 
аргумента называют комплексными напряжениями и комплекс-
ными потенциалами.  

 
5.1.1. Задачи Дирихле для сферы и плоскости 
 
Определение гармонической в области   функции  U, если 

заданы ее значения на поверхности  S этой области, называется 
задачей Дирихле или первой граничной задачей теории гармо-
нических функций. Область   может быть конечной или бес-
конечной, и  задача является соответственно внутренней и 
внешней задачей Дирихле. 
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Предельные условия в задаче Дирихле записываются  в 
следующем виде:  

1) U/S = f (М),  т. е на поверхности S задана непрерывная 
функция f (M), где М – переменная точка этой поверхности.  

2) Во внешней задаче Дирихле ставится также условие: 
функция U должна обращаться в нуль на бесконечности. 

0/ U . 
Рассмотрим задачи Дирихле для двух простейших случаев 

поверхностей – для сферы и плоскости. 
а) Решение задачи Дирихле для сферы.  
Рассматриваем фундаментальную формулу Грина, когда P   
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Так как U – гармоническая  функция, ∆U = 0, поэтому 
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Применение данной  формулы затруднено тем, что в ней 

кроме самой функции U на поверхности  присутствуют и  нор-

мальная ее производная - 
n
U



. Наложением дополнительного 

условия исключим из данного выражения нормальную произ-

водную - 
n
U



. Для этой цели введем дополнительную гармони-

ческую функцию h.    Применим формулу Грина к двум гармо-
ническим функциям h и U,  полагая в ней ∆h = 0 , ∆U = 0. В этом 
случае  вторая формула Грина имеет вид 
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Сложив (5.9) выражение с (5.10), находим 
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По условию h – гармоническая функция. Кроме того, нало-

жим на нее ограничения: на поверхности S  значение h = 1/r. В 
этом случае первый интеграл  правой части равен нулю.  

Тогда  
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Отсюда 

U(P) = 
4
1

    


S

dS
n
QU ,                    (5.12) 

где h
r

Q 
1

 называется функцией  Грина, на поверхности она 

равняется нулю. 
В полученной формуле отсутствует интеграл с нормальной 

производной функции U, поэтому с помощью функции Грина 
(Q) потенциал определяется  только по его значениям, заданным 
на поверхности S. 

 Формулу (5.12) можно свести к формуле для потенциала 
простого слоя, для этого введем обозначения   
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тогда                              
S

dSUPU  . 

Считаем, что 
r

U 1
 , в этом случае    

S

dS
r

PU 
. 

 Это выражение определяет потенциал простого слоя, рас-
пределенный по поверхности S  с поверхностной плотностью 
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 , а значение  
r

U 1
  соответствует потенциалу точечной мас-

сы, равной единице. 
Величина  , определяемая через функцию Грина (5.13), 

является плотностью простого слоя, полученного при распреде-
лении единичной массы по всей поверхности S . Полученный 
слой принято называть слоем Грина или эквивалентным слоем 
Грина (эквивалентным по отношению к внешнему полю). На 
внешнюю точку сферический слой Грина действует так же, как 
и единичная масса, заключенная во внутренней точке  Р. Но 
действие этого слоя на внутреннюю точку слабее, чем действие 
на нее единичной массы, помещенной в точке Р. Следовательно, 
при распределении единичной массы из внутренней точки Р по 
поверхности сферы внешнее поле остается без изменения, а  
внутреннее ослабевает. 

При решении уравнения (5.12) в зависимости от формы по-
верхности S необходимо найти соответствующую ей функцию 
Q ( функцию Грина). Она найдена для немногих поверхностей. 

Рассмотрим решение внутренней задачи Дирихле для сферы. 
 

 
 

Рис. 5.2. Сфера с радиусом R  и расположение точек P  и 1P  
 
Пусть S – сфера с радиусом R; для такой поверхности 

функция Грина имеет следующий вид: 
 

1

11
r

R
r

Q


 ,                                      (5.14) 

 

где r  = МР,  = ОР, 1r = 1MP , OMR  (Рис.5.2). 
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По условию функция Грина на поверхности S равна нулю. 
Ее нормальная производная после преобразований опреде-

ляется следующим выражением: 
 

 
3

22

rR
R

n
Q






 

. 

 
Итак, подставляя данное выражение в формулу (5.12)  по-

лучим гармоническую функцию в точке Р  
 

   





S

dS
r
MU

R
RPU 3

22

4


.                       (5.15) 

 

Данный интеграл называется интегралом Пуассона для 
сферы, дающим значение гармонической функции U  для данной 
точки Р внутри сферы по заданным значениям U  на поверхности 
сферы. Это является решением первой граничной задачи Дирих-
ле. Полученная функция удовлетворяет уравнению Лапласа, яв-
ляется гармонической функцией координат точки Р, и что на по-
верхности сферы значения  PU  совпадают с заданными. 

Из интеграла Пуассона (5.15) можно получить теорему 
Гаусса о среднем значении гармонической функции. Для этого 
положим Rr  ,0 , тогда из последнего равенства получим  

 

  
S

UdS
R

PU 24
1


. 

 
Как видно, теорема Гаусса о среднем значении гармоничес-

кой функции является частным случаем интеграла Пуассона. 
б) Решение задачи Дирихле для плоскости. Требуется 

найти функцию  zyxU ,,   гармоническую в точке Р полупро-
странства z   0, если известны ее предельные значения на 
плоскости 0z . 

Пусть r   – расстояние от переменной точки  0,,  до 
точки  zyx ,, , 1r   – расстояние от переменной точки М до со-
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пряженной точки Р1, симметричной точке Р относительно плос-
кости 0z  (рис. 5.3). В этом случае функция Грина имеет вид 

 

1

11
rr

Q   ,                                      (5.16) 

 

где       2222 zyxr   ;  причем  PMrOPz  , . 
 

 
 

Рис. 5.3. Горизонтальная плоскость S  и направление векторов nrr ,, 1  
 

Рассматриваем  нормальную производную функции Грина  Q 
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


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

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
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
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




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r

rrn
r
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1

11
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1
2 nr

r
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r
  

 
Для случая, когда точка М находится на плоскости, 

0,1  Qrr , тогда 
   nrnr ,cos,cos 1  . 

Поэтому 
 

    rznr
r

nr
n
Q /,cos  ;,cos2

2 



, тогда 3

2
r
z

n
Q





.      (5.17) 
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Следует отметить, что функции 
1

1,1
rr

  гармонические во 

всех точках пространства, кроме точек 0r . В бесконечности, 
т. е. при М   функция Q → 0. Тогда при этом значении нор-
мальной производной функции Грина (5.17) из (5.15) получим 

 

     
  dS

r
oUzdS

r
оUzPU

S
33

,,
2

,,
4
2 





.       (5.18) 

 

Этот интеграл (5.18)  представляет собой интеграл Пуас-
сона для плоскости. По этой формуле можно определить зна-
чения гармонической функции в точках пространства на высоте 
z . Интегрирование распространяется на всю плоскость, т. е. 
производится в бесконечных пределах. 

 
5.1.2. Задача Неймана для сферы и плоскости 
 
Задача Неймана заключается в определении гармонической 

функции U по заданным на поверхности значениям нормальной 

производной функции 
n
U



. Заданием значений 
n
U



 на гранич-

ной поверхности гармоническую функцию можно определить 
только с точностью до некоторой постоянной. При этом задава-
емые на поверхности S значения нормальной производной 
должны отвечать условию 

 

 









S

dS
n
U 0 .                                   (5.19) 

 
а) Внутренняя задача Неймана.  Задача решается с ис-

пользованием формул Грина для гармонической функции для 
случая, когда точка vP ; формула имеет вид 

 

    












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
S S

dS
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UdS
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r
PU 114    .             (5.20) 
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По условию задачи в точках М на поверхности S задана 
только нормальная производная гармонической функции. Зна-
чения гармонической функции U(M)  на поверхности  S неиз-
вестны, поэтому данной  формулой (5.20) в таком виде, в каком 
она записана, нельзя пользоваться. Наложением дополнительно-
го условия исключим из нее значения функции U(M). С этой 
целью введем вспомогательную гармоническую функцию h1 и 
запишем вторую формулу Грина для двух гармонических функ-
ций U  и h1. Если учесть, что  ΔU = 0, 01 h , то она записыва-
ется следующим образом: 

 

  







S S

dS
h
hUdS

n
Uh 01

1 .                         (5.21) 

 
Складывая эту (5.21) формулу с формулой (5.20), получим 
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Обозначим  Nh
r

 1
1

. 

Тогда (5.22) формула имеет следующий вид: 
 

    
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




S S

dS
n
NUdS

n
UNPU4 .                  (5.23) 

 
Определим величину интеграла по поверхности от нор-

мальной производной функции N: 
 

   
















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S S S
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n
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n
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Первый интеграл в правой части (5.24) равен нулю, соглас-

но свойствам гармонической функции. Второй интеграл из фун-
даментальной формулы Грина  
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U = 1 или  










 dS
rnS

1  4411 2
2 



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 R
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dS
RRS

. 

 

 Поэтому   



S

dS
n
N

4 . 

В этом случае  C
n
N





, т. е. принимает постоянную вели-

чину, тогда   

  



S S

dSCdS
n
N

4 , 

отсюда  
S

C
n
N 4





,  где S – площадь всей поверхности. 

Функция N, отвечающая этому условию, называется функ-
цией Неймана. Подставляя это значение нормальной производ-
ной в (5.23) формулу, получим 
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CUdS
S

обозначимUdS
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тогда 

   

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
S

C
S
UNPU 14  .                         (5.25) 

 

Определим  С1 – постоянный интеграл для случая, когда S – 
сфера с радиусом R. Тогда на основании теоремы Гаусса о сред-

нем значении гармонической функции:   
S

UdS
R

U 24
10


  

находим постоянный интеграл следующим образом:  
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где U(0) – значение гармонической функции в центре сферы. 
Исходя из этого формулу (5.25) для определения гармонической 
функции во внутренней области,  можно записать в таком виде: 

 

     



S

dS
n
UNUPU

4
10  .                   (5.26) 

 
Основные свойства функции Неймана: 

 

1. Функция Неймана гармоническая во всех точках про-
странства, кроме точки r = 0. 

2. При r → 0 функция Неймана стремится в бесконечно-
сти, т. е. N →  . 

3. Функция Неймана симметрична относительно коорди-
нат точек Р и М. 

4. Значения нормальной производной от функции Неймана 

(
n
N



) на поверхности равны постоянной величине 2

14
RS

C 
 . 

 Для определения функции Неймана (N) для сферы при-

меним интеграл Пуассона к произведению функций ρ и 


U
, 

где 2222 zyx  – гармоническая функция. Если ρ и U – 
гармонические в некоторой области v , то их произведение так-
же является гармонической функцией в точках этой же области. 
Поэтому интеграл Пуассона можно применить к функции 














U

. Получим 

  dS
r

RMU
R

U

SP
3

22

4
1 





 















 . 

 

Для поверхности S,  = R, 
n
UU








; направление   

совпадает с направлением внешней нормали n, поэтому 
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Поделим обе части равенства на  , проинтегрируем по   
в пределах от нуля до   
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или же 
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Сравнивая эту формулу с (5.26) формулой, получим, что 
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В сферических координатах с началом в центре  сферы: r2 = 

ρ2 + R2-2Rρ cosφ. 
После преобразования и интегрирования функция Неймана 

для сферы имеет вид 
 

R
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Rr
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2
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Тогда  формула, решающая внутреннюю задачу Неймана 
для сферы, имеет вид 
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Она верна и для предельного случая, когда точка Р при-
ближается к поверхности и совпадает с одной из ее точек М. 
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Тогда в последней формуле достаточно заменить функции   и 

r  их значениями для поверхности S : 







2
sin2,  RrR . 

б) Решение задачи Неймана для плоскости 
Задача Неймана для плоскости заключается в том, чтобы 

найти гармоническую функцию U в одном из полупространств по 
значениям ее нормальной производной, заданным в точках беско-
нечной горизонтальной плоскости. Функция Неймана имеет вид 

1

11
rr

N  ; она удовлетворяет всем требованиям, предъ-

являемым к функциям Неймана. Значение функции Неймана на 
поверхности S, т. е. в точках самой плоскости: 
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1

 , так как 1rr  . 

 
Поэтому решение задачи Неймана для плоскости получим 

из равенства (5.26) при U(0) = 0 
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где интегрирование распространяется на всю бесконечную плос-

кость. При этом прямоугольной системе координат zU
n
U





. 

Формулу можно свести  к потенциалу простого слоя, рас-
положенного на поверхности S . Для этого введем некоторые 
обозначения  
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Сравнивая эти выражения с потенциалом притяжения про-
стого слоя видим, что оно также определяет потенциал притя-
жения простого слоя с поверхностной плотностью распределе-

ния масс F



2
1

 . Здесь  функция F соответствует верти-

кальному градиенту  поля U (в случае гравитационного потен-
циала величине силы притяжения ZV ). 

 
Контрольные вопросы 
 
1. Какие функции называются гармоническими? 
2. Свойства гармонических функций. 
3. Чему равно интегральное среднее от гармонической 

функции по поверхности сферы? 
4. Теорема Гаусса о среднем значении гармонической функции. 
5. Как можно применить эту теорему Гаусса для получе-

ния вычислительных схем в случае аналитического продолже-
ния аномалий? 

6. Какие функции называются аналитическими? 
7. Условия Коши – Римана. 
8. Как можно образовывать из гармонических функций  

аналитическую функцию? 
9.  Какая задача теории гармонических функций называ-

ется задачей Дирихле? 
10. Каковы граничные условия задачи Дирихле? 
11. Решение задачи Дирихле для сферы. 
12. Решение задачи Дирихле для плоскости. 
13. Теорема Гаусса о среднем значении гармонической функции. 
14. Какая функция называется функцией Грина? 
15. Какой вид имеет функция Грина для сферы? 
16. Какими свойствами обладает функция Грина? 
17. Какой вид имеет интеграл Пуассона для плоскости? 
18. Как можно решить задачу Неймана? 
19. Какая функция называется функцией Неймана?  
20. Какой вид имеет функция Неймана для сферы? 
21. Функция Неймана для плоскости. 
22. Основные свойства функции Неймана. 
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5.2. Сферические функции 
 
Для тел произвольной формы выражением потенциала си-

лы тяжести, имеющей вид 
 

  
v

yxw
r

dvGW 22
2

2
  ,                   (5.30) 

и магнитного потенциала 

  
v

dv
r

IPU 2

cos
 ,                           (5.31) 

 
в том виде, в каком  они представлены в равенствах (5.30) и 
(5.31),  невозможно пользоваться, так как входящие в эти фор-
мулы объемные интегралы не раскрываются в элементарных 
функциях. Только для весьма немногих тел простейшей формы 
получаются простые и удобные выражения. Поэтому прибегаем 
к способу приближенного представления функций объемных 
потенциалов. Весьма удобный способ – классическое разложе-
ние потенциала по сферическим, шаровым, функциям. 

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ, специальные функции, приме-
няемые для изучения физических явлений в пространственных об-
ластях, ограниченных сферическими поверхностями, и для реше-
ния физических задач, обладающих сферической симметрией.  

Сферические функции появляются при   изучении некоторых 
частных решений уравнения Лапласа в сферических координатах 

 

.02

2

2

2

2

2














z
U

y
U

x
UU                     (5.32) 

 
Частные решения этого уравнения (5.32) иногда имеют вид 

однородного многочлена степени n (n – некоторое целое положи-
тельное число) с тремя независимыми переменными x,y,z, т. е. 

 

   zyxUCzyxU s
n

n

s

s
nn ,,,,

12

1





 .                  (5.33) 
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где Cn
S – произвольные постоянные,  US

n – линейно независимые 
гармонические многочлены n-й степени. 

В сферических координатах,  когда 
 

 cossinx ,  sinsiny ,  cosz , 
 

то всякого однородного многочлена n-й степени можно пред-
ставить в виде произведения двух функций, одна из которых 
зависит только от ρ, а другая только от координат – θ и λ: 

 
  ,n

n
n YU  , 

 
здесь 
     21321

321

321 sincoscossin, ,, mmmmm

nmmm

mmm
nn CY 



  . 

 
Если Un определяется гармоническим многочленом, то он 

называется объемной сферической функцией,    ,nY  – по-
верхностной сферической функцией или сферической функци-
ей порядка n. Ее можно записать в общем виде так: Уn(θ,λ)  

=


n

K 0
Pn

k (cos) [ Ank cos k +Bnk sin k], 

где Ank, Bnk  – произвольные постоянные, Pn
k(cos)  – мно-

жители, содержащие только , можно рассматривать как  присо-
единенные функции Лежандра, определяемые через полиномы 
Лежандра  

     
k

n
k

kk
n dx

PdP 


cos
cos1cos

2|2 . 

 Полиномы Лежандра определяются следующими         
выражениями: 

 

   
 n

nn

nn d
d

n
P




cos
1cos

!2
1cos

2 
 ,                (5.34) 

или при cosx  
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     
n

nn

n

nn

nn dx
xdC

dx
xd

n
xP 11

!2
1 22 




 . 

 
Основные свойства полиномов Лежандра: 
1. Свойство ортогональности. Бесконечная последователь-

ность функций f1(x)…fn(x) называется ортогональной, если на 

отрезке (a, b) выполняется условие     0 dxxfxf m

b

a
n . 

2. Полиномы при аргументах 1 и -1 равны соответственно   
1 и  (-1)n . 

3. Коэффициент y  высшей степени x  многочлена          

Лежандра равен
 
  2!2

!2

n

n
n

. 

Представление функции 1/r в виде ряда многочленов 
Лежандра. Функцию 1/r легко представить в виде ряда сфери-
ческих функций – полиномов Лежандра. Учитывая, что 1/r вхо-
дит в формулы потенциалов притяжения всех рассмотренных 
видов, получаемый для 1/r ряд многочленов Лежандра, можно 
использовать и при представлении этих потенциалов притяже-
ния в виде ряда многочленов Лежандра. 

Расстояние r  между двумя точками М (переменная точка 
интегрирования, в которой находится масса) и Р (фиксирован-
ная точка, в которой расположена единичная масса) в сфериче-
ской системе координат имеет вид  

 

 cos2222 RRr  , 
 

где R – радиус сферы; ρ – расстояние от центра сферы до точки Р;                     
θ – угол между R и ρ. 

Тогда функция 1/r – в сферической системе координат име-
ет вид 


 cos21

1
cos2

11

2

222














RR
RRRr

. 
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Обозначим ,cos,/ xtR    тогда 
 

xttr
R

21
1
2 

 . 

 

Пусть R , точка Р находится внутри сферы, тогда rR /  
< 1. Для этого случая разложим функцию R/r в ряд Маклорена 
по степеням t:  

 

       tf
n
tf

n
tttff

r
R n

n

!
....0

!2
0 11

2
1   , 

 

Дифференцируя  tf
r
R
  по t и приравнивая t к нулю, 

найдем производные 
 

      ,0
212

220,10 3
2

1 xt
xtt

xtff 



   130 211  xf . 

 
При этих значениях производных ряд Маклорена перепи-

шется в виде 
 

  ....
2

131
22





txxt

r
R

 . 

 

Сравнивая коэффициенты при nt  полученного ряда с приве-
денными выше полиномами Лежандра  при n = 0, 1, 2, видим, что 

 

       





0

2
2

10 ....
n

n
n xPtxPtxtPxP

r
R

. 

 

Теперь, переходя от х к cosθ, от t от к ρ/R , для функции 1/ r  
будем иметь 

 

 





0
1 cos1

n
nn

n

P
Rr




 .                       (5.35) 
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Данный ряд является рядом сферических функций, он схо-
дится равномерно при всех значениях ρ / R < 1 или ρ < R. 

Если точка Р находится во внешней области, тогда  ρ > R, 

тогда 1
R


 . 

В этом случае рассматриваемая функция имеет вид 
 

  


cos/2/1
1

22 RRr 
 . 

 

При разложении получим ряд в виде 
 

 



cos

0
n

n
n

n

PR
r 





    или   





0
1 cos1

n
nn

n

PR
r




.      (5.36) 

 

Область сходимости этого ряда определяется обласью схо-
димости ряда Маклорена – он сходится раномерно при всех зна-

чениях 1
R


 или ρ>R и  0 . 

                        
5.2.1. Представление потенциала силы тяжести в виде  
         ряда сферических функций 
 
Рассмотрим предсталение виде ряда сферических функций 

гравитационного  потенциала Земли. Для того чтобы записать 
потенциал силы тяжести, необходимо потенциал силы притяже-
ния объемной массы сложить с силовой функцией для центро-
бежной силы. Эту силовую функцию в дальнейшем будем назы-
вать потенциалом тяжести. 

Разложим потенциал силы тяжести  
 

   22
2

2
yx

r
dvGW 

                           (5.37) 

  

в  ряд сферических функций, так как формулой в данном виде 
не всегда можно пользоваться из-за того, что интеграл в правой 
части выражения раскрывается в элементарных функциях для 
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сравнительно небольшого числа геометрических тел простей-
шей формы.  

Выражение потенциала заменяется функцией 1/ r, так как 
потенциал притяжения любого вида является функцией обратно 
пропорциональной расстоянию 

 









r
VV 1

. 

 

Тогда  функцию 1/r – представим в виде ряда полиномов 
Лежандра, когда ρ > R, т. е. для случая, когда точка Р лежит вне 
тела 

 

 





0
1 cos1

n
nn

n

PR
r




= 

 





3
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2
3

2
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2
1

)(cos
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n
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








, 

   
 n

nn

nn d
d

n
P





cos

1cos
!2

1cos
2 

 , 

 

где полиномы Лежандра первых четырех порядков Р0, Р1, Р2  
заменены их значениями (воспользовались формулой 5.34) 

 

;cos)1(cos
2
1,1 cos

.'2
10    PP  

   ;1cos
22

1)(cos cos
''22

22  P  

   1312
2 )cos(cos

2
1)cos2)1(cos2(

8
1cos P  

)1cos3(
2
1 2  . 

 
Следовательно, равенство(5.37)  имеет вид            
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  TyxdmRG

dmRGdGW










 

22
2

3

22

2

22
)1cos3(

cos        













   ,             (5.38) 

где                             
 dmPRGT

n v
n

nn








3

1

cos



. 

 
Рассмотрим по порядку первые три интеграла этого равен-

ства, которые обозначим через 321 ,,  . 
1) Первый член правой части представляет потенциал 

притяжения шара с массой, равной массе Земли, так как для 
данной фиксированной точки Р величина  постоянна и отсюда 

 


 MGdmGdvG

v v
  1 , где М – масса Земли. 

 

2) Второй интеграл 
 

 
v

dmRG 0cos22 


. 

 

3) Третий интеграл 
 

 

    








2coscos3sin1
22

1cos3
2

                   

2
3

2
3

22
33

ABGBACG

dmRG

v







 



 
, 

 
где А, В, С – моменты инерции 

Подставляя найденные значения интегралов Ф1, Ф2, Ф3 в 
формулу (5.38) и учитывая, что  2222 cos yx , получим 
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 

  TwABG

BACGGMW









 









22
2

2
3

2
3

cos
2

2coscos
4
3

sin1
22

    
 .     (5.39) 

                                           
В полученной формуле  первый член правой части пред-

ставляет собой потенциал притяжения шара, равной массе Зем-
ли;  второй – зависит от широты точки местности, учитывает 
действия добавочных масс, расположенных вдоль Земного Эк-
ватора; третий – содержит долготу, учитывает неравномерное 
распределение масс по долготе. Данная формула  без Т дает зна-
чение  потенциала силы тяжести на поверхности трехосного эл-
липсоида. Кроме того, данная формула первым и четвертым 
членами дает значение потенциала W на поверхности шарооб-
разной Земли. 

 
5.2.2. Представление потенциала магнитного поля Земли и  
          его производных в виде ряда сферических функций 
 
В случае, когда магнитное поле имеет потенциальный ха-

рактер (для источников, находящихся внутри земного шара), 
магнитный потенциал можно записать в виде 

 


v r

dmU  .                                       (5.40) 

 

Пользуясь разложением функции 1/ r в ряд сферических 
функций, а именно 
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     (5.41) 

 

найдем 

   






v v v n

n
nAdmRdm

r
dmM

0
12 ...cos11





,       (5.42) 
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где 
 

v
n

n
n dmPRA cos .                            (5.43) 

Здесь первый член как сумма всех магнитных масс  в каж-

дой точке тела равен нулю, т. е.    01


v

dm


. 

Поэтому формулу (5.42)  можно переписать в таком виде: 
 





 









1
1

n
n
nAU


.            (5.44) 

 
В частном случае при достаточно большом ρ в этой форму-

ле можно пренебречь всеми членами, кроме первого.  
Тогда 

 

 
v

mdmRU 





coscos1
22 . 

 

Здесь интеграл  
v

dmR cos  – проекция магнитного мо-

мента тела М


на ось ρ,   – угол между направлениями М


 и ρ. 
Последнее выражение определяет потенциал однородного 
намагниченного шара. Из нее следует, что всегда любое намаг-
ниченное тело на достаточно большом расстоянии можно рас-
сматривать как однородно намагниченный шар или диполь с 
таким же магнитным моментом, каким обладает данное тело. 
Это делает возможным при достаточно больших значениях ρ 
ограничиваться рассмотрением поля диполя. 

Для определения коэффициентов nA  выразим cos  через 
угловые координаты точек Р и М:  

 

 111 cossinsincoscoscos   , 
 

где  ,  – угловые координаты точки Р, 11 ,  – угловые коор-
динаты точки М. 
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На основании теоремы сложения можем написать 
 

 
 
       
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где 


 


02
01

приk
приk

Cn , 

 
Тогда формула (5.45) имеет следующий вид: 
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

nn

nnn

PP
n
n
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Пользуясь формулой 
 

  111 sinsincoscoscos  kkkkk  , 
 

и подставляя значения (5.45) в (5.43), находим 

   



n

k

k
nnknkn PkbkaA

0
cossincos  , 

где   
 
   



v

k
nnnnk dmkPRC

kn
kna 11 coscos

!
!

 , 

 
   



v

k
nnnnk dmkPRC

kn
knb 11 sincos

!
!  . 

 

Тогда ряд (5.44) можно переписать в виде 
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   


cossincos1
1 0

1
k

nnknk
n

n

k
n PkbkaU 



 
  .    (5.46) 

 
В частном случае, когда тело имеет осевую симметрию, 

формула (5.46) не должна зависеть от γ, что имеет место только 
при k = 0.  

В этом случае  
 

 cosnnn PaA  , где  
v

n
n

n dmPRa 1cos . 

Поэтому из (5.46) потенциал магнитного поля Земли 
 

 

   





 

v

v
nn

n

dmR

dmRPaU

...1cos3
2
11cos3

2
1

coscoscos

1222
3

1
21











. 

 

Если намагниченное тело имеет и центр симметрии, то чет-
ные коэффициенты в последней формуле будут равны нулю 
( 0...642  aaa ). 

 
Контрольные вопросы 
 
1. Какой вид имеет сферические функции? 
2. Какая связь между сферическими функциями и урав-

нением Лапласа? 
3. Какая связь между полиномами Лежандра и уравнени-

ем Лапласа? 

4. Как можно разложить функцию 
r
1

 в ряд многочленов 

Лежандра? 
5. Какова связь многочленов Лежандра с потенциалами 

притяжения простейших видов? 
6. В  каких случаях необходимо разложение потенци-

ала силы тяжести в ряды сферических функции? 
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7. Какой физический смысл имеют первые члены разло-
жения потенциала силы тяжести в ряд сферических функций? 

8. Как определяется потенциал силы тяжести на поверх-
ности трехосного эллипсоида? 

9. Как можно определить потенциал силы тяжести на по-
верхности шарообразной Земли? 

10. Как представить потенциал магнитного поля Земли в 
виде ряда сферических функций? 

11. В чем заключается сферический гармонический анализ? 
12. Какой физический смысл имеют первые члены разло-

жения потенциала магнитного поля Земли в ряде сферических 
функций? 
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ГЛОССАРИЙ 
 
Поле – часть пространства, каждой точке которого соответ-

ствует определенное значение некоторой физической величины. 
Скалярным  полем называется область пространства, в 

каждой точке которого сопоставляется некоторое значение ска-
лярной величины . 

Уровенные поверхности представляют собой геометриче-
ское место точек, которым соответствует одно и то же значение 
скалярной функции. 

Пространство, заключенное между двумя уровенными по-
верхностями, называется уровенным слоем, а расстояние между 
ними по нормали называется толщиной уровенного слоя.  

Градиентом скалярного поля в данной точке М называется  
вектор, направленный по нормали n  к уровенным поверхно-
стям,  проходящий через точку М и численно равный  
производной скалярной функции по этому направлению.  

Векторным полем  называется часть пространства, каждой 
точке которого соответствует значение некоторой векторной 
функции   ra 

. 
Векторной линией  называется кривая l, в каждой точке 

которой касательная имеет направление вектора a . Через каж-
дую точку (М) проходит одна определенная линия. 

Семейством векторных линий определяется семейство ор-
тогональных к ним поверхностей, которые называются нор-
мальными поверхностями поля.  

Совокупность линий, проведенных параллельно векторам 
поля через все точки линии l, образует векторную поверхность. 

Дивергенция векторного поля является скалярной величи-
ной, равной объемной производной этого поля в точке М, опре-
деляет плотность источников поля. 

 Ротор векторного поля  – вектор, определенный в каждой 
точке поля, является объемной производной векторной пере-
менной, взятой с обратным знаком, определяет плотность вих-
рей векторного поля. Направление вектора всегда перпендику-
лярно к плоскости векторного поля (поверхности). 
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Векторный поток – поток векторных линий через замкну-
тую поверхность. 

Потенциальное поле – векторное поле, где  его вектор 
определяется как градиент скалярной функции, т. е. grada 


, 

скалярная величина   является скалярным потенциалом век-
торного поля. 

Векторный потенциал векторного поля – вспомогательная 
векторная функция, с помощью которой исследуется векторное 
поле, т. е. crotF 

 . c - векторный потенциал. 
Квазипотенциальное поле –  векторное поле, где его 

вектор определяется произведением скаляра на векторную вели-
чину, определяемую как градиент скалярной функции, т. е.  

                                     grada 


. 
Электрический ток – упорядоченное движение зарядов. 
Линия тока – траектория упорядоченного движения заря-

дов. Направление линий определяют по движению положитель-
ных зарядов или по направлению тока   

Плотность тока  – вектор, направленный по касательной к 
линии тока.  

Дифференциальные законы постоянного тока  – законы 
постоянного тока, предназначенные для точечной области     
проводника. 

Интегральные  законы постоянного тока  – законы по-
стоянного тока, предназначенные для всей области проводника. 

Элемент тока – произведение элемента длины dl на ток J (Jdl).  
Объемный проводник с током – ток течет по объемному 

проводнику, т. е. по земной коре. 
Поверхностный проводник с током – ток течет по        

поверхности. 
Электромагнитное поле – электрическое и магнитное по-

ля переменного электрического тока, объединенные в одно поле 
с общей теорией. 

Ток смещения – изменение со временем электрического 
поля.  

Ток проводимости – ток, который течет по проводящей 
среде. 
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Полный ток – сумма плотностей тока проводимости i   и  

тока  смещения 
4
D

t


  . 

Волновые уравнения для напряженностей – уравнения 
движения электромагнитной волны. 

Гармоническое электромагнитное поле – поле перемен-
ного тока, которое меняется по гармоническому закону. 

Плотность энергии –  численно она  равняется количеству 
энергии, переносимой в единицу времени через единицу площа-
ди, перпендикулярной к направлению движения поля. 

Скин-эффект – неравномерное распределение переменно-
го тока по поперечному сечению проводника. Плотность тока 
уменьшается от поверхности проводника к его внутренним ча-
стям. По максвелловской теории это явление трактуется как по-
глощение электромагнитного поля, распространяющегося от 
диэлектрика в проводник. 

 Деформация – изменение формы и объема твердых тел, из-
менение объема у жидкостей и газов  за счет внешней нагрузки.  

С устранением внешних сил происходит полное или ча-
стичное восстановление первоначальных размеров тел. 

Упругость – способность тел к восстановлению. При пол-
ном восстановлении говорят об упругих, а при частичном – о 
частичных упругих телах. 

Предел деформации – после чего деформация не исчезает 
полностью при устранении силы. Этот предел зависит от сорта 
материала, и пока он не достигнут, деформация происходит в 
пределах упругости и тело считается упругим.  

 Напряжение – действие сил, отнесенное к единице 
наружной поверхности или любого сечения тела. 

 Изменение со временем внешних сил ведет к изменению 
деформаций и напряжений, что происходит не одновременно, а 
распространяется в теле от мест приложения внешних сил с не-
которой скоростью в форме упругой волны. 

Напряжение в общем случае не всегда перпендикулярно к 
сечению, а его значение зависит от ориентировки сечения. Если 
нижняя часть стержня имеет косое сечение, то ее действие на 
верхнюю часть заменяется напряжением по растягивающей силе 
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F, тогда он вызывает равные себе напряжения, перпендикуляр-
ные к сечению. Проектируя PI  на касательную и на нормаль к 
сечению S,  получим нормальное и касательное напряжения.  

Пластическое течение материала – удлинение стержня 
без увеличения  приложенной силы.  

Растяжение и сжатие –  основные виды деформации, вы-
зываются нормальными напряжениями. 

Сдвиг – является одним из видов деформации. 
Кручение – вид деформации,  которое сводится к сдвигу. 
Тензор упругих напряжений – три вектора 


х, 


у, 


z с де-
вятью составляющими образуют тензор  упругих напряжений:  

                                   




ˆ

ZZZYZX

YZYYYX

XZXYXX

. 

Тензор деформации – в качестве меры деформированно-
сти элемента тела необходимы  тензорные величины. Для ма-
тематического описания этой деформации сопоставим каждой 
точке тела вектор смещения:  rrU 

 , 
где r и r  – радиус-векторы точки после и до ее перемещения. 

Следовательно, при деформации  мы имеем дело с вектор-
ным полем  rU


, область которого совпадает с первоначальны-

ми размерами тела. Зная поле вектора смещения  rU


, можем 
полностью определить деформацию тела. Поэтому характери-
стикой векторного поля U (r) является его полная производная 
по векторному аргументу, представляющая собой тензор 

r
U





 (производной). 

Данный тензор не симметричен, его можно разложить на 
симметричную и антисимметричную части.  Симметричная 
часть тензора производной является  тензором деформации. 

Вектор кручение – поворот элемента тела в пространстве, 
определяется антисимметричной части тензора производной. 
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 Потенциал притяжения  – скалярная функция, зависящая 
от массы центра притяжения, с помощью ее градиента опреде-
ляется вектор потенциального поля. 

Направляющие косинусы – косинусы углов между 
направлениями силы притяжения и координатных осей. 

Принцип суперпозиции полей  заключается в наложении 
полей без их взаимного влияния друг на друга.  

Потенциал притяжения объемных масс – потенциал при-
тяжения системы, состоящей из бесконечного множества мате-
риальных точек, т. е. представляет собой непрерывно протяжен-
ное материальное тело. 

Потенциал притяжения простого слоя – потенциал 
притяжения массы, сосредоточенной на поверхности S (она мо-
жет быть замкнутой или не замкнутой) в виде слоя незначитель-
ной толщины h. 

Потенциал притяжения линейных масс – потенциал при-
тяжения массы, двумя размерами которой можно пренебречь по 
сравнению с третьим, массу такого тела можно считать линей-
ной, т. е. распределенной вдоль какой-то линии L. 

Магнитная масса – в качестве магнитных масс рассматри-
ваются намагниченные тела. 

Потенциал диполя – потенциал притяжения двух масс, 
равные  по величине,  разные  по знаку,  расположенные  неда-
леко друг от друга.  

Осью диполя  называем линию, соединяющую  точки с 
массами, обозначим  через -  . За положительное направление 
линии 


 берем направление от отрицательной массы к положи-

тельной.  
Длиной диполя называется расстояние между двумя точ-

ками М1М2 с массой, обозначим через d. 
Точка М делит расстояние М1М2   пополам, ее называем 

центром диполя. 
Массы m  и   -m  являются  полюсами диполя. 
Плоскость, перпендикулярная к линии    и проходящая че-

рез точку М, называется экваториальной плоскостью. 
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Потенциал притяжения двойного слоя – потенциал при-
тяжения масс, положительных и отрицательных, расположен-
ных с обеих сторон поверхности. 

Гармонической функцией в области V называется функ-
ция  U, непрерывная внутри области V вместе с ее первыми и 
вторыми производными  и удовлетворяющая во всех  точках 
области V   уравнению Лапласа (Δ U = 0). 

Если функция y = f(z) дифференцируема во всех точках не-
которого круга с центром z0, имеющего даже произвольно ма-
лый радиус, то она называется аналитической в точке z0 .  
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