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АЛҒЫ СӨЗ 
 
Құрметті оқырмандар, сіздердің назарларыңызға ұсынылып 

отырған бұл кітапта жоғары математика курсының санды қатарлар, 
функциялық тізбектер мен қатарлар және Фурье қатарлары, көп 
айнымалы мен айқын емес функциялар, екі және үш еселі 
интегралдар, қисық сызықты мен беттік интегралдар, өрістер 
теориясы тақырыптары толық қамтылған. 

Техникалық жоғары оқу орындарында жоғары математика 
курсын оқу ерекшелігі мен пәнге бөлінген сағаттарға байланысты 
курсты студенттерге мейлінше қарапайым әрі теорияны мысалдармен 
ұштастырып баяндаған тиімді. Сондықтан, әрбір тақырып соңында 
теорияны меңгеру үшін егжей-тегжейлі талданған мысалдар 
келтіріліп, мүмкіндігінше теорияның геометриялық мағынасы мен 
сызбалары, ескертулері, түсіндірмелері толық беріліп, мысалдармен 
қамтылған. 

2004–2006, 2011 жылдары Е. Ә. Қасымовтың техникалық оқу 
орындарына арналған «Жоғары математика» (1, 2-бөлім) және 
«Математиканың арнайы кустары» атты оқулықтары Қ. И. Сәтбаев 
атындағы ҚазҰТУ-дың баспасынан жарық көрді.  

1994–1997 жж. «Санат» баспасынан жарық көрген ағайынды 
Қасымовтардың «Жоғары математика курсы»: Аналитикалық 
геометрия (І том) мен Сызықты алгебра (ІІ том) оқулықтары 
назарларыңызға ұсынылды. Осы курстың ІІІ томы «Матаматикалық 
анализ» пәніне арналған және ол екі бөлімнен тұрады. 1-бөлімі        
2006 ж. әл-Фараби атындағы ҚазҰУ-нің «Қазақ университеті» 
баспасынан жарық көрді. Ал 2-бөлімді сіздердің назарларыңызға 
ұсынып отырмыз. Осы оқулықтар оқыту үдерісінде кездесетін 
көптеген олқылықтардың орнын толтырар деп сенеміз. 

 
Авторлар 
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7. САНДЫ ЖӘНЕ ФУНКЦИЯЛЫҚ ҚАТАРЛАР 
ФУРЬЕ ҚАТАРЫ 

 
7.1. Санды қатар және оның жинақтылығы 

 
 1nna  немесе  na  санды тізбегін қарастырайық, мұндағы санды 

тізбектің мүшелері нақты сандар. Осы санды тізбектің мүшелерінен 
анықталған 

                   





1
21

n
nn a...a...aa                               (7.1) 

 
қосынды санды қатар деп аталады, мұндағы ia  қатардың i -ші 
мүшесі (i -ші элементі), ал na  қатардың n -ші мүшесі немесе жалпы 
мүшесі деп аталады. Төмендегі қосындылар: 

 

,a...aaaS
.............................

,aaaS
,aaS

,aS

nn 






321

3213

212

11

  

 
(7.1) санды қатардың дербес қосындылары деп аталады. ал 





n

i
in aS

1
 қосынды (7.1) санды қатардың дербес қосындысы немесе 

санды қатардың алғашқы n  мүшелерінің қосындысы деп аталады, 
ал 21   nnn aar  ...  санды қатардың қалдық қатары деп аталады. 
(7.1) қатардың мүшелерінен анықталған  nS  дербес қосынды тізбегін 
қарастырайық: 

                         .S,...S,...,S,S nn 21                                 (7.2) 
 
Анықтама. Егер (7.2) тізбектің 

 



SSnn

lim                                        (7.3) 
 

шектелген (шенелген) шегі бар болса, онда S  санын (7.1) қатардың 
қосындысы дейміз: 
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





1
21

n
nn a...a...aaS . 

 
Бұл жағдайда (7.1) қатар жинақты деп аталады, ал егер (7.3) 

шек жоқ немесе  -ке тең болса, онда қатар жинақсыз деп 
аталады. 

Демек, қатардың жинақтылығы туралы сөз қозғағанда, бұл сұрақ 
(7.3) шектің бар болуымен пара-пар, басқаша айтқанда, қатардың 
жинақтылығымен жинақсыздығы осы қатардың дербес 
қосындыларынан анықталған  nS  тізбегінің жинақтылығы мен 
жинақсыздығына тәуелді болады. 

Бізге мектеп бағдарламасынан таныс шексіз геометриялық 
прогрессияның мүшелерінен анықталған қатар санды қатарға мысал 
бола алады: 

   





1

2 ......
n

nn aqaqaqaqa , .a 0                  (7.4) 

 
Геометриялық прогрессияның алғашқы n  мүшелерінің 

қосындысын табайық: 
 

.
111

1...2

q
aq

q
a

q
qaaqaqaqaS

nn
n

n 








  

 

Егер 1q  болса, онда .
1

lim 



 q

aS nn
 Демек, 1q  болғанда 

геометриялық прогрессия қатары жинақты, бұл жағдайда: 
 

...aq...aqaqa
q

a n 


2

1
 

 
Егер 1q  болса, онда 


nn

Slim , яғни қатар жинақсыз. Егер 

1q  және 1q  болса, онда сәйкес: 
 

...;a...aa       ...a...aa n  11  
 
Бірінші қатар жинақсыз, себебі 


anS

nnn
limlim , ал екінші 

қатардың шегі жоқ, себебі: 
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







жупn,
такn,a

Sn 0
 

 
Сондықтан екінші қатар да жинақсыз. Сонымен, геометриялық 

прогрессияның еселігі 1q  теңсіздігін қанағаттандыратын q  үшін 
геометриялық прогрессия-қатар жинақты, ал  1q  үшін қатар 
жинақсыз болады. 

Мысалдар. 1. Санды қатардың анықтамасын пайдаланып, 

  


 1 21
1

n nn
  қатарының қосындысын табайық. 

Шешуі. Ол үшін белгісіз коэффициенттер әдісін пайдаланып, 

қатардың na   21
1




nn
 жалпы мүшесін жай бөлшектерге жіктейік: 

 

   .
)n)(n(

)n(A)n(A
n

A
n
A

nn 21
12

2121
1 2121













 

 
Бірінші мен соңғы бөлшектердің алымдарын теңестіріп, 1A  мен 

2A  белгісіз коэффициенттерді табайық: )n(A)n(A 121 21  , 

11 21  A,A . Сонда 
2

1
1

1






nn

an . Осыдан ,a
3
1

2
1

1   ,a
4
1

3
1

2   

,...,a
5
1

4
1

3    ,
nn

an 1
11

1 
     




1
1

n
an 2

1
n

. 

Осы мүшелерді қосып, берілген қатардың алғашқы n  
мүшелерінің қосындысын табамыз: 

 

2
1

2
1




n
Sn . 

 
Анықтама бойынша nS -нен шекке көшіп, қатардың қосындысын 

анықтаймыз: 
 

,
2
1

2
1

2
1limlim 











 n
S

nnn
      





 2
1

21
1

1n nn
. 

 
Демек берілген қатар жинақты. 

2. 


1

1
n n

 қатарын зерттейік. 
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Шешуі. Бұл қатар гармоникалық қатар деп аталады. 
Гармоникалық қатардың жинақсыз болатынын дәлелдейік. Ол үшін 
гармоникалық қатардың nS  мен nS2  дербес қосындыларын 
қарастырайық: 

 

n
...Sn

1
3
1

2
11  , 

n
...

nn
...S n 2

1
1

11
3
1

2
112 


 . 

 

Осыдан 

2
1

2
1

2
1

2
1

1
1

2 






n

n
n

...
nn

SS nn . 
 

Онда 
2
1

2  nn SS . Енді берілген қатар жинақты болсын деп 

ұйғарайық, онда SSnn



lim . Демек, SS nn




2lim  болған болар еді, ал 

2
1

2  nn SS  теңсіздігінен мына қайшылыққа келеміз: 




nn
S2lim

2
1,

2
1lim 


SSSnn

. Осы қайшылық гармоникалық қатардың 

жинақсыз болатынын дәлелдейді. 
 
Сұрақтар мен есептер:  
1. Қатардың дербес қосындысы.  
2. Жинақты және  жинақсыз қатарлар. 
3. Қатардың қосындысы. 
4. Санды қатардың қосындысын анықтаманы пайдаланып табыңдар:  




 2
2 1
1

n n
,   



 1 3
1

n nn
,   



 1 2
1

n nn
,    



 0 32
1

n nn
,    



 0 31
1

n nn
.  

 
7.2. Санды қатардың қасиеттері 
 

1-қасиет. Егер 





1
21

n
nn a...a...aa  санды қатары жинақты 

және оның қосындысы S -ке тең болса, онда: 
 







1
21

n
nn ca...ca...caca  

 
санды қатары да жинақты және оның қосындысы Sc  -ке тең болады, 
мұндағы  
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constc  . 
 
Дәлелдеу. Алдымен nn ca...cacaS  21  дербес қосындыны 

қарастырайық: nn ScS  , мұндағы  



n

i
in aS

1
. Осыдан 

 

cSScScS nnnnnn



limlimlim . 

 
Демек, жинақты қатарды тұрақты c  санына көбейтуге болады 

және ол қатар да жинақты болады. 

2-қасиет. 


1n
na  мен 



1n
nb  жинақты қатарларын мүшелеп қосуға 

және алуға болады, егер  ,Sa
n

n 


1
Sb

n
n 



1
 болса, онда 






1
)(

n
nn ba  

қатарлары да жинақты және SSba
n

nn 


1
)(  теңдігі орындалады. 

Дәлелдеу. nS  қосынды 


1n
na  қатарының, ал nS  қосынды 



1n
nb  

қатарының алғашқы n  мүшелерінің қосындысы болсын, онда 
қасиеттің шарты бойынша: 

 

SSSS nnnn



lim,lim , 

 
онда SSSSSS nnnnnnn




limlim)(lim  болады. 
3-қасиет. Егер қатардың саны санаулы мүшелерін алып тастасақ 

не қатарға қоссақ, онда қатардың жинақтылығы немесе 
жинақсыздығы өзгермейді. 

Дәлелдеуі. Дәлелдеу үшін екі санды қатарды қарастырайық: 
 

...,a...aaa n  321  
 

...,a...aaa n  543  
 
мұндағы екінші қатар бірінші қатардың алғашқы екі мүшесін алып 
тасталғаннан анықталып отыр. Бірінші мен екінші қатарлардың 
алғашқы n  мүшелерінің қосындысын сәйкес nn S,S  деп белгілейік: 

 

nnnn a...aaaS,a...aaaS  543321 . 
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Сонда  22154321  nnn Saaa...aaaaaS . 
Осыдан )aa(SS nn 212  , мұндағы n -да )n( 2  де  -ке 

ұмтылады. Сондықтан бірінші қатар үшін nn
S


lim  шегі бар болса, онда 

2lim 


n
n

S  шегі де бар. Демек, бірінші қатар жинақты болса, онда 

екінші қатарда жинақты болады немесе керісінше. Қатарлар жинақты 
болғанменде олардың қосындысы  әртүрлі,  яғни: 

 

)(limlim 212 aaSS nn
n

n






. 

 
Осы сияқты, егер бірінші қатар жинақсыз болса, онда екінші 

қатарда жинақсыз болады немесе керісінше. 
4-қасиет (қатардың жинақтылығының қажетті белгісі). Егер 




1n
na  қатары жинақты болса, онда оның жалпы мүшесі нөлге 

ұмтылады n -да, яғни 0lim 


nn
a . 

Дәлелдеу. Қатардың жалпы мүшесін 1 nnn SSa түрінде 
өрнектеуге болады. Қасиеттің шарты бойынша, қатар жинақты, яғни  

SSnn



lim , онда  

SSnn



1lim . 

Сондықтан 
 

0limlim)(limlim 11  


nnnnn SSSSa
nnnn

. 
 
Осы қасиеттен 0lim 


nn

a  шарт қатардың жинақты болуы үшін 

қажетті ғана шарт, жеткілікті шарт емес. Мысалы, гармоникалық 

қатардың 
n

an
1

  жалпы мүшесі үшін, 01lim 
 nn

 шарт орындалғанмен 

де гармоникалық қатар жинақсыз. 
5-қасиет (қатардың жинақсыздығының жеткілікті белгісі). 

Егер 


1n
na  қатарының жалпы мүшесі нөлге ұмтылмаса, n -да, 

яғни 0lim 


nn
a , онда қатар жинақсыз. 
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Дәлелдеу. Қарсы жориық, яғни  қатар жинақты болсын, онда 4-ші 
қасиет бойынша 0lim 


nn

a  болады. Ал бұл қасиеттің 0lim 


nn
a  

шартына қайшы келеді. 

Мысалдар. 1. 


 1 12
3

n n
n  қатарын зерттейік. Ол үшін 5-ші қасиеттің 

жеткілікті белгісін тексерейік: 
 

0
2
3

12

3lim
12

3limlim 








n
n

na
nnnn

. 

 
Демек, қатардың жалпы мүшесі нөлге ұмтылмайды, олай болса, 

қатар жинақсыз. 

2. 





1

1
n n

 қатарды зерттейік, const . 

Шешуі. Егер 1  болса, онда 


1

1
n n

 гармоникалық қатар. Демек, 

1  болғанда берілген қатар жинақсыз. 
Егер 1  және 2k  болса, онда: 
 

   
 









kk

n

n

n

n

n

k

n

k

n
k x

dx
x
dxdx

nn
S

12 1121
11111

 
 

11
11

1
1

1

1











 kx . 

 
Осыдан 


kk

Slim . Демек, 1  болса, онда қатар жинақты. 

      Егер 1  және 2k  болса, онда  nn  : 
 

kln
nn

S
k

n

k

n
k  




111
11

. 

 
Осыдан 


kk

Slim . Демек, 1  болса, онда қатар жинақсыз 

болады. 
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6-қасиет (Коши критерийі). 


1n
na қатары жинақты болу үшін кез 

келген 0  саны үшін )(N  нөмірі табылып, барлық )(Nn   және 
бүтін 0p  үшін 

 

 




 pnnn

pn

nk
k a...aaa 21

1
                      (7.5) 

 
Теңсіздігі орындалуы қажет әрі жеткілікті, мұндағы 

  ...aa nn 1  pna  npn SS   ,  pnS   мен nS  берілген қатардың 
дербес қосындылары. 

Коши критерийін дәлелдеусіз қабыл алып, осы қасиеттен және 
тәжірибеде жиі қолданылатын төмендегі Коши критерийінің 
салдарын келтірейік. 

Салдар. 


1n
na  қатары жинақты болуы үшін, осы қатардың 

мүшелерінен анықталған  na  тізбегі шексіз аз шама болуы қажет, 
яғни 0lim 


nn

a . 

Сонымен, берілген қатарды жинақтылыққа зерттегенде, алдымен 
ол қатардың жалпы мүшесі нөлге ұмтылатынын тексеру қажет. Егер 
қатардың жалпы мүшесі нөлге ұмтылмаса, онда ол қатар жинақсыз 
болады. 

Негізінде келтірілген салдар мен 4-қасиет әртүрлі 
тұжырымдалғанмен де екеуі де қатардың жинақтылығының қажетті 
шарты болып табылады. 

Коши критерийін пайдаланып, төмендегі қатарлардың жинақты 
және жинақсыздығын дәлелдейік. 

Мысалдар. 1. 





1

)1cos(cos
n n

xnnx  қатардың жинақты болатынын 

дәлелдейік. 
Кез келген 0  санын тағайындайық,  npn SS  теңсіздігі 

орындалатындай және Nn   теңсіздігін қанағаттандыратын N  
нөмірін табайық, p  – кез келген натурал сан. Сонда: 
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











...
2

)3cos()2cos(
1

)2cos()1cos(

n
xnxn

n
xnxnSS npn

 

 

























2
)3cos(

2
)2cos(

1
)2cos(

1
)1cos()1cos()cos(

n
xn

n
xn

n
xn

n
xn

pn
xpnxpn

 

 















1

)1cos()1cos()cos(...
n

xn
pn

xpn
pn

xpn











)3)(2(
)3cos(

)2)(1(
)2cos(

nn
xn

nn
xn  

 























)3)(2(
1

)2)(1(
1

1
1)1cos(

))(1(
)cos(...

nnnn

npn
xpn

pnpn
xpn

 

 

npnpnpn
21

))(1(
1... 





 . 

 

Осыдан, егер N  нөмірін 

2 -ге тең деп алсақ, онда  npn SS  

теңсіздігі орындалады. Демек, Коши критерийі бойынша қатар 
жинақты. 

2. 


 1 )1(
1

n nn
 қатары жинақсыз болатынын дәлелдейік. 

Коши критерийіндегі 
4
1

  болсын, онда кез келген  n  үшін: 
 

4
1

12
1...

3
1

2
1

)12(2
1

...
)3)(2(

1
)2)(1(

1
2























nnnnn

nnnn
SS nn

 

 
теңсіздігі орындалады. Олай болса, Коши критерийі орындалмайды, 
демек берілген қатар жинақсыз. 
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Сұрақтар:  
1. Санды қатардың қасиеттері.  
2. Қатардың жинақтылығының қажетті белгісі. 
3. Қатардың жинақсыздығының жеткілікті белгісі. 
4. Коши критерийі. 
 
7.3.  Оң сандар қатары 
 
Біз осы тақырыпта қатарлардың барлық мүшелері оң болатын 

қатарларды қарастыратын боламыз, мұндай қатар оң сандар қатары 
деп аталады немесе мүшелері теріс емес қатар деп аталады. 

 







1
21

n
nn ...,a...aaa                                 (7.6) 

 
мұндағы .an 0  Оң сандар қатарына  nS...SS 21 ...Sn 1  
теңсіздіктері орындалады. 

Шынында да, ,aSS iii 11    мұндағы 01 ia  болғандықтан 
 ii SS 1 ,...,i,Sa ii 211    Демек, оң сандар қатарының мүшелерінен 

анықталған  nS  дербес сандар тізбегі өспелі тізбек болады, онда 
мына тұжырымдарды аламыз: 

1) (7.6) оң сандар қатарының әрқашанда қосындысы бар; 
2) Егер оң сандар қатарының nS  дербес қосындысы жоғарыдан 

шектелсе, онда қатар жинақты; 
3) Егер дербес қосынды жоғарыдан шектелмесе, онда қатар 

жинақсыз. 
7.1-теорема. (7.6) оң сандар қатары жинақты болуы үшін 

қатардың  nS  дербес тізбегі шектелген болуы қажет әрі жеткілікті. 
Қажеттілігі. Берілген қатар жинақты болсын, онда 6-қасиет 

бойынша қатардың  nS  дербес тізбегі шектелген. 
Жеткіліктігі. Қатардың  nS  дербес тізбегі жоғарыдан шектелсін, 

онда [1], 2-тұжырым бойынша, санды қатардың шегі бар. Дәлелденді. 
7.2-теорема (салыстыру белгі). Оң сандар қатарларын 

қарастырайық: 
 

  ...,a...aaa n
n

n 



21

1
                               (7.6) 
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...,b...bbb n
n

n 



21

1
                                (7.7) 

 
мұндағы 00  nn b,a  болсын. Егер (7.6) мен (7.7) қатарларының 
барлық мүшелеріне (немесе белгелі бір нөмірден бастап, мысалы, 

Nn  ) nn ba   теңсіздігі орындалса, онда: 
1) (7.7) қатардың жинақтылығынан (7.6) қатардың жинақтылығы 

шығады; 
2) (7.6) қатардың жинақсыздығынан (7.7) қатардың 

жинақсыздығы шығады. 
Демек, егер (7.7) жинақты болса, онда (7.6) жинақты; егер (7.6) 

жинақсыз болса, онда (7.7) жинақсыз. 
Дәлелдеу. Теореманың шартындағы nn ba   теңсіздігі барлық n  

үшін орындалсын және (7.6) мен (7.7) қатарларының дербес 
қосындыларын сәйкес nn S,S  таңбаларымен белгілейік, онда nn ba   
теңсіздіктен nn SS   теңсіздігін аламыз. Демек, соңғы теңсіздіктен 
мынадай қорытындыға келеміз: егер  nS  тізбегі шектелсе, онда  nS  
тізбегі де шектелген; егер  nS  тізбегі шектелмесе, онда  nS  тізбегі де 
шектелмеген болады. Олай болса, 7.1-теоремадан дәлелдеу керек 
тұжырымды аламыз. Дәлеледенді. 

Тәжірибеде жиі қолданылатын осы теореманың екі салдарын 
келтірейік. 

1-салдар. (7.6) мен (7.7) оң сандар қатарларының жалпы 
мүшелеріне мына теңдік орындалсын: 

 

00 


n
n

n
n

b,c,c
b
alim . 

 
Егер: 1) (7.7) қатар жинақты, c  болса, онда (7.6) қатар да 

жинақты; 
2) (7.6) қатар жинақсыз және 0c  болса, онда (7.7) қатар да 

жинақсыз болады. 
Дәлелдеу. 1) (7.7) қатар жинақты және c  болсын. Кез келген 

0  санын алайық, онда шектің анықтамасы бойынша, үлкен n  саны 

үшін  c
b
a

n

n  теңсіздігі орындалады. Осыдан  can ( nb) . Онда 
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санды қатардың 1-ші қасиеті бойынша (7.2-тақырып) 





1n
nb)c(  

қатары да жинақты, себебі 


1n
nb  қатары жинақты. Сондықтан 

салыстыру белгі бойынша (7.6) қатар да жинақты. Теореманың екінші 
тұжырымын осы сияқты дәлелдеуге болады. Дәлелденді. 

Осы салдардан мына тұжырымға келеміз: егер  c0  болса, 
онда (7.6) мен (7.7) қатарлардың екеуі де жинақты немесе жинақсыз. 

Ескерту. 


1 )(
)(

n m

k

nP
nP  қатарын зерттеу үшін бұл қатарды 






1

1
n n

 

қатарымен салыстырған тиімді, мұндағы nnPk )( -ге тәуелді k  
дәрежелі, ал )(nPm  n -ге тәуелді m  дәрежелі көпмүшеліктер, km . 

2-салдар. (7.6) мен (7.7) оң сандар қатарларының жалпы 
мүшелеріне 

n

n

n

n

b
b

a
a 11    

 
теңсіздігі орындалсын. Егер: 1) (7.7) қатар жинақты болса, онда (7.6) 
қатар да жинақты; 2) (7.6) қатар жинақсыз болса, онда (7.7) қатар да 
жинақсыз болады. 

Дәлелдеу. Барлық n  үшін 
 

112

3

2

3

1

2

1

2




n

n

n

n

b
b

a
a

,...,
b
b

a
a

,
b
b

a
a

 

 
теңсіздіктері орындалсын. Осы теңсіздіктерді бір-біріне мүшелеп 
көбейтсек: 
 

111221

132

1221

132

b
b

a
a

,
bb...bb
bb...bb

aa...aa
aa...aa nn

nn

nn

nn

nn 













 . 

 

Осыдан nn b
a
ba

1

1 . 

1) Егер (7.7) қатар жинақты болса, онда 


1 1

1

n
nb

a
b  қатары да 

жинақты болады. Олай болса, салыстыру белгі бойынша, (7.6) қатар 
да жинақты. 
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Осы сияқты 2) тұжырымды дәлелдеуге болады. Дәлелденді. 

Мысалдар. 1. 


 1 52
1

n
n  қатарын зерттейік. 

Шешуі. nna
52

1


  берілген қатардың жалпы мүшесі. Қатарды 

зерттеу үшін қатардың салыстыру белгісін пайдаланған тиімді. 

Берілген қатарды 


15
1

n
n  қатармен салыстырайық, nnb

5
1

  және 

nn 5
1

52
1




 теңсіздігі барлық n  үшін орындалады. 


15
1

n
n  қатары 

геометриялық прогрессия және оның еселігі 1
5
1
q . Сондықтан 




15
1

n
n  қатары жинақты, олай болса, салыстыру белгі бойынша, 

берілген қатар да жинақты. 

2. 





1

2

3n
n
nsin  қатарын зерттейік, мұндағы 

nn
nsina

3

2 
  қатардың 

жалпы мүшесі. Оның жалпы мүшесіне 
nn

nsin
3
1

3
0

2



  теңсіздігі 

орындалады. Сондықтан, берілген қатарды жалпы мүшесі nnb
3
1

  

болатын 


13
1

n
n  қатармен салыстырайық, ал бұл геометриялық 

прогрессия қатарын құрайтын қатардың  еселігі 
3
1

q -ке тең, демек ол 

жинақты. Онда салыстыру белгі бойынша берілген қатар жинақты 
болады. 

3. 


 2 1
1

n n
 қатарын зерттейік, мұндағы 

1
1



n

bn  қатардың 

жалпы мүшесі.  
Шешуі. Қарапайым nn 1  теңсіздікті ескеріп, 

na
nn



1

1
1  теңсіздігін аламыз. Берілген қатарды 



1

1
n n

 қатарымен 

салыстырайық және бұл қатар жинақсыз, 1
2
1
  (7.2-тақырып, 

мысал). Онда салыстыру белгі бойынша берілген қатар да жинақсыз 
болады. 
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4. 






1
2

25
n n

n  қатарын зерттейік, 
2

25
n
nan


  жалпы мүше. 

Шешуі. 1-ші салдарды және ескертуді пайдаланайық. Сонда 

112  , сондықтан берілген қатарды 


1

1
n n

 гармоникалық 

қатарымен салыстырайық, мұндағы   
n

bn
1

 :   
 

nn
n

b
a

nn

n
n

1:25limlim 2



 2

2 25lim
n

nn
n





05

1

25
lim 





cn

n
. 

 

Сонымен, 


1

1
n n

 қатары жинақсыз болғандықтан, салыстыру белгі 

бойынша берілген қатар да жинақсыз. 
Даламбер белгісі. (7.6) оң сандар қатары берілсін. 
1) Егер 10  q  және m  нөмірі табылып, mn   үшін q

a
a

n

n 1  

теңсіздігі орындалса, онда (7.6) қатар жинақты болады; 

2) егер m  нөмірі табылып, mn   үшін 11 

n

n

a
a  теңсіздігі 

орындалса, онда (7.6) қатар жинақсыз болады. 
Дәлелдеу. 1) 10  q  болсын және mn   сандары табылып, 

 

q
a

a

n

n 1  
 

теңсізігі орындалсын. Осыдан: nn qaa 1 . Онда 
 

p
mpmpmpm

mmm

mm

qa...qaqaa

....................................
,qaqaa

,qaa













2
21

2
12

1

 

 

теңсіздіктері орындалады және ...qa...qaqa p
mmm  2  қатары 

кемімелі геометриялық прогрессия, еселігі 10  q . Сондықтан бұл 
қатар жинақты, демек, салыстыру белгі бойынша және санды 
қатардың 3-қасиеті бойынша мына қатар: 
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



 

1
21

i
impmmm a...a...aa  жинақты, онда (7.6) қатар да 

жинақты болады. 
2) m  нөмірі табылып, mn   үшін 11 

n

n

a
a  теңсіздігі орындалсын. 

Онда nn aa 1 , осыдан: 
 

iiii

mmmm

mmm

mm

aaaa

aaaa
aaa

aa
















123

123

12

1

.............................................
,

,
,

 

 
теңсіздіктері орындалады. Мұндағы,  0ma  болғандықтан, берілген 
қатардың жоғарыдан шектелген (шенелген) жалпы мүшесі нөлге 
ұмтылмайды, яғни 0lim 


nn

a . Демек, қатардың жинақтылығының 

қажетті шарты (7.2-тақырып) орындалмағандықтан, (7.6) қатар 
жинақсыз болады. Дәлелденді. 

Енді тәжірибе сабағында жиі қолданылатын Даламбер белгісінің 
салдарын қарастырайық. 

Салдар. (7.6) оң сандар қатары үшін 

 n

n
n a

a 1lim шек бар болсын. 

1) Егер 10   болса, онда (7.6) қатар жинақты болады; 2) егер 1  
болса, онда (7.6) қатар жинақсыз болады. 

Мысалдар. 1. 


1

3
n

n

n
 қатарын зерттейік. 

Шешуі. Мұндағы ,
n

a
n

n
3

  
1

3 1

1 




 n
a

n

n . Даламбер белгісін 

пайдаланайық:  
 


















 )1(3
3lim3:

1
3limlim

11
1

n
n

nna
a

n

n

n

nn

nn

n
n

.13
1

lim3 
 n
n

n
 

 
Сонымен, 13  . Сондықтан берілген қатар жинақсыз. 

2. 


13n
n

n  қатарын зерттейік. 
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Шешуі. Мұндағы  11 3
1,

3 


 nnnn
nana . Даламбер белгісі бойынша: 

 

.1
3
111lim

3
1

3
3)1(lim

3
:

3

1limlim 1
1

1







 











  nn
nnn

a
a

nn

n

nnnn

n
n n

 

 

Демек, 1
3
1
 , сондықтан қатар жинақты. 

 3. 


1

3
n

n

n

n
!n  қатарын зерттейік. 

Шешуі. Мұндағы,  1

1

1 )1(
)!1(3,!3





 


 n

n

nn

n

n n
na

n
na . Даламбер белгісі 

бойынша:  
 





 







 n

n

n

n

nn

n
n n

n
n

n
a

a !3:
)1(

)!1(3limlim 1

1
1 












 11

1

)1(
)1(lim3

)1(!3
)!1(3lim n

n

nnn

nn

n n
nn

nn
nn  

13
11

1lim3
1

lim3 







 












 e
n

n
n

nn

n

n
. 

 
Берілген қатар жинақсыз. 
Кошидің радикал белгісі. (7.6) оң сандар қатары берілсін. 
1) Егер 10  q  және m  нөмірі табылып, mn   үшін qan

n   
теңсіздігі орындалса, онда (7.6) қатар жинақты болады; 

2) егер m  нөмірі табылып, mn   үшін 1n
na  теңсіздігі 

орындалса, онда (7.6) қатар жинақсыз болады. 
Дәлелдеу. 1) 10  q  мен m  нөмірі табылып, mn   үшін qan

n   

немесе n
n qa   теңсіздігі орындалсын делік. Онда )q(q

n

n 1
1





қатары 

жинақты болады (7.2-тақырып), демек, салыстыру белгісі бойынша 
(7.6) қатар жинақты. 

2) m  нөмірі табылып, mn   үшін 1n
na  немесе 1na  теңсіздігі 

орындалсын. Онда берілген қатарға қатардың жинақтылығының 
қажетті 0lim 


nn

a  шарты орындалмайды. Олай болса, (7.6) қатар 

жинақсыз. Дәлелденді. 
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Енді Кошидің радикал белгісінің салдарын қарастырайық. 
Салдар. (7.6) қатар үшін 


n

nn
alim  шек бар болсын. 

1) Егер 1  болса, онда (7.6) санды қатар жинақты болады; 
2) Егер 1  болса, онда (7.6) санды қатар жинақсыз болады. 
Ескерту. Даламбер мен Кошидің радикал белгілеріндегі 1  

болса, онда қатардың жинақты, жинақсыздығы туралы ештеңе айтуға 

болмайды, яғни қосымша зерттеу қажет. Мысалы, 






 1
2

1

11
nn n

,
n

 

қатарлары үшін, Даламбер белгісі бойынша 1  болады, бірақ 
бірінші қатар жинақсыз, ал екінші қатар жинақты ( 12  , 7.2-
тақырып). 

Кошидің интегралдық белгісі. (7.6) оң сандар қатарының 
мүшелері кемімелі болсын: ...a...aaa n  321 , );1[   
интервалында анықталған )(xf  функциясына nanf )(  теңдігі 
орындалсын. 

1) Егер 


1
)( dxxf  бірінші түрдегі меншіксіз интегралы жинақты 

болса, онда   (7.6) қатар да жинақты; 

2) егер 


1
)( dxxf  бірінші түрдегі меншіксіз интегралы жинақсыз 

болса, онда (7.6) қатар да жинақсыз.  
Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін 1 mxm  болсын, онда (7.6) 

қатардың мүшелері кемімелі болғандықтан, )(xf  функциясы 
 )()( xfmf  ),1( mf  

 

 
 

7.1-сурет 
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,...,m 21  теңсіздігін қанағаттандырады (7.1-сурет). Соңғы теңсіздікті 

]1;[ mm  сегментте интегралдайық: )1()()(
1

 


mfdxxfmf
m

m
. 

Осы теңсіздіктен m  бойынша 1-ден n -ге дейін қосынды алайық: 

 
 






n

m

n

m

m

m

n

m
mfdxxfmf

1 1

1

1
)1()()(  және 




n

m
n mfS

1
)(  болсын. Онда     

11

1

1
)( aSdxxfS n

n

n  



  немесе 1

1

1
1 )( adxxfS

n

n  


 . 

1) Егер 


1
)( dxxf  жинақты болса, онда 




1

1

1
)()( dxxfdxxf

n
 

теңсіздігінен 

1
1

1

1

1
1 )()( adxxfadxxfS

n

n  


  

 
теңсіздігі орындалады. Демек, (7.6) қатардың 1nS  дербес қосындысы 
жоғарыдан шектелген, кез келген n  үшін. Онда 7.3-тақырыптағы 
тұжырым бойынша 1nS  қосындының шегі бар, яғни (7.6) қатар  
жинақты.  

2) Егер 


1
)( dxxf  жинақсыз болса, онда n  саны өскенде 

1

1
)(

n
dxxf  

интегралы да шексіз өседі, яғни 



1

1
)(

n

n dxxfS  теңсіздігіндегі n  саны 

өскенде nS  қосынды да шексіз өседі. Дәлелденді. 

Мысал. 





1

1
n n

 қатарын зерттейік. Бұл қатардың жинақты мен 

жинақсыздығына Даламбер мен Кошидің радикал белгілері жауап 
бере алмайды, себебі: 

 

,
1

limlim 1 

















 n
n

a
a

nn

n
n

 













n

n
n

nn n
a 1limlim . 

 
Ал Кошидің интеграл белгісі арқылы жауап алуға болады, 

мұндағы )(xf x
1  (6.14-тақырып, мысал). Бұл функция Кошидің 

интеграл белгісінің барлық шарттарын қанағаттандырады. Онда: 1  
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болғанда 



1 x

dx  интегралы жинақты, олай болса, (7.6) қатарда 

жинақты; 1  болса 



1 x

dx  интегралы жинақсыз, олай болса, (7.6) 

қатар да жинақсыз. 
Бізге (7.6) оң сандар қатары берілсін. (7.6) қатардың Раабе 

тізбегі деп 

 




















1
1n

n
n a

anr  

тізбегін айтамыз. 
Раабе*) белгісі. 1) Егер m  нөмірі мен 1q  саны және mn   үшін 

 

q
a
anr
n

n
n 












1
1

                                        (7.8) 

 
теңсіздігі орындалса, онда (7.6) қатар жинақты болады; 

2) егер m  нөмірі мен mn   үшін 1nr  болса, онда (7.6) қатар 
жинақсыз болады. 

Дәлелдеуі. 1) m  нөмірі мен 1q  және mn   үшін 
 

11
1













q
a
a

n
n

n   немесе  
n
q

a
a

n

n 


1
1

                       (7.9) 

 
теңсіздігі орындалсын, мұндағы 1q  болғандықтан q  мен 1-дің 
арасынан r  саны табылып, 1 rq  теңсіздігі орындалады. Онда 

s

n

n

s

n








 

 1

111
lim . Демек, mn   үшін q

n

n

s








 

1

11   немесе  
n
q

n

s







  111  

теңсіздігі орындалады онда осыдан және (7.9) теңсіздіктен: 
 

ss

n

n

n
n

na
a







 







 



111
1

. 

                                                        
*Иозеф Людвиг Раабе (1801–1859) – швед математигі 
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  Осыдан: 

s

ss

n

n

n

)n(
n

n
a

a
1

1
1

1
1 









 . 

 

Соңғы теңсіздіктің оң жағындағы өрнек 


1

1
n

sn
 қатарының екі 

мүшесінің қатынасы, сондықтан салыстыру белігісінің 2-ші салдары 
бойынша (7.6) қатар жинақты болады. 

Екінші тұжырымды жаттығу ретінде оқырманға ұсынамыз. 
Дәлелденді. 

Салдар. Егер мына шек бар болса, rrnn



lim , онда 1r  болғанда 

(7.6) қатар жинақты, ал  1r  болса, онда (7.6) қатар жинақсыз болады. 

Мысал. 





1

!
n

pn

n

n
en  қатарын зерттейік. 

Зерттеу үшін Раабе белгісін пайдаланайық, алдымен 
1n

n

a
a  өрнекті 

түрлендірейік:  










 










1

1

1

1
1 )!1(

)1(!

)1(
)!1(

!

npn

pnn

pn

n
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n

n

n

enn
nen

n
en

n
en

a
a  

 







 



















 pn

pn

pn

pn

pn

n
n

ene
n

nne
n 11)1(

)1(
)1( 1

 
 







 









 

pn

n
lnpn

e
ene

111111 111ln)(11ln)(1 





 






 

 n
pn

n
pn

ee
e

. 
 

Соңғы өрнектің дәрежесіндегі 





 

n
11ln  өрнекті Маклорен 

формуласы бойынша жіктейік: 
 





















  2222

1
2
1111

!2
1111ln

n
O

nnn
O

nnn
. 
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Сонда: 
 






























n
O

n
p

n
O

nn
pn

n

n ee
a
a

1
2

1211
2

11)(

1

22










 n

n
O

n
p ,1
2

121 . 

 
Енді Раабе тізбегінің жалпы мүшесін құрайық: 

 



































n,
n

p
n

O
n

pn
a
a

nr
n

n
n 2

1211
2

1211
1

. 

 

Берілген тізбек жинақты болуы үшін 1
2

12



n

p  теңсіздігі 

орындалуы қажет. Осыдан берілген тізбек жинақты болады, егер 

2
3

p  болса. 

 
Сұрақтар мен есептер:   
1. Оң сандар қатарының жинақты болуының қажетті әрі 

жеткілікті белгісі. 
2. Даламбер және Кошидың радикал мен интеграл белгілері. 

3. 


 1 62
1

n
n ,  



 5 2
1

n n
, 



1

!3
n

n

n

n
n   қатарын зерттеңдер. 

 
7.4.  Қатардың  абсолютті  және  шартты  жинақтылығы 
 
Біз өткен тақырыпта қатардың барлық мүшелерінің таңбасы не 

оң, не теріс болсын деп қарастырдық. Ал енді осы тақырыпта, 
қатардың мүшелерінің таңбалары кез келген болып келген 
қатарларды қарастыратын боламыз және олар таңбалары айнымалы 
қатарлар деп аталады: 

 

   ,a...a...aaa n
n

n 





1
321                        (7.10)                 

 

мысалы, 1 ...
10
1

9
1

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

2
1  таңбалары айнымалы қатарға 

мысал бола алады. 
Егер (7.10) қатардың мүшелерінің таңбалары кезектесіп ауысып 

отыратын болса, онда ол таңбалары ауыспалы қатар деп аталады, 
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мысалы, қатардың бірінші мүшесінің таңбасы оң болса, онда 
таңбалары ауыспалы (7.10) қатарды мына түрде жазуға болады: 

              

               ,a...a...aaa n
n

n
n

n 




 
1

11
321 11               (7.11) 

 
мұндағы ia >0, осы сияқты, егер қатардың бірінші мүшесі теріс болса, 
онда:                                         

                n
n

n
n

n aaaaa 





1
321 1...1... .               (7.11’) 

 
Анықтама. (7.10) қатар абсолютті жинақты деп аталады, егер 

осы қатардың мүшелерінің абсолют шамаларынан анықталған 
 

             





1
321

n
nn a...a...aaa                       (7.12) 

 
қатары жинақты болса. 

Бұл жағдайда (7.12) қатар оң сандар қатары болады, демек (7.12) 
қатарға Даламбер, салыстыру, Кошидің белгілерін және олардың 
салдарын пайдалануға болады. 

7.13-теорема. Егер (7.12) қатар жинақты болса, онда (7.10) қатар 
да жинақты болады. 

Дәлелдеу. Теореманың шарты бойынша (7.12) қатар жинақты, 
яғни Коши критерийі бойынша (7.2-тақырып)  алдын ала берілген 
>0 сан үшін N нөмірі табылып, n>N теңсіздігін қанағаттандыратын 
барлық n  және натурал p  сандары үшін 

 

        




pn

nk
ka

1
                                           (7.13) 

 

теңсіздігі орындалады. (7.13) теңсіздіктен кез келген >0 саны үшін 
 

 








pn

nk
k

pn

nk
k aa

11
 

 
теңсіздігі орындалды. Дәлелденді. 

Анықтама. (7.10) қатар шартты жинақты деп аталады, егер 
(7.10) қатар жинақты, ал (7.12) қатар жинақсыз болса. 
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Мысалы,  







1
2

111
n

n

n
  ...

n
... n  

2
1

22
11

3
1

2
11  қатары абсолютті 

жинақты, себебі   








 
1

2
1

2
1 111

nn

n

nn
 қатары жинақты. 

Негізінде таңбалары ауыспалы қатарға жиі қолданылатын 
Лейбниц теоремасын келтірейік. Лейбниц теоремасының шарттарын 
қанағаттандыратын қатар Лейбниц қатары деп аталады. 

Лейбниц белгісі. Егер таңбалары ауыспалы (7.11) қатардың 
мүшелерінің абсолют шамасы кемімелі болса және оның жалпы 
мүшесі n  -да нөлге ұмтылса, яғни: 

 

1a 2a  ...a3 ...,an    ,alim n
n

0


 
 

онда (7.11) қатар жинақты. 
Дәлелдеу. (7.11) қатардың nS2  дербес қосындысын 

қарастырайық: 
  nnn aa...aaaS 2123212  

 

      1224321  nn aa...aaaa . 
 
Лейбниц белгісінің шарты бойынша жақша ішіндегі өрнектер 

үшін  1ia   0 ia  теңсіздігі орындалады. Сондықтан  nS2  тізбегі 
кез келген n  үшін өспелі және nS2  дербес қосындыны мына түрде 
жазуға болады: 

 
        121222543212 aaaa...aaaaaS nnnn  

 

      .aaa...aaaa nnn 212225432    
 
Мұндағы квадрат жақша ішіндегі өрнектер оң, онда кез келген n  

үшін nS2 1a  теңсіздігі орындалады. Демек,  nS2  тізбегі барлық n  
үшін өспелі және жоғарыдан шектелген. Онда: SS nn




2lim . 

Лейбниц белгісін толық дәлелдеу үшін SS nn



2lim  теңдігін 

дәлелдесек жеткілікті. Ол үшін 1222  nnn aSS  және 0lim 12 


nn
a  

теңдіктерді еске алсақ жеткілікті. Сонымен, (7.11) қатар жинақты. 
Дәлелденді. 
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Бізге берілген қатар (7.11) Лейбниц қатары болсын. Онда 
жоғарыдағы теореманың дәлелдеуінен дербес қосынды қосындыға 
өсе отырып жақындаса, ал  12 nS  дербес қосынды кеми отырып 
жақындайды. Демек, nS2  S 12 nS  теңсіздігі орындалады немесе 
0  S 1a . Соңғы теңсіздік Лейбниц қатарларының қалдық қатарын 
бағалағанда өте жиі қолданылады. Егер қалдық қатары  

 
nr2 12na ...a n 22  

болса, онда:  
1220  nn ar ; 

ал егер  
  12212 nnn aar ...  ...aa nn  122  

 

болса, онда:  
012 nr , mn ar 212   

 
болады.  Сонымен, Лейбниц қатардың қалдық қатарының таңбасы 
оның бірінші мүшесінің таңбасымен бірдей, ал абсолют шамасы 
бірінші мүшесінің абсолют шамасынан  кіші. 

Мысалдар:  1.     1
131

1

1 








nn
nn

n
 қатарын зерттейік.  

Шешуі. Берілген қатар Лейбниц белгісінің барлық шарттарын 
қанағаттандырады:  

 

    








 ...
nn
n

n

n

20
13

12
10

6
7

2
4

1
131

1

1

 1
13




nn
n ...,  

 

...
20
13

12
10

6
7

2
4

  ,
nn
n

1
13




    0
1
13limlim 





 nn

na
nnn

. 

 
Сонымен, берілген қатар Лейбниц қатары болады, яғни ол 

жинақты. 
Енді берілген қатардың абсолют шамасынан анықталған 

 1
13

1 





 nn
n

n
 қатарға салыстыру белгіні қолданайық:  

 

 1
13




nn
n =   


1

1
nn

n
  1
2
nn

n
  nnn
n 1

1
1



 . 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 32 

Сонда  


 


1 1
13

n nn
n  мен 



1

1
n n

 қатарларының жалпы мүшелеріне 

  nnn
n 1

1
13



  теңсіздігі орындалады, кез келген, яғни n  үшін 



1

1
n n

 

гармоникалық қатар жинақсыз  болғандықтан,  салыстыру белгісі  

бойынша   


 


1 1
13

n nn
n  қатары да  жинақсыз.  Олай  болса, берілген 

қатар шартты жинақты. 
2.  






1

1 11
n

n

!n
 қатарын  зерттейік.  

Шешуі. Қатарды зерттеу  үшін Даламбер белгісін пайдаланайық: 
 

   
 

0
1

1lim

!
11

!1
11

limlim
1

2

1 

















 n
n

n
a

a
nn

n

nn

n
n

. 

 
Демек, берілген қатар абсолютті жинақты. 
     
Сұрақтар мен есептер:  
1. Қатардың  абсолютті  жинақтылығы. 
2. Қатардың  шартты  жинақтылығы. 
3. Лейбниц белгісі мен Лейбниц қатары. 

4.  
 










1
2

1

2
11

n

n

nn
,     1

231
1

1 








nn
nn

n
,  






1

1

!
11

n

n

n
,    










1

1

!2
11

n

n

n
,  

 
 1

131 2

1

1 








nn
nn

n
 қатарларын зерттеңдер. 

   
7.5.  Абель мен Дирихле белгілері 
 
Көп жағдайда мүшелері екі элементтердің көбейтіндісінен 

анықталған қосындыны қарастыруға тура келеді: 
 

mm

m

i
ii ...S  


2211

1
. 

 
Алдымен мына қосындыларды қарастырайық: 

 

11 B , 212 B ,…,  ...Bm 21 m . 



Жоғары математика курсы 
 

 33

Енді  i  элементтерін  iB  элементтері арқылы өрнектейік: 
 

11 B , 122 BB  ,…, 1 mmm BB . 
 
Онда  S  қосындыны мына түрге түрлендіруге болады: 
 

   112211
1




  mmm

m

i
ii BB...BBBS . 

 
Соңғы теңдіктегі жақшаларды ашып, iB  элементерін 

топтастырайық: 
 

       

 121232121

1
mmm

m

i
ii B...BBS  

                       .BBB i

m

i
iimmmm 






1

1
1                        (7.14) 

 
(7.14) формула Абель  түрлендіруі деп аталады. 
7.1-лемма. Егер i  көбейткіші кемімелі (өспелі), ал iB  

қосындысының абсолют шамасы барлық i  үшін шектелсе, яғни 
,1, miMB i   онда  

 

S  


i

m

i
ii (M

1
)m2  

 

теңсіздігі орындалады. 
Дәлелдеу: (7.14) Абель түрлендіруіндегі 1 ii  

айырымдарының таңбалары бірдей, сондықтан 
 

 





1

1
1

m

i
mmiii BB)(S  



















1

1
1

1

1
1

m

i
mii

m

i
mmiii

MM

BB
 

).(M)(M mmm  211  
 

                                                        
* Н. Абель (1802–1829) – норвег математигі 
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Егер лемманың шартындағы i  көбейткіш кемімелі әрі оң сан 

болса, онда 1
1

 


MS
m

i
ii  теңсіздігі орындалады. 

Бізге таңбалары кез келген 
 

,b...b...bbb
n

nn 





1
321  

 

     


1n
nnba ...ba...bababa nn  332211                  (7.16) 

 
қатарлары берілсін, мұндағы ia  мен  ib   нақты сандар. 

Абель белгісі. Егер (7.15) қатар жинақты, ал тa  нақты сандары 
монотонды және барлық n  үшін шектелсін, яғни ,Man   ,...,,n 21  
онда (7.16) қатар жинақты болады. 

Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін Коши критерийін пайдаланамыз (7.2-
тақырып).  Сондықтан 

 











m

i
inink

mn

nk
k baba

11
 

 
қосындыны қарастырайық. Егер  iniini b,a    болса, онда біз S  
қосындыны аламыз. Осы қосындыға жоғарыдағы лемманы 
пайдаланайық. Абель белгісі бойынша (7.15) қатар жинақты, яғни 
берілген 0   сан үшін N нөмірі табылып, Nn   теңсіздігі мен кез 
келген p санына   pnnn bbb ......21  теңсіздігі орындалады. 
Сондықтан леммадағы M  ретінде   санын алуға болады. Сонда  

Nn   мен, ,.....,2,1m  үшін 
 

 Maaba mnn

mn

nk
kk 3)( 1

1
 




  

 
болады, яғни (7.16) қатар жинақты. Дәлелденді. 

Дирихле белгісі.  Егер (7.15) қатардың дербес қосындысы 
барлық n  үшін шектелсе NbbbB nn  ......21 , ,.....,2,1n ал  na  
монотонды тізбек және 0


nn

alim  болса, онда (7.16)  қатар жинақты. 

                                                        
* Л. Дирихле (1805–1859) – неміс математигі 
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Дәлелдеуі.  Дирихле белгісінің шарты бойынша, алдын ала 
берілген 0  саны үшін N нөмірі табылып, Nn   үшін 

na болады және 
 

.NB

BBBb...bb

n

pnnpnpnnn

2
21



   

 
Леммадағы NM 2  деп алып, Nn   теңсіздікті 

қанағаттандыратын барлық n   және  ,...,,m 21  мына теңсіздік 
орындалады: 

,6)(2 1
1

NaaMba mnn

mn

nk
kk  




  

 
яғни (7.16) тізбек жинақты. Дәлелденді. 

Мысалдар.  1. 





2

2

2

ln
1

cos

n n
n

n

 қатарын зерттейік. 

Шешуі. Алдымен 
1

2



n

ncos  өрнекті түрлендірейік: 
 

  













n

n
n

n
n n 

1
cos1

1
cos

22
   

1
cos1

1
cos1 1

2














 

n
n

n
n nn  . 

 
Сонда берілген қатарды зерттеу үшін   
 

 
1

cos
ln
1

2
2

1












nnn

n 
 

 
қатарын зерттесек жеткілікті. Мұндағы   
 

 






2

2

1

ln
1

n

n

n
 

 
қатар Лейбниц белгісінің барлық шарттарын қанағаттандырады: 

 


2ln

1
2  ...

3ln
1
2 ...,

ln
1
2 

n
0

ln
1lim 2 

 nn
. 
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Сондықтан  
 







2

2

1

ln
1

n

n

n
 

 

қатар жинақты. Ал 








1
cos

n
  тізбегі монотонды және барлық 2n  

үшін шектелген. Олай болса, Абель белгісі бойынша берілген қатар 
жинақты. 

2. 


 2

4
sin

4
sin

n p nn

n




 қатарын зерттейік. 

Шешуі. Қатарды зерттеу үшін екі жағдайды қарастырайық: 0p , 
0p . Алдымен 0p  болсын. Онда берілген қатар мына түрге 

түрленеді: 




 2

4
sin1

4
sin

n p

p

nn

nn





, 

 
ал  бұл  қатардың жалпы мүшесі  n -да нөлге ұмтылмайды. Олай 
болса, 0p  болғанда берілген қатар 5-қасиет бойынша (7.2-
тақырып) жинақсыз. 

Енді  0p  болсын. Қатардың жалпы мүшесін өрнектейік: 
 







 



1

4
sin

4
sin

4
sin

4
sin 




nnn

nn

n
p

p


4
sin n  

.4
sin

1
4

sin
4

sin

1

1
































  p

pp
p

p

n

n

nnnn
n
n


  

 

Соңғы теңдіктің оң жағындағы 
1

4
sin

1













 pn

n өрнекті Mаклорен 

формуласы бойынша түрлендірейік, сонда:   
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

























pppp n

o
n

n

n

n

nn

n
14

sin
14

sin

4
sin

4
sin 











 n

n
o

n

n

n

n

ppp ,14
sin

4
sin

22

2 

. 

 
Сонымен, 0p  болғанда берілген қатарды зерттеу үшін мына 

қатарлар айырымын зерттесек жеткілікті: 
 







 








n

n
o

n

n

n

n

p
n

p
n

p ,14
sin

4
sin

2
1

2

2

1



. 

 
Алдымен соңғы қатардың бірінші қатарын зерттейік, мұндағы 
 

8
sin

1
4

sin
1 






n

m

m ,      .
n

lim pn
01




 

 

Онда 0p  болған жағдайда  


1

4
sin

n
pn

n

 қатары Дирихле бойынша 

жинақты. 
Енді екінші қатарды зерттейік. Алдымен оның жалпы мүшесін 

өрнектейік: 
 

pppp n

ncos

n

ncos

nn

nsin
2222

2

2
2

2
1

2
2

114











. 
 
Сонда екінші қатар екі қатардың айырымына жіктелінеді: 
 




1
2

2

4
sin

n
pn

n











1
2

1
2 2

2
cos

2
1

n
p

n
p n

n

n



. 

 

Мұндағы 


1
22

1
n

pn
 қатар 12 p  немесе 

2
1

p  болғанда жинақты 

( 0p ), ал екінші қатар үшін Дирихле белгісіндегі 
2

cos nBn   
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шектелген,  






 pn n

a 22
1  монотонды және 01lim

2
1lim 2 

 pnnn n
a . 

Сондықтан Дирихле белгісі бойынша, 0p  болғанда  


1
22
2

cos

n
pn

n

 қатар 

жинақты. Олай болса, берілген қатар 
2
1

p  болғанда жинақты 

болады. 

3.  





1

2sinsin
n n

nn  қатарын зерттейік. 

Шешуі. Дирихле белгісін пайдаланып зерттейік, сонда: 
 

      


n

m

n

m
mmmmmm

11

2 1cos1cos
2
1sinsin  

  ...12cos6cos6cos2cos2cos1
2
1  

 

          1cos1cos1cos21cos nnnnnnnn  
 

  11cos1
2
1

 nn ,  01


 n
lim
n

. 
 
Сонымен, Дирихле белгісі бойынша берілген қатар жинақты. 
 
Сұрақтар мен есептер:  
      1.Абель белгісі.   
      2. Дирихле белгісі. 

      3. 


1
2
1

n
pn

 қатарын зерттеңдер.  

      4. 





2

2

2

ln
3

sin

т n
n

n

 қатарын зерттеңдер. 

 
7.6. Функциялық тізбек пен қатардың негізгі ұғымдары 
 
Біз X  жиынында анықталған    ,...,ixfi 21  функцияларын 

қарастырайық: 
 ,xf1   ,xf2 …,  ,...xfn   Xx ,                       (7.17) 
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мұндағы  xfi  функциялар кез келген Xx  үшін нақты мәндерді 
қабылдасын. 

Анықтама.  Егер X  жиынындағы  x -ке  және  кез  келген  
 ,...,nn 21  натурал санына белгілі бір ереже немесе заңдылық 

бойынша  xfn  функцияны сәйкес қойса, онда бізге X  жиынында 
анықталған (7.17) функциялық тізбек берілді дейміз және ол 
қысқаша   xfn  таңбамен белгіленеді, бұл жағдайда  xfi  
функциялық тізбектің мүшелері немесе элементтері, ал X  жиыны 
функциялық тізбектің анықталу облысы деп аталады. Осылайша, 

  xun  функциялық тізбегінің мүшелерінен анықталған 
 

               ...xu...xuxu n21  


1n
n xu                    (7.18) 

 
шексіз қосынды функциялық қатар деп аталады, бұл жағдайда да 
(7.18) функциялық қатардың барлық мүшелері X  жиынында 
анықталған және ол функциялық қатардың анықталу облысы деп 
аталады. Функциялық қатардың алғашқы n  мүшелерінің қосындысы: 

 

       ...xu...xuxu n21   


n

n
k xu

1
 xSn  

 
осы қатардың дербес қосындысы деп аталады. Бұл жағдайда 

 
   ,xuxS 11        ,...,xuxuxS 212    

 

       ,...xu...xuxuxS nn  21  
 

Онда    
 

   ,xSxu 11        ,...,xSxSxu 211        ,...xSxSxu nnn 1  
 
Демек, берілген (7.18) функциялық қатарына әр мүшесі осы 

функциялық қатардың мүшелерінен анықталған 
                

     ,...xS,...,xS,xS n21  немесе    xS n                     (7.19) 
 
дербес функциялық тізбек сәйкес келеді және керісінше, яғни (7.19) 
дербес функциялық тізбегіне әр мүшесі (7.19) функциялық тізбектің 
мүшелерінен анықталған (7.18) функциялық қатар сәйкес келеді әрі 
бұл сәйкестік бір мәнді анықталады. 
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Анықтама. (7.17) функциялық тізбек X  жиынында шектелген 
(шенелген) деп аталады, егер барлық  ,...,nn 21  және кез келген 

Xx   үшін 0M  саны табылып,   Mxfn   теңсіздігі орындалса. 
Егер кез келген   ,...,nn 21   және  Xx  үшін 
 

   xfxf nn 1         xfxf nn 1  
 

теңсіздігі орындалса, онда (7.17) функциялық тізбек өспелі 
(кемімелі) деп аталады. 

Анықтама. (7.17) функциялық тізбек Xx 0  нүктеде жинақты 
деп аталады, егер   0xf n  санды тізбек жинақты болса, ал егер 
  0xf n  жинақсыз болса, онда (7.17) функциялық тізбекте 0x  нүктеде 
жинақсыз деп аталады. 

Егер (7.17) функциялық тізбек X  жиынының әрбір нүктелерінде 
жинақты болса, онда ол X  жиынында жинақты немесе X  
жиынында нүктелі жинақты деп аталады. 

Жоғардағы анықтамаларды (7.18) функциялық қатар үшін де 
беруге болады. 

Анықтама. (7.18) функциялық қатар Xx 0  нүктеде жинақты 

деп аталады, егер  


1
0

n
n xu  санды қатары жинақты болса, ал кері 

жағдайда, яғни  


1
0

n
n xu  қатар жинақсыз болса, онда (7.18) 

функциялық қатар 0x  нүктеде жинақсыз деп аталады. 
Егер (7.18) функциялық қатар X  жиынының әрбір нүктелерінде 

жинақты болса, онда функциялық қатар X   жиынында жинақты 
немесе X  жиынында нүктелі жинақты деп аталады. 

Жинақты болатын нүктелердің жиыны осы функциялық тізбектің 
немесе қатардың жинақты облысы деп аталады және олардың 
жинақты облысы олардың анықталу облысымен беттесуі немесе оның 
бір бөлігі немесе бос жиын болуы мүмкін. 

Анықтама. (7.18) функциялық қатар X  жиынында абсолютті 

жинақты деп аталады, егер осы жиында  


1n
n xu  қатары жинақты 

болса. Егер (7.17) функциялық тізбек үшін мына шек 
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   xfxfnn



lim , Xx                                     (7.20) 

 

бар болса, онда функциялық тізбек барлық Xx  үшін  xf  
функциясына жинақты және бұл жағдайда  xf  функция (7.17) 
функциялық тізбектің шектік функциясы деп аталады. 

Функциялық тізбекке келтірілген шектік функцияның 
анықтамасын функциялық қатарға да келтіруге болады: егер X  
жиыны (7.18) функциялық  қатардың жинақты облысы болса, онда 
осы функциялық қатардың (7.19) дербес функциялық тізбегінің шегі, 
яғни 

   xSxSnn



lim ,  Xx . 

 
(7.18) функциялық қатардың қосындысы болады: 

 

   xSxu
n

n 


1
,  Xx                                    (7.21) 

 
әрі ол функциялық қатардың шектік функциясы деп аталады. 

Осы анықтамалардағы функциялық тізбек пен қатардың сәйкес 
 xf  пен  xS , шектік функциялары олардың жинақты облыстарында 

анықталған. 
Біз функциялық тізбек пен қатардың тек жинақтылығын ғана 

зерттеп қоймаймыз, сонымен қатар олардың шектік функцияларының 
үзіліссіз болатынына немесе үзілісті болатынына ерекше көңіл 
бөлеміз. Анығырақ айтқанда, егер X  жиынында функциялық 
тізбектің (қатардың) барлық мүшелері үзіліссіз болса, онда осы 
үзіліссіздік шарттан шектік функцияның да үзіліссіздігі шыға ма? 
Егер осы сұраққа оң жауап болмаған жағдайда қандай шарт 
орындалғанда шектік функция үзіліссіз болады деген сұраққа жауап 
беруге тура келеді. Бірінші сұраққа оң жауап болмайтынын 
қарапайым мысалдардан көруге болады, ал екінші сұраққа жауапты 
алдағы тақырыптарда қарастыратын боламыз. 

 
Сұрақтар:   
1. Функциялық қатар.  
2. Функциялық қатардың анықталу облысы. 
3. Функциялық тізбектің шектік функциясы. 
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7.7. Функциялық тізбек пен қатардың бірқалыпты                                                                               
        жинақтылығы 
 
Біз X  жиынында анықталған   xf n   функциялық тізбекті 

қарастырайық және барлық Xx  үшін (7.20) теңдік орындалсын. 
Онда функция шегінің анықтамасы бойынша ( 1 , 2.3-тақырып): X  
жиынынан алынып тағайындалған x  үшін кез келген 0  санына N  
нөмірі табылып, Nn   теңсіздігін қанағаттандыратын барлық n  үшін 

 

 )x(f)x(fn                                      (7.22) 
теңсіздігі орындалады, мұнда алдын ала тағайындалған X  
жиынындағы x  туралы сөз қозғалып отыр. Ал егер X  жиынынан 
басқа x -ті алсақ, онда басқа   xf n  санды тізбекті аламыз және де 
(7.22) теңсіздіктегі   үшін N  нөмірі жарамсыз болып қалуы мүмкін, 
сондықтан N -нен өзге үлкен нөмірді табуға тура келеді. Демек, x  
жиынында шексіз көп жинақты санды тізбектердің әрқайсысының 
өзіне тән N  нөмірі бар. Олай болса, алдын ала берілген 0  саны 
үшін осы шексіз көп санды тізбектердің бәріне ортақ N  нөмірі 
табыла ма деген сұрақ туады. Кейбір жағдайларда ондай N  нөмірі 
табылатынын, ал кейде табылмайтынын төмендегі мысалдардан 
көруге болады. 

Мысалдар.1.    ,
xn

xxf n 








 221
 10,Xx   функциялық тізбекті 

қарастырайық.  
Шешуі. Мұнда 

  0
1 22 



 xn

xlimxflim
nnn

 және   ,nx 01 2   ,xnnx 2212   

,
xn

nx 1
1

2
22 


  

nxn
nx

n
xfn 2

1
1

2
2
10 22 


  теңсіздік  орындалады.  Демек, 

тағайындалған x -ке    0xfn  теңсіздігі орындалу үшін кез келген 

 10,Xx   үшін 
n2

1  теңсіздікті қанағаттандыратын n  натурал 

саны табылады, яғни  .n



2
1   Демек,  іздестіріп отырған N  саны 

ретінде 













 2

1
2
1E  санын алуға болады, яғни 










2
1ENn  нөмірі 

барлық  10,x  үшін ортақ. 
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2.    ,
xn

nxxf n 








 221
 10,Xx   функциялық тізбекті 

қарастырайық.                 
Шешуі. Бұл мысалда (n  бойынша Лопиталь ережесі)      
 

  0
2

lim
1

limlim 222 



 nx

x
xn

nxxf
nnnn

 
 
және тағайындалған x  үшін  

 

  



nxxn

nxxfn
1

1 22 nxxnnxxn
xn 1

1
111

1 2222

22













 

 
теңсіздік орындалады. Демек, тағайындалған x -ке    0xfn  

теңсіздігі орындалу үшін 
nx
1  теңсіздік орындалуы қажет, осыдан 

x
n




1 . Онда N  нөмірі ретінде 






x

E 1  санын алуға болады, яғни 











x

ENn 1  және бұл N   нөмірі x -ке тәуелді. Ал n  натурал санын 

қаншалықты үлкен етіп алғанмен де  xfn  функция үшін ]1;0[  

сегменттен 
n

x 1
  нүкте табылып,  xfn  функцияның осы нүктедегі 

мәні 
2
1 -ге тең болады, яғни 

2
11









n
fn . Демек, n  санын қаншалықты 

үлкен етіп алғанмен де   
2
1xfn  теңсіздігі орындалатындай 

барлық x -ке ортақ N  нөмірі табылмайды, яғни  0
2
1
  және барлық  

]1;0[x  үшін N  нөмірі жоқ. 
Анықтама. (7.17) функциялық тізбек X  жиынында  xf  

функцияға бірқалыпты жинақты деп аталады, егер кез келген 0  
санына  N  табылып,   Nn  теңсіздігін қанағаттандыратын n  және 
барлық  Xx  үшін 

                   xfxfn                                   (7.23)                        
 

теңсіздігі орындалатын болса. 
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Бұл анықтамадағы  N  нөмірі тек  -ге тәуелді, ал x -ке тәуелді 
емес. Сондықтан кез келген 0  саны үшін бәріне ортақ  N  нөмірі 
табылып, осы нөмірден бастап (7.23) теңсіздік барлық Xx  үшін 
орындалады. Егер анықталған   xf n  функциялық тізбек X  
жиынында жинақты болса, онда ол осы жиында бірқалыпты жинақты 
болады деп тұжырымдауға болмайды. Мысалы,  10,X   жиынында 
анықталған   xf n  функциялық тізбекті қарастырайық: 

 

 


















110

01 1

;
n

x,

,x,nx
)x(f

n

n . 

 

      7.2-сурет                                                 
 
 

 
                    

7.3-сурет 
 

Бұл функциялық тізбек барлық  1;0x  үшін жинақты. Шынында 
да, барлық n  үшін   10 nf  болады демек, 0x  нүктеде 1)0(lim 


nn

f , 

яғни, егер 0x   болса, онда )(lim xfnn 
1)(  xf . Енді (0;1] жиынынан 
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кез келген x -ті тағайындайық, онда белгілі бір нөмірден бастап,  xfn  
функцияның бәрі де нөлге тең болады. Демек, барлық   10,x  үшін 
  xf n  функциялық тізбек 0-ге жинақталады, яғни 

)(lim xfnn 
0)(  xf ,  10,x . Сонымен,   xf n  функциялық тізбек 

 10,x   жиынында )x(f  функцияға жинақты:  
 









 ]1;0(,0

,0,1
)()(lim

x
x

xfxfnn
 

 
және  xf  шектік функция  10,   жиынының 0x  нүктесінде үзілісті  
(7.2-сурет). 

Енді   xf n  функциялық тізбек  10,  жиынында бірқалыпты 
жинақты болмайтынын көрсетейік. Ол үшін  10,  жиынына тиісті 

 








n
xn 2

1  санды тізбегін қарастырайық, онда кез келген n  және 

n
xn 2

1
  үшін   1nn xf

2
1

2
1
  және   0nxf  болады. Демек, кез 

келген n  нөмірі үшін    
2
1

 nnn xfxf  болады, яғни 
2
1

  болғанда 

барлық  10,x  үшін (7.23) теңсіздік ешқандай да n  нөмір үшін 
орындалмайды. Сондықтан   xf n  функциялық тізбек  10,  жиы-
нында  xf  функцияға жинақты, ал ол осы жиында бірқалыпты 
жинақты емес. 

Енді жоғарыдағы анықтамаға эквивалентті анықтаманы 
келтірейік. 

Анықтама. (7.17) функциялық тізбек X  жиынында  xf  шектік 
функцияға бірқалыпты жинақты деп аталады, егер 

 
                       0


)x(f)x(fSuplim n

Xxn
.                                (7.24) 

 
Бұл екі анықтама эквивалентті, шынында да, егер (7.24) теңдік 

орындалса, онда кез келген 0 санына  N  нөмірі табылып,   Nn  
теңсіздігін қанағаттандыратын n  үшін 

 

    


xfxfn
Xx

sup , 
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теңсіздігі орындалады, онда функцияның жоғарғы шекарасының 
анықтамасы бойынша:  

 

       xfxfxfxf n
Xx

n 


sup , Xx . 

 
Онда       xfxfn , Xx  демек, (7.24) теңдік орындалса, онда 

(7.23) теңдік те орындалады. Керісінше, егер (7.23) теңсіздік 
орындалса, онда (7.24) орындалатынын оңай дәлелдеуге болады. 
Дәлелдеуін оқырмандарға ұсынамыз. 

Бірқалыпты жинақтылықтың геометриялық мағынасын 
қарастырайық. X  жиынындағы  xfy n  пен  xfy   функциялар 
айырымының ең жоғарғы шекарасы, n -да нөлге ұмтылады, 
яғни  xfy   функциясының графигін    xfy  мен y  )(xf  
функцияларының графигімен X  жиынында   жазықтықпен 
қоршайық (7.3-сурет): y  )(xf  < y <   xf , Xx . Онда  xfy n  
функцияларының рафиктері x -ке тәуелсіз белгілі бір үлкен n  нөмір-
ден бастап,   жазықтығында жатады және де  xfy   шекті 
функцияның графигін қоршап, соған “жақындайды”. Сонымен, 
  xf n  функциялық тізбекке X  жиынында бірқалыпты жинақтылық 
орындалғанда, жеткілікті үлкен n  нөмірі үшін  xfy n  функцияның 
мәні шектік  xf  функцияның мәніне “жақындайды” барлық X  
жиынында. 

Жоғарыда функциялық тізбекке келтірілген анықтамаларды 
функциялық қатарға келтірейік. 

 (7.6) тақырыпта қарастырылған (7.18) функциялық қатарға (7.21)  
формуладағы теңдік орындалсын. 

Анықтама. (7.18) функциялық қатар X  жиынында  xS  шектік 
функцияға бірқалыпты жинақты деп аталады, егер осы қатардың 
  xS n  дербес тізбегі X  жиында )x(S  функцияға бірқалыпты 
жинақты болса. 

Бірқалыпты жинақты (7.18) функциялық қатардың қалдық 

қатары деп аталатын    





1nk
kn xuxr  функциялық қатарды 

қарастырайық. Онда   xrn     xSxS n , Xx , осыдан 


)(lim xSnn
 

)(xS  болғандықтан 


)(lim xrnn
0 теңдігі орындалады.  
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Егер 


)(lim xrnn
0 болса, онда  

 




)(lim xSnn
)(xS  

 
теңдігі орындалады. Сондықтан функциялық қатардың бірқалыпты 
жинақтылығының анықтамасын мына түрде  де беруге болады: (7.18) 
функциялық қатар X  жиынында  xS -ке бірқалыпты жинақты деп 
аталады, егер осы қатардың )(xrn  қалдық қатары X  жиында  нөлге 
бірқалыпты жинақты болса, яғни  

 




)(lim xrnn
0. 

 
Анықтама. (7.18) функциялық қатар X  жиынында  xS  шектік 

функцияға бірқалыпты жинақты деп аталады, егер кез келген >0 
санына  N  нөмірі табылып,   Nn  теңсіздігін қанағаттандыратын 
барлық n  және барлық Xx  үшін 

                   

       


 1nk
kn xuxSxS  

 
теңсіздігі орындалса, басқаша айтқанда, егер 

 

    0supsup
1

 


 nk
k

XxXx
n xuxs ,   n , 

 

онда (7.18) функциялық қатар бірқалыпты жинақты болады. 
Сонымен, біз функциялық қатар мен тізбектің жинақты және 

бірқалыпты жинақты болатынын көрдік. Енді алдағы тақырыптарда 
жинақты болатын функциялық қатар мен тізбек бірқалыпты жинақты 
болмауы мүмкін, ал бірқалыпты жинақты функциялық қатар мен 
тізбек жинақты болатынын көреміз. 

Жоғарыдағы функциялық тізбек пен қатардың анықтамаларынан 
төмендегі екі тұжырымды аламыз: 

1) Саны санаулы бірқалыпты жинақты тізбектердің (қатарлардың) 
қосындысы да бірқалыпты жинақты тізбек (қатар) болады. 

2) Бірқалыпты жинақты тізбектің (қатардың) барлық мүшелерін 
шектелген  x  функциясына көбейткеннен жаңа тізбектің (қатардың) 
бірқалыпты жинақтылығы өзгермейді. 
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Екінші тұжырымды дәлелдейік. Тұжырымның шарты бойынша 
мына теңсіздік орындалады:   cx  , Xx , c -const және 

   
с

xfxfn


 , Xx , онда          
c

cxfxxfx n  теңсіздігі 

барлық   Nn , Xx  үшін орындалады. Демек,    xfx n  
функциялық тізбек    xfx  функцияға бірқалыпты жинақты барлық 

Xx  үшін. Осы сияқты бірінші тұжырымды    xux n
n



1
  

функциялық қатар үшін дәлелдеуге болады. 

Мысал.   


1
2

n

n

n
x  функциялық қатар  11,  сегментінде бірқалыпты  

жинақты болатынын қарастырайық.      
Шешуі. Бірқалыпты жинақтылыққа зерттеу үшін анықтаманы 

пайдаланайық: 

     


 1
2

nk

k

n k
xxSxS 



 1
2

1
nk k

. 

 

Мұндағы 01
1

2 


nk k
, егер .n   Сондықтан функциялық 

қатар   11,  жиынында бірқалыпты  жинақты. 
 
Сұрақтар мен есептер: 
1. Функциялық қатардың бірқалыпты жинақтылығының анықтамасы. 
2. Функциялық қатардың шектік функцияға бірқалыпты 

жинақтылығы. 
3. Функциялық тізбектің шектік функцияға бірқалыпты жинақтылығы.  
4. Функциялық тізбек пен қатарды сәйкес сегменттерде 

бірқалыпты жинақтылыққа зертеңдер: 

   ,
xn

xxf n 








 341
 10,Xx  ; 



1
4

n

n

n
x  , 11, ;   xf n  

,
xn

nx









 441
  10,Xx  . 
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7.8.  Функциялық тізбектің бірқалыпты жинақты  
        болу критерийі 
 
Біз X  жиынында анықталған   xf n  функциялық тізбекті 

қарастырайық, мұндағы  Xx . 
Коши критерийі.   xf n  функциялық тізбек X  жиынында 

шектік функцияға  бірқалыпты жинақты болу үшін кез келген 0  
санына  N  нөмірі табылып,   Nn  теңсіздігін қанағаттандыратын 
барлық n  нөмірі, барлық натурал 0p   ,....,,p 210  және барлық үшін 

Xx  
                        xfxf npn                                    (7.25) 

 
теңсіздігінің орындалуы қажет әрі жеткілікті. 

Қажеттілігі.   xfn  функциялық тізбек X  жиынында бірқалыпты 
жинақты болсын деп ұйғарып, (7.25) теңсіздікті дәлелдейік. Онда 
функциялық тізбектің бірқалыпты жинақтылығының анықтамасы 
бойынша, кез келген 0  санына  N  нөмірі табылып,   Nn  
теңсіздігін қанағаттандыратын барлық Xx  үшін 

       
2


 xfxfxfxf nn  теңсіздігі орындалады. Егер   Nn  және 

0p  болса, онда барлық Xx  үшін мына теңсіздік  орындалады: 
 

     xfxf npn          xfxfxfxf npn      xfxf pn  

    






22

xfxf n . 
 
Жеткіліктілігі. (7.25) теңсіздігі орындалсын деп ұйғарып,   xfn  

функциялық тізбек X  жиынында бірқалыпты жинақты болатынын 
дәлелдейік. Онда, X  жиынынан тағайындалған кез келген x  үшін 

 
        xfn ,     ,....,n 21                                   (7.26) 

 
тізбегі санды тізбек болады және оған Коши критерийі ([1], 1.8-
тақырып) орындалады. Сондықтан (7.26) санда тізбек жинақты 
болады. Осы санды тізбектің X  жиынындағы шегін )( xf деп 
белгілейік. Енді тізбек X  жиынында )( xf  функциясына бірқалыпты 
жинақты болатынын дәлелдейік. (7.25) теңсіздік орындалатын 
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болғандықтан, кез келген 0  санына  N  нөмірі табылып,   Nn  
теңсіздігін қанағаттандыратын барлық n  нөмірі, барлық натурал 

0p   ,....2,1,0p  және барлық  Xx  үшін 
                         

         
2


 xfxf npn                                         (7.27) 
 
теңсіздігі орындалады, мүндағы  


)x(flim pnp

)x(f  теңдігін ескеріп, 

(7.27) теңсіздіктен p -да шекке көшейік. Онда барлық    Nn ,  

Xx  үшін     



2

xfxfn  болады. Дәлелденді. 

 
7.9. Функциялық қатардың бірқалыпты жинақты  
        болу белгілері 
 
Біз X  жиынында анықталған 
            

       ...xu...xuxu n21  


1n
n xu , Xx                (7.28) 

 

функциялық қатарды қарастырайық. 
Коши критерийі. (7.28) функциялық қатар X  жиында шектік 

функцияға бірқалыпты жинақты болу үшін кез келген 0  санына 
 N  нөмір табылып,   Nn  теңсіздігін қанағаттандыратын барлық 

0p,n  сандар мен барлық Xx  үшін 
 

            





pn

nk
knpn xuxSxS

1
                       (7.29) 

 
теңсіздігінің орындалуы қажет әрі жеткілікті. 

Дәлелдеуін функциялық тізбекке келтірілген Коши критерийін 
(7.28-тақырып) пайдаланып дәлелдеуге болады. Дәлелдемесін 
жаттығу ретінде оқырман қауымға ұсынамыз. 

Функциялық қатарды бірқалыпты жинақтылыққа зерттеу үшін 
көп жағдайда жеткілікті белгілерді пайдаланған тиімді. Ол үшін оң 
сандар қатарын қарастырайық: 

 

 ...a...aa n21 


1n
na , 0na .                      (7.30) 
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Вейерштрасс белгісі. X  жиынында (7.28) функциялық қатардың 
барлық мүшелеріне 

                              ,...2,1,  naxu nn                               (7.31) 
 
теңсіздігі орындалсын және (7.30) санды қатары жинақты болсын, 
онда (7.28) функциялық қатар X  жиында абсолютті және бірқалыпты 
жинақты болады. 

Бұл жағдайда (7.28) функциялық қатар (7.30) санды қатармен 
можарантталады немесе (7.30) санды қатар (7.28) функциялық 
қатардың можарантты қатары деп аталады. 

Дәлелдеу. Теореманың (белгінің) шарты бойынша (7.30) қатар 
жинақты, онда Коши критерийі бойынша (7.28-тақырып), кез келген 

0  санына  N  нөмір табылып,   Nn  теңсіздігін 
қанағаттандыратын 0p,n  үшін 

 






pn

nk
ka

1






pn

nk
ka

1
 

 
теңсіздік орындалады. Онда 0p,n , Xx  және (7.31) теңсіздіктен 
мына теңсіздікті аламыз: 

 






pn

nk
ku

1
  










pn

nk

pn

nk
kk axu

1 1
. 

 
Енді осы тақырыптағы Коши критерийін және функциялық 

қатардың абсолют жинақтылығының анықтамасынан (7.6-тақырып) 
(7.28) функциялық қатар бірқалыпты әрі абсолют жинақты болады. 
Дәлелденді. 

Мысал. 













2
2

2

ln
1ln

n nn
x , ax   функциялық қатарды Вейерштрасс 

белгісін пайдаланып зерттейік. 
Шешуі. Жалпы мүшесін ax   аралықта бағалайық: 
 

0 









nn
x

2

2

ln
1ln 3

2

2

2

2

2

2

2

lnlnln
ln

n
a

nn
a

nn
x

nn
x

 . 
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Сонда 


2
3

2

n n
a  санды қатар жинақты (7.3-тақырып, мысал) әрі ол 

берілген функциялық қатардың можарантты қатары. Онда 
Вейерштрасстың белгісі бойынша  берілген  қатар  бірқалыпты  әрі 
абсолютті  жинақты. 

Егер (7.28) функциялық қатар бірқалыпты жинақты болса, онда 
ол абсолюті жинақты болмауы мүмкін, мысалы,  

 

 


 


1
2
11

n

n

nx
, ),(x   

 
функциялық қатарына кез келген тағайындалған ),(x   үшін 
Лейбниц белгісі орындалады (7.4-тақырып): 

 

1
1

2 x



 ...

x 2
1

2   ...
nx


2
1 ,   01lim 2 

 nxn
. 

 
Онда берілген қатар кез келген ),(x   үшін жинақты. Онда 

кез келген қатардың қалдық қатары өзінің бірінші мүшесі арқылы 
бағаланады (7.4-тақырып): 

 

    ...
nx

xr n
n 




1
11 2 ,   

1
1

1
1

2 





nnx
xr n , 

 
Осыдан    0lim 


xrnn

, яғни берілген қатар жиынында бірқалыпты 

жинақты. 
Енді осы қатардың мүшелерінен абсолют шамамен алынған 
 

  






 


1
2

1

1
nn

n nx
xu  

 

қатарын зерттейік. Сандар осіндегі x -ке натурал xn  санын xnx 2  
теңсіздігі орындалатындай етіп таңдап алайық. Онда, xnn   
теңсіздігін қанағаттандыратын n  үшін  

 

xnx 2   nnx 22   
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теңсіздігі орындалады, яғни  
 

nxn 
 2

1
2
1  

 
 

теңсіздігі де орындалады, мұндағы 
n2

1  гармоникалық қатардың 

жалпы мүшесі, ал гармоникалық қатар жинақсыз (7.1-тақырып, 2-
мысал). Санды қатардағы салыстыру белгі бойынша (7.3-тақырып, 

7.2-теорема) 


 1
2
1

n nx
 қатары да жинақсыз. Олай болса, 

 


 


1
2
11

n

n

nx
 қатары абсолютті жинақты емес. Сонымен, бірқалыпты 

жинақты (7.28) функциялық қатар абсолютті жинақты болмауы 
мүмкін. 

Егер X  жиында (7.28) функциялық қатар бірқалыпты және 

абсолютті жинақты болса, онда осы жиында  


1n
n xu  қатары 

бірқалыпты жинақты болмауы мүмкін (осы тұжырымға төмендегі 2-
мысалды қара). Мысалы,  

 

 
 

 







 ,x,
x

x
n

n
n

1
2

2
1

1
1  

 
функциялық қатарын қарастырайық: 

 

 
 

 









 ...

x

x...
x

x
x

x
n

n

2

2
1

22

2

2

2

1
1

11
 

 










1
2

2
1

1
1

n
n

n

x
x . 

 

Қатардың қалдық қатарын бағалайық: 
 

   
 




 







1
12

2

1
1

p
pn

pn
n x

xxr  

 
 

 
 

...,
x

x

x

x
n

n
n

n 





 





32

2
2

22

2
1

1
1

1
1  

  xrn     2
1

111
2

2

22

2








 n...xn

x

x

x
n . 
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Онда   0lim 


xrnn
, яғни қарастырып отырған функциялық қатар 

бірқалыпты жинақты. Енді осы қатардың абсолют шамасымен 
алынған қатарын қарастырайық: 

 

 






1
2

2

1n
nx

x

   
0

111 2

2

22

2

2

2









x...,

x

x...
x

x
x

x
n . 

 

Бұл қатардың еселігі 21
1
x

q


 -қа тең геометриялық прогрессия 

және 10  q . Сондықтан абсолют шамамен алынған қатар жинақты 
(7.1-тақырып).  

Енді осы абсолют шамамен алынған n  мүшесінің қосындысын 
табайық  0x :     

 
 nn

x
xxS

2
2

1

11


 . 

 

Онда     xSxxSnn




21lim . Сонда:  
 

 









.x,x

x,
xS

01

00
2  

 
Енді абсолют шамамен алынған қатардың қалдық қатарын 

қарастырайық  

 0x :
   

 
 n

n

nnn
x

x

x

x

...
x

x

x

xr
2

2

12

2

22

2

12

2

1

1

1
11

1

11 















. 

 
Онда тағайындалған кез келген n  үшін  1lim

0



nx

r . 
Сонымен, абсолют шамамен алынған қатар бірқалыпты жинақты 

емес.  
Әрқайсысы X   жиынында  анықталған  төмендегі  функциялық 

қатар мен тізбекті қарастырайық:  
       

     



xvxu n

n
n

1
            ...xvxu...xvxuxvxu nn  2211   (7.32) 
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          ,...xv,...,xv,xv n21                                     (7.33) 
 
Абель белгісі. Егер 1) (7.28) функциялық қатар X  жиында 

бірқалыпты жинақты болса; 2) (7.33) функциялық тізбек X  жиында 
шектелсін, яғни   Mxvn  , Xx  және ол осы жиынның әрбір x -сі 
үшін не кемімелі, не өспелі болсын, онда (7.32) функциялық қатар X  
жиында бірқалыпты жинақты болады. 

Дәлелдеу. Теореманың шарты бойынша (7.28) функциялық қатар 
бірқалыпты жинақты, яғни 0  санына  N  саны табылып,   Nn  
теңсіздігін қанағаттандыратын n  үшін, барлық  ,...,pp 210   және 
барлық Xx  үшін мына теңсіздік орындалады: 

 

  




pn

nk
k xu

1
. 

 
Осыдан және жоғарыдағы   Nn ,  ,...,pp 210  , Xx  және 

Абель леммасынан (7.5-тақырып, 7.1-лемма) мына теңсіздікті 
аламыз: 

         Mxvxvxuxv pnn

pn

nk
kk  




 321

1
. 

 
Соңғы теңсіздік Коши критерийі бойынша (7.32) функциялық 

қатардың X  жиында бірқалыпты жинақты болатынын дәлелдейді. 
Дирихле белгісі. Егер 1) (7.33) функциялық тізбек X  жиынының 

әрбір x  элементі үшін монотонды және бірқалыпты нөлге ұмтылсын; 
2) (7.28) функциялық қатардың  xSn  дербес қосындыларынан 

анықталған тізбек X  жиында шектелсе, онда (7.32) функциялық 
қатар осы жиында бірқалыпты жинақты болады. 

Дәлелдеуі. Теореманың екінші шарты бойынша 0M  саны 
табылып, барлық  Xx , ,...,n 21   үшін  

 
  xSn       Mxu...xuxu n  21  

 
және 0 p,Xx  ,...,n,..),,p( 3221  үшін 

 

          MxSxSxSxSxu npnnpn

pn

nk
k 211  




  

 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 56 

теңсіздіктері орындалады. Ал теореманың бірінші шарты бойынша, 
кез келген тағайындалған 0  санына  N  нөмірі табылып,   Nn  
теңсіздікті қанағаттандыратын барлық n   және барлық Xx  үшін  

 

 
M

xvk 6
0 

  
 
теңсіздігі орындалады. Енді Абель леммасын (7.5-тақырып) және 
жоғарыдағы теңсіздіктерді (7.32) функциялық қатарды бағалауға 
пайдаланайық: 

 

         


 






M
MxvxvMxuxv pnn

pn

nk
kk 6

3222 1
1

. 

 
Сонымен, соңғы теңсіздік барлық   Nn , 0p және Xx  

үшін орындалады. Дәлелденді. 

Мысалдар. 1.  







,0,sinsin

1
x

xn
nxx

n
 функциялық қатарды 

зерттейік.  

Шешуі. Ол үшін берілген қатарды 





1
sinsin

n
nxx  қатар мен 









 xn
1  тізбектің сәйкес мүшелерінің көбейтіндісі деп қарастырайық. 







1
sinsin

n
nxx  функциялық қатарының дербес қосындылары 

шектелген. Шынында да: 
 

 


n

k

n

k
n kxxkxxxS

11
sinsinsinsin)(  

 







2
sin

2
)1(sin

2
sin

sin x

xnnx

x 



2
sin

2
)1(sin

2
sin

2
cos

2
sin2 x

xnnx
xx  

 

.2
2

)1(cos
2

sin

2
cos2

2
)1(sin

2
sin

2
cos2











xnnx

xxnnxx
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Алдымен 








 xn
1  функциялық тізбектің монотонды тізбек 

болатынын дәлелдейік: 
 

    





  xnxn
xxv nn 1

11
1 , 

 

= 


xnxn
xnxn

1
1   





xnxn

xnxnxnxn
1

11  
 

=
    .0

11
1


 xnxnxnxn

 

 
Функциялық тізбектің жалпы мүшесіне мына теңсіздік 

орындалады: 

 
nxn

xvn
11




 , 
 

мұндағы 01lim 
 nn

. Сондықтан 








 xn
1  функциялық тізбек 

бірқалыпты жинақты. Демек, қарастырып отырған функциялық қатар 
 ,0  жиында Дирихле белгісінің барлық шарттарын 
қанағаттандырады, олай болса, ол бірқалыпты жинақты барлық  

  ,x 0  үшін. 
2. Егер (7.28) функциялық қатар X  жиында абсолютті әрі 

бірқалыпты жинақты болса, онда  


1n
n xu  функциялық қатар осы 

жиында бірқалыпты жинақты болмауы мүмкін. Осы тұжырымды 
дәлелдейік.  

Шешуі. Ол үшін      xxu n
n

n  1  болсын, мұндағы  xn  теріс 
емес   xn  функциялық тізбектің мүшелері, ал тізбек x  бойынша 
бірқалыпты жинақты, n  бойынша монотонды нөлге ұмтылады және 

 





1n
n x  функциялық қатар жинақты. Онда Дирихле белгісі бойынша 

(7.28) қатар, яғни  



xu

n
n

1
    xn

n

n 


1
1  қатар бірқалыпты жинақты 

және ол абсолютті жинақты, себебі  





1n
n x  қатары жинақты. Енді 
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 





1n
n x  қатардың жинақтылығынан 






1n
n )x(u 






1n
n )x(  қатарының 

бірқалыпты жинақты болуы мүмкін емес. Осы тұжырымға мысал 
келтірейік:   )x(n  ,x)x( n1 ]1;0[x  болсын. Тізбектің нөлге 
бірқалыпты жинақты болатынын дәлелдейік. Тізбектің жалпы мүшесі 
үшін  

]1;0[,0)1(lim)(lim)( 


xxxxx n

nnn
  

және 

 
   

    






 


n

n

n

n

n
x nn

n
n

nxx
111

sup 1
1,0

  
 

,
11

1
1

111
1

1
11

1
n

nn

n
nnnn

n
n







 









 














  

 

n
lim

 
   

  010
11

1
1

1limsup
1,0









 




 e
n

n
xx nnn

x
 , 

 

.)x(x)xx(x

xxxx)x()x(
nn

nnnn
nn

0112 22

211
1



 
  

 
Демек,   xn  тізбек нөлге бірқалыпты жинақты және 

монотонды. Онда Дирихле белгісі бойынша     n

n

n xx



11

1
 функциялық 

қатар бірқалыпты жинақты, ]1;0[x . Осы қатардың абсолют 
шамасымен алынған дербес қосындысын табайық: 

 

      1

1
1

1
111 







  nn

k

n
k

n x
x

xxxxxxxS . 
 

Осыдан 

     








 .1,0

,1,0,1
lim

x
x

xSxS nn
 

 

Онда 
 

    1sup
1,0




xSxSn
x

, яғни функциялық қатар жинақты, 

бірақ бірқалыпты жинақты емес. 
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Сұрақтар мен есептер: 
1. Вейерштрасс белгісі. 
2.  



 


1
2 2

11
n

n

nx
, ),( x  функциялық қатарға кез келген 

тағайындалған  ),( x  үшін Лейбниц белгісі орындала ма? 
 
7.10. Функциялық қатар мен тізбекті мүшелеп шекке  
         көшу және шектік функцияның үзіліссіздігі 
 
Өткен тақырыптарда жинақты функциялық қатардың мүшелері 

үзіліссіз болса да оның қосындысы үзіліссіз немесе үзілісті 
болатынын көрдік. Енді осы қосындының үзіліссіз болатынын 
қамтамасыз ететін жеткілікті шарттарын қарастыратын боламыз. Ол 
үшін сандар осінен кез келген 0x  нүкте алайық және ол X  сандар 
жиынында жатуы да, жатпауы да мүмкін, бірақ осы нүктенің кез 
келген   маңайында X  жиынның нүктелері жатсын, яғни бұл 
жағдайда 0x  нүкте X  жиынның шектік нүктесі деп аталады. 

7.4-теорема (функциялық қатарды мүшелеп шекке көшу). 
1) (7.28) функциялық қатар X  сандар жиынында шекті  xS  

функцияға бірқалыпты жинақты болса; 
2) функциялық қатардың әр мүшесінің 0x  нүктеде шектік мәні 

бар болсын: 
  ,...2,1,lim

0



kcxu kkxx

 
 
Онда 0x  нүктеде  xS  шектік функцияның мәні бар және мына 

теңдіктер орындалады: 
 

              ,limlimlim
111 000








 






k
k

k xx
k

k
kxxxx

cxuxuxS                 (7.34)                        

 
яғни функциялық қатарға бірқалыпты жинақтылық орындалғанда lim  
шек пен  қосынды таңбаларын орын алмастыруға болады, басқаша 
айтқанда, функиялық қатардың әр мүшесінен жеке-жеке шекке 
көшуге болады. 

Дәлелдеу. Алдымен (7.34) теңдіктегі шектік мәннен анықталған 




1k
kc  санды қатардың жинақты болатынын көрсетейік. Коши критерийі 
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(7.2-тақырып) бойынша кез келген 0  санына  N  нөмір табылып, 
  Nn  теңсіздікті қанағаттандыратын 0p,n  натурал сандары үшін 

 

        xuxuxu pnnn ...21                        (7.35) 
 
теңсіздік орындалады. Осы теңсіздіктен шекке көшейік, сол 

pNn ),(  сандар үшін 
 

 2...21   pnnn ccc . 
 

Онда 


1k
kc  санды қатарына Коши критерийі орындалады, яғни 




1k
kc  жинақты қатар. Енді   






1k
kcxS  айырымын 0x  нүктенің 

маңайында бағалайық. Теореманың шарты бойынша  xS  берілген 
(7.28) функциялық қатардың шекті функциясы, яғни   XxuxS

k
k  




,

1
, 

онда барлық n  нөмірге мына теңдік орындалады: 
 

  





1k
kcxS   



1k
k xu 



1k
kc   



n

k
k xu

1




n

k
kc

1
 

 

  


 1nk
k xu 



 1nk
kc  

 
Осыдан барлық  Xx  үшін мына теңсіздікті аламыз: 
 

      













11111 nk
k

nk
k

n

k
k

n

k
k

k
k cxucxucxS .           (7.36) 

 

Егер 0  санын тағайындайық, онда 


1k
kc  қатардың 

жинақтылығы мен (7.28) функциялық қатардың жинақтылығынан 
тағайындалған 0  санына n  нөмір табылып, барлық  Xx  үшін 

            

      
31






nk
kc ,   

31






nk
k xu                             (7.37) 
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теңсіздіктері орындалады. Сонда саны санаулы қосындылардың шегі 
осы қосындылардың мүшелерінен алынған шектердің қосындысына 
тең болғандықтан, жоғарыда тағайындалған 0  санына, n  нөмірге 
және  00 xx  теңсіздігін қанағаттандыратын  X  жиынындағы  x  
үшін 

                        
31 1


 

 

n

k

n

k
kk cxu                                     (7.38) 

 
теңсіздігі орындалатындай 0  саны табылады. Олай болса, (7.37), 
(7.38) теңсіздіктерді пайдаланып, (7.36) теңсіздіктен  00 xx  
теңсіздігін қанағаттандыратын  Xx  үшін 

 

  
 

 3331

n

k
kcxS  

 
теңсіздігі орындалады. Сонымен,  xS  функциясының 0xx   нүктеде 
шектік мәні бар және (7.34) теңдік орындалады. Дәлелденді. 

Жоғарыдағы 7.4-теореманы   xfn  функциялық тізбек үшін 
келтірейік. 

7.5-теорема (тізбекті мүшелеп шекке көшу). 1)  )(xfn  
функциялық тізбегі X  жиында )(xf  шектік функцияға бірқалыпты 
жинақты болса; 

2) функциялық тізбектің әрбір мүшесінің 0x  нүктеде шектік мәні 
бар болса, яғни 

,...,2,1,)(lim
0




kcxf kkxx
 

 
онда 0x  нүктеде )(xf  шектік функцияның да шектік мәні бар және 
мына теңдіктер орындалады: 

 
)).((limlim))(lim(lim)(lim

00
xfxfxf nnn

nxxxx 
  

 
Демек, бұл жағдайда шекке көшкенде 

0
lim

xx
мен 

n
lim  

таңбаларының орнын алмастыруға болады. 
Ескерту. Егер 7.4-теоремадағы 0x  нүкте X  жиынның элементі 

және функциялық қатардың барлық )(xuk  мүшелері осы нүктеде 
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үзіліссіз болса, онда функциялық қатардың )(xS  шектік функциясы 
да 0xx   нүктеде үзіліссіз болады. 

Шынында да, егер Xx 0  болса, онда )( 0xuc kk  және (7.34) 

теңдіктен )()()(lim 00
10

xSxuxS k
kxx





. 

Бұл теңдік )(xS  функцияның 0xx   нүктеде үзіліссіз болатынын 
айқындайды. 

Сонымен, осы тақырыптағы негізгі теореманы ];[ ba сегментте 
мына түрде тұжырымдауға болады. 

7.6-теорема (шектік функцияның үзіліссіздігі). Егер 
функциялық қатардың (фукциялық тізбектің) барлық мүшелері 

];[ ba  сегментте үзіліссіз және осы қатар (тізбек) ];[ ba  сегментте 
бірқалыпты жинақты болса, онда қатардың (тізбектің) шектік 
функциясында ];[ ba  сегментте үзіліссіз болады. 

Осы теоремадан соң, функциялық қатарды бірқалыпты 
жинақтылыққа зерттегенде мына жағдайды еске сақтаған тиімді: егер 
функциялық қатардың (тізбек) әрбір мүшесі X  жиында үзіліссіз және 
осы жиында үзілісті функцияға жинақты болса, онда функциялық 
қатар (тізбек) бірқалыпы жинақты болмайды. 

Енді функциялық қатармен тізбектің бір қалыпты жинақты 
болуының жеткілікті белгісін ];[ ba сегмент үшін келтірейік. 

Дини* белгісі. Барлық мүшелері ];[ ba сегментте анықталған 
үзіліссіз   xfn  функциялық тізбектің мүшелері кемімейтін 
(өспейтін) болса, яғни ...)(...)()( 21  xfxfxf n  және ол 

];[ ba сегментте үзіліссіз )(xf  функцияға жинақты болса, онда 
  xfn  тізбегі ];[ ba сегментте бірқалыпты жинақты болады. 
Дини белгісін функциялық қатар үшін тұжырымдайық: егер 

барлық мүшелері ];[ ba сегментте оң әрі үзіліссіз 


1
)(

k
k xu  

функциялық қатардың шектік )()(
1

xuxS
k

k



  функциясы осы 

сегментте үзіліссіз болса, онда қатар осы сегментте бірқалыпты 
жинақты болады. 

                                                        
* Улисс Динии (1845–1918) – Италия математигі. 
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Дәлелдеу: Алдымен барлық ];[ bax  үшін кез келген 0  
санына n  нөмірі табылып, 

 
 )()()(0 xfxfxr nn                            (7.38’) 

 
теңсіздігі орындалатынын дәлелдейік. Бұл жағдайда функциялық 
тізбек кемімейтін болғандықтан, яғни 

                                
           ...,)(...)()( 21  xrxrxr n                             (7.39) 

 
(7.38’) теңсіздік жеткілікті үлкен n  нөмірі үшін орындалады. 

Онда функциялық тізбек бірқалыпты жинақты болады. Осы айтылған 
тұжырымды дәлелдеу үшін кері ұйғарайық, яғни 00   санына (7.38’) 
теңсіздік орындалатын n  нөмірі табылмасын. Онда әрбір n -ге 
n( ,..),21  сәйкес ];[ baxn   нүкте табылып, мына теңсіздік орындалады: 

 

0)( nn xr .                                       (7.40) 
 
Берілген ];[ ba сегменттің ,...x,...,x,x n21  нүктелерінен Больцано-

Вейерштрасс теоремасы ([1], 1.8-тақырып) бойынша 0x ],[ ba  
нүктеге жинақты ,...,...,,

21 knnn xxx  тізбекше бөліп аламыз, яғни 

0lim xx
k

k
nn




. Теоремадағы )(xf  пен )(xfn  функциялары ];[ ba  

сегментте үзіліссіз, олай болса, )()()( xfxfxr nn   функциясы да ];[ ba  
сегментте үзіліссіз. Сондықтан кез келген m  үшін )()(lim 0xrxr mnmn k

k



 

теңдігі орындалады. Бірақ та кез келген m  мен жеткілікті үлкен k  
үшін mnk   теңсіздігі орындалады. Енді (7.39) бен (7.40) 
теңсіздіктерден:  

 

0)()( 
kkk nnnm xrxr . 

 
Кез келген  m  үшін соңғы теңсіздіктен kn -да шекке көшсек, 

онда: 
                            00 )()(lim  xrxr mnm k

.                       (7.41) 
 

0x ],[ ba  нүктеде )(xfm  функция )(xf  функцияға жинақты: 
                                    

     0)(lim 0 


xrmm
.                                      (7.42) 
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Сонымен, (7.41) мен (7.42) формулалардағы шектер бір-біріне 
қайшы келеді, осы қайшылық теореманы дәлелдейді. Осы сияқты 
Дини белгісін функциялық қатар үшін де дәлелдеуге болады. 

 
Сұрақтар мен есептер: 
1. Функциялық қатарды мүшелеп шекке көшу. 
2. Тізбекті мүшелеп шекке көшу. 
3. Тізбектің (қатардың) шектік функциясыының үзіліссіздігі. 
4. Тізбек (қатар) үшін Дини белгісі. 
 
7.11. Функциялық қатар мен тізбекті мүшелеп  
         интегралдау және дифференциалдау 
 
7.7-теорема (тізбекті мүшелеп интегралдау). Егер 1)   xfn  

функциялық тізбек ];[ ba сегментте )(xf  шектік функцияға 
бірқалыпты жинақты болса;  2) функциялық тізбектің әрбір мүшесі 

];[ ba  сегментте интегралданса, онда функциялық тізбектің )(xf  
функциясы да осы сегментте интегралданады және функциялық 
тізбектің әрбір мүшесін немесе мүшелеп осы сегментте интеграл-

дауға болады, яғни мына шек бар:  


b

a
nn

dxxf )(lim 
b

a
dxxf ,)(   n =1,2,… 

Дәлелдеу. Кез келген 0  санын тағайындайық. Теореманың 
шарты бойынша,   xfn  функциялық тізбек )(xf  функцияға 
бірқалыпты жинақты, яғни тағайындалған  0  санына )(N  нөмірі 
табылып, )(Nn   теңсіздігін қанағаттандыратын барлық  n  және 

];[ bax  үшін мына теңсіздік орындалады: 
 

          
)(2

)()(
ab

xfxfn 


 .                              (7.43) 

 
Егер )(xf  шектік функцияның ];[ ba  сегментте 

интегралданатынын дәлелдесек, онда белгілі теңсіздіктерден ([1], 6.7-
тақырып) және (7.43) теңсіздіктен барлық  )(Nn   үшін мына 
теңсіздікті аламыз: 
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 
b

a

b

a
n dxxfdxxf )()( 

b

a
n dxxfxf ))()((   

b

a
n dxxfxf )()(  

 



b

a
dx

ab


2)(2
. 

 

Сонымен, 


b

a
nn

dxxf )(lim  шек бар және ол 
b

a
dxxf )(  интегралына тең 

болатындығы дәлелденді. Енді )(xf  функцияның ];[ ba сегментте 
интегралданатынын дәлелдейік. Ол үшін ];[ ba сегментті ];[ baxi  , 

m,i 0  нүктелерімен еркімізше m  бөлікке бөлейік:  210 xxxa  
... ,bxm   ],;[ 1 kk xx   m,k 1  және )( fk  таңба )(xf  функцияның 

];[ 1 kk xx   сегменттегі тербелісі, ал )( nk f  таңба )(xfn  функцияның 
];[ 1 kk xx   сегменттегі тербелісі болсын. 

Енді кез келген 0  санға және m,k 1  нөмірлерге жеткілікті 
үлкен n  нөмірі табылып, 

 

ab
ff nkk 


 )()(                              (7.44) 

 
теңсіздігі орындалатынын дәлелдейік. Шынында да, кез келген  x,x  

];[ 1 kk xx    нүктелер үшін мына теңсіздік орындалады:  
 

 )()( xfxf  )()()()()()( xfxfxfxfxfxf nnnn  
       

   )()()()()()( xfxfxfxfxfxf nnnn  .            (7.45) 
 
Теореманың шарты бойынша   xfn  функциялық тізбек 

];[ ba сегментте )(xf  функцияға бірқалыпты жинақты, яғни кез 
келген 0  санына n  нөмірі табылып, барлық ];[ bax  үшін (7.43) 
теңсіздігі орындалады. Олай болса, кез келген n  үшін 

,)()()()(
ab

xfxfxfxf nn 


  онда осыдан және (7.45) 

теңсіздіктен ,)()()()(
ab

xfxfxfxf nn 


  соңғы теңсіздіктен x  

мен x   кез келген нүктелер болғандықтан (7.44) теңсіздікті аламыз. 
Жоғарыдағы ];[ ba  сегментті бөліктеуге сәйкес келетін )(xf  

функциясының жоғарғы мен төменгі қосындыларын сәйкес S  пен s  
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арқылы, ал )(xfn  функциясының қосындыларын nn sS ,  
таңбаларымен белгілейік. Жоғарыдағы (7.44) теңсіздікті ];[ 1 kk xx   
сегментінің kx  ұзындығына көбейтіп және одан k  бойынша 1-ден 
m -ге дейін қосынды алайық: 

 

,)()( kknkkk x
ab

xfxf 



  

 

  
  





m

k

m

k

m

k
kknkkk x

ab
xfxf

1 1 1
)()(  . 

 

Осыдан 
 nn sSsS .                                     (7.46) 

 
Сонымен, ];[ ba сегментті еркімізше m  бөлікке бөлу нәтижесінде 

(7.46) теңсіздікті алдық және )(xfn  функция ];[ ba сегментте 
интегралданатын болғандықтан  nn sS  теңсіздігі орындалатындай 
осы бөліктеу табылады, онда (7.46) теңсіздіктен ssS 2  болады. Ал 
мұндағы 0  кез келген сан болғандықтан )(xf  функция 

];[ ba сегментте интегралданады ( 1 , 6.4-тақырып, теорема). 
Дәлелденді. 

7.7-теореманы функциялық қатар үшін орындалатын 
тұжырымды келтірейік. 

7.8-теорема (қатарды мүшелеп интегралдау). Егер 1) (7.28) 
функциялық қатар ];[ ba  сегментте өзінің )(xS  шектік функциясына 
бірқалыпты жинақты болса; 

2) (7.28) функциялық қатардың барлық )(xuk  мүшелері 
];[ ba сегментте интегралданса, онда )(xS  функция да 

];[ ba сегментте интегралданады, яғни dxxu
k

b

a
k 



1
)(  қосынды жинақты 

және ол  
b

a
dxxS )( -ке тең. 

7.9-теорема (тізбекті мүшелеп дифференциалдау). Егер 1)   xfn  
функция бар болса; 

2) )}({ xfn  тізбегі ];[ ba сегментте бірқалыпты жинақты болса; 
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3)   xfn  тізбегі ];[ ba сегменттің кем дегенде бір ],[0 bax   
нүктесінде жинақты болса, онда   xfn  функциялық тізбек 

];[ ba сегментте )(xf  шектік функцияға бірқалыпты жинақты және 
оны осы сегменте мүшелеп дифференциалдауға болады, яғни )(xf  
функциясының  xf   туындысы )}({ xfn  функциялық тізбектің шектік 
функциясы болады. 

Дәлелдеу. Алдымен   xfn  функциялық тізбек ];[ ba сегментте 
бірқалыпты жинақты болатынын дәлелдейік. Теореманың шарты 
бойынша   0xfn  тізбек жинақты, ал   xfn  тізбек ];[ ba сегментте 
бірқалыпты жинақты, онда кез келген 0  санына )(N нөмірі 
табылып, )(Nn   теңсіздігін қанағаттандыратын n  және натурал p  
сандары үшін 

    

   
)(2

)()(,
2

)()( 00 ab
xfxfxfxf npnnpn 

 


           (7.47) 

 
теңсіздік барлық ],[],,[ 0 baxbax   үшін орындалады. 

Енді ];[ ba сегменттен кез келген x  нүкте алайық.  )(tf pn )(tfn  
функциясы ],[ 0 xx  сегментте кез келген тағайындалған n  мен p  
сандары үшін Лагранж теоремасының ([1], 3.7-тақырып) барлық 
шарттарын қанағаттандырады, сондықтан 0x  мен x  нүктелерінің 
арасынан с  нүкте табылып, 

 

   )()()()( 00 xfxfxfxf npnnpn  
 

  )()()( 0xxcfcf npn    
 
теңдігі орындалады. Осыдан және (7.47) мен abxx  0  
теңсіздіктерінен барлық ,...)2,1(0),(],;[  ppNnbax   үшін 

 













)(
)(22

)()(

)()()()(

0

00

ab
ab

xxcfcf

xfxfxfxf

npn

npnnpn

 

 

теңсіздігі орындалады. Сонымен, Коши критерийі бойынша   xfn  
функциялық тізбек ];[ ba сегментте шектік )(xf  функциясына 
жинақты болады. 
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Енді ];[ ba  сегменттің кез келген 0x  нүктесінде )(xf  шектік 
функцияның туындысы бар және ол туынды   xfn  функциялық 
тізбектің шектік функциясы болатынын дәлелдейік. Ол үшін 

];[ ba сегменттің кез келген 0x  нүктесін тағайындайық және осы 
нүктенің  -маңайы толық ];[ ba  сегментке тиісті болатындай 0  
санын алайық. Егер ax   болса, онда 0x  нүктенің  -маңайы ретінде 
 aa,  интервалын, ал егер bx 0  болса  bb ,  интервалын 
қарастырамыз. Енді 0x  нүкте ];[ ba  интервалда axx  0,0   
нүкте ,bx 0  ал bx 0  нүкте ,0 x  теңсіздіктерді 
қанағаттандыратын x  шешімдерінің жиынын { x } таңбасымен 

белгілейік те x -ке тәуелді функциялық 
x

xfxxfx nn
n 




)()()( 00  

тізбек { x } жиынында бірқалыпты жинақты болатынын дәлелдейік. 
Теореманың шарты бойынша,   xfn  функциялық тізбек бірқалыпты 
жинақты болғандықтан, кез келген 0  санына )(N  нөмірі 
табылып, )(Nn   теңсіздікті қанағаттандыратын барлық n , 0p  
және барлық ];[ bax  үшін 

 

 )()( xfxf npn                                  (7.48) 
 

теңсіздігі орындалады. { x } жиынындағы кез келген x -ті және n  
мен p -ны тағайындайық, онда 00 ,[ xx ]x  сегментте )()( tftf npn   
функция Лагранж теоремасының барлық шарттарын 
қанағаттандыратын болғандықтан, (0;1) интервалынан   саны 
табылады және 
 

   

)()(

)()()()(

)()(
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0000

xxfxxf
x

xfxfxxfxxf

xx

npn
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














 

 
теңдік орындалады. Соңғы теңдіктен және (7.48) теңсіздіктен барлық 

];[ bax  және )(Nn  , 0p  үшін }{,)()( xxxx npn    
теңсіздігі орындалады. Демек, Коши критерийі бойынша )}({ xn   
тізбегі { x } жиынында бірқалыпты жинақты. Осы дәлелденген 
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жинақтылық )}({ xn   тізбегіне 0x  нүктеде 7.4-теореманы 

қолдануға мүмкіндік береді, яғни 
x

xfxxf


 )()( 00  функциясы 

)}({ xn   тізбектің 0x -дағы шектік  функциясы болады және 
 

 
  ).(lim)()(limlim)(limlim

)(limlim)()(lim

0
00

00

0
00

0

xf
x

xfxxfx

x
x

xfxxf

nn
nn

xnnxn

nnxx
























 

 
Сондықтан )(xf  функциясының 0x  нүктедегі туындысы бар және 

ол )(lim 0xfnn



-ге тең. Дәлелденді. 

Енді 7.9-теореманың функциялық қатар үшін орындалатын 
тұжырымын келтірейік. 

7.10-теорема (қатарды мүшелеп дифференциалдау). Егер               
1) (7.28) функциялық қатардың әрбір )(xuk  мүшесінің 

];[ ba сегменттегі туындысы бар болсын; 2) туынды арқылы 

анықталған 


1

' )(
k

k xu  функциялық қатар ];[ ba сегментте бірқалыпты 

жинақты болсын; 3) (7.28) қатар ];[ ba  сегменттің кем дегенде, бір 
0x  нүктесінде жинақты болсын, онда (7.28) функциялық қатар ];[ ba  

сегментте )(xS  шектік функцияға бірқалыпты жинақты және оны осы 
сегментте мүшелеп диференциалдауға болады, яғни функциялық қа-
тардың ];[ ba  сегменттегі )(xS  шектік функциясының туындысы 

туынды арқылы анықталған 



n

k
k )x(u

1
 функциялық тізбектің шектік 

функциясы болады. 

Мысалдар. 1. 


1
2

n n

xarctg  функциялық қатарды мүшелеп 

диференциалдауға бола ма?  

Шешуі. 
n

xarctgxun 2)(   ,...)2,1( n  функциясы барлық   ;x  

үшін диференциалданады, үзіліссіз және 
22 ~

n
x

n
xarctg , n -да. 

Сондықтан барлық кез келген тағайындалған );( x  үшін 


1
2

n n
x  
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қатар берілген қатардың мажоранты болады және 


1
2

n n
x   қатар 

жинақты. Олай болса, берілген  қатар бірқалыпты жинақты. Енді 








 











1
24

2

1
2

nn xn
n

n
xarctg   қатарды қарастырайық: 

 

24

2

24

2 1
nn

n
xn

n



. 

 

Мұндағы 


1
2

1
n n

 санды қатары жинақты, олай болса Вейерштрасс 

белгісі бойынша 












1
2

n n
xarctg  қатары бірқалыпты жинақты. Онда, 

7.10-теорема бойынша, берілген қатарды мүшелеп 
дифференциалдауға болады. 

2. 


 12
1

n
xn n

 функциялық қатардың 0x -дағы шегін табайық. 

Шешуі. Берілген қатар үшін, 7.4-теореманың барлық шарттары 
орындалатынын дәлелдейік. Алдымен қатардың бірқалыпты жинақты 
болатынын көрсетейік. Қатардың жалпы мүшесіне кез келген 

  ;x 0  үшін 
nxn n 2

1
2

1
  теңсіздігі орындалады. Онда 



12
1

n
n  

геометриялық прогрессия берілген қатардың мажорантты қатары 
және Вейерштрасс белгісі бойынша берілген қатар бірқалыпты 
жинақты. Кез келген   ;x 00  үшін 

 

nxnxnxnxx n
,

nn
lim

2
1

2
1

2
1

2
1

00
0







. 

 

Демек, 


 1 02
1

n
xn n

 жинақты. Олай болса, 7.4-теорема бойынша 

берілген қатардан мүшелеп шекке көшуге болады. Енді қатардың 
шегін табайық: 

 

  
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




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Сұрақтар мен есептер: 
1. Тізбекті (қатарды) мүшелеп интегралдау. 
2. Тізбекті (қатарды) мүшелеп дифференциалдау. 

3. 


1
3arccos

n n
x  функциялық қатарды мүшелеп диференциалдауға 

бола ма? 

4. 


1
4

n n
xarctg  функциялық қатарды мүшелеп диференциалдауға 

бола ма? 

5. 


 14
1

n
xn n

 функциялық қатардың 0x -дағы шегін табыңдар.    

 
7.12.  Дәрежелі қатар 
 
Анықтама. Дәрежелі қатар деп мына функциялық қатарды 

айтамыз: 

       





0

2
210

n

n
n

n
n xa...xa...xaxaa ,                 (7.49) 

 
мұндағы ia -нақты сандар және олар дәрежелі қатардың 
коэффициенттері деп аталады. 

Дәрежелі қатардың жалпы түрі мына түрінде беріледі: 
 

 ...)(...)()( 0
2

02010
n

n xxaxxaxxaa .)(
0

0





n

n
n xxa  

 
Біз дәрежелі қатарды қарастырғанда дәрежелі қатардың (7.49) 

түрін қарастыратын боламыз, себебі дәрежелі қатардың жалпы 
мүшесіне 0xxt   алмастыруын пайдаланып, дәрежелі қатардың 
жалпы түрін (7.49) түрге келтіруге болады. 

Берілген функцияны (7.49) дәрежелі қатар түріне келтіруді 
функцияны жіктеу деп атайды және ол арқылы функцияның 
интегралдық жуық мәнін есептеу, дифференциал теңдеуді шешу үшін 
қолданылады. Дәрежелі қатардың жинақты облысын табайық және 
оның жинақты облысы OX  осінің сегменті, жарты сегменті, 
интервалы болады. Кез келген дәрежелі қатар 0x  нүктеде жинақты. 

Егер (7.49) дәрежелі қатардың жинақты облысы 0x  нүкте болса 
және барлық сандар осі болмаса, онда  R,R  интервалы табылады. 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 72 

Бұл интервалдың ішкі нүктелерінде дәрежелі қатар абсолютті 
жинақты болады, осы интервал дәрежелі қатардың жинақты 
облысы, ал R саны дәрежелі қатардың радиусы деп аталады. Осы 
интервалдың шеткі Rx   нүктелерінде дәрежелі қатар жинақты 
болуы да, болмауы да мүмкін. Сондықтан интервалдың шеткі 
нүктелерінде дәрежелі қатардың жинақты, жинақсыздығын зерттеу 
үшін әрбір мысалды жеке-жеке қарастыру қажет. Кейбір дәрежелі 

қатарлар тек 0x  нүктеде ғана жинақты болады,  мысалы 


0
,!

n

nxn  ал 




0 !n

n

n
x  дәрежелі қатар барлық сандар осінде жинақты болады. Енді 




0n

nx  мысалды қарастырсақ, бұл қатар еселігі x -ке тең геометриялық 

прогрессия, олай болса, ол 1x  теңсіздігін қанағаттандыратын 
барлық x  үшін жинақты, ал 1x  теңсіздігін қанағаттандыратын x  
үшін жинақсыз. Олай болса, 11  x  интервалы дәрежелі қатардың 
жинақты облысы болады, мұнда 1R . 

Дәрежелі қатардың жинақты облысы 0x  нүкте және барлық 
сандар осі болмаса, онда оның жинақты облысы  R,R ,  R,R , 
 R,R ,  R,R  интервалдардың бірі болады Егер дәрежелі қатар 

0x  нүктеде ғана жинақты болса, онда 0R  болады және керісінше. 
Егер дәрежелі қатар сандар осінің барлық нүктелерінде жинақты 
болса, онда R  және керісінше. 

7.11-теорема. Егер (7.49) дәрежелі қатар 00  xx  нүктеде 
жинақты болса, онда 0xx  теңсіздікті қанағаттандыратын барлық x  
үшін дәрежелі қатар абсолютті жинақты болады. 

Дәлелдеу. (7.49) дәрежелі қатар 0xx   нүктеде жинақты 
болғандықтан  

 


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


0
00

2
02010

n

n
n

n
n xa...xa...xaxaa , 

 

санды қатардың n
n xa 0  жалпы мүшесі n -да нөлге ұмтылады. (7.2-

тақырып), онда ол шектелген (шенелген) (1.1-тақырып): 
 

,Mxa n
n 0   ,...,,n 210                             (7.50) 
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Енді 0xx   теңсіздігін қанағаттандыратын  барлық x  үшін  
                 

      





0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaaxa                (7.51)  

 

дәрежелі қатарды қарастырайық. Мұндағы  
nn

n
n

n
n x

xM
x
xxaxa

00
0 








 . 

Демек, (7.51) қатардың әрбір мүшелері 

....
x
xM...

x
xM

x
xMM

n


0

2

00

 қатарының сәйкес мүшелерінен кіші. 

Соңғы қатардың еселігі 
0x
xq  -ге тең геометриялық прогрессия 

1
0






x
x . Онда салыстыру белгі (7.2-теорема) бойынша  (7.51) қатар 

жинақты. Демек, 7.3-теорема бойынша (7.49) қатар да жинақты, яғни 
абсолют жинақтылықтың анықтамасы бойынша (7.4-тақырып) (7.49) 
қатар абсолютті жинақты. Дәлелденді. 

Енді дәрежелі қатардың жинақты радиусын анықтайтын 
теоремаларды қарастырайық. 

7.12-теорема. Егер мына теңдеу бар болса ,
a

a
lim

n

n 1  ,0  

онда (7.49) дәрежелі қатардың жинақты радиусы 



1R  болады. Бұл 

жағдайда, 0R  болады, егер ;  ,R   егер 0  болса. 
Дәлелдеу. Даламбер белгісін қолданайық: 
 




 







x

a
a

x
xa
xa

n

n

nn
n

n
n

n

1
1

1 limlim . 

 
Егер 0  болса, онда 0x  болады және барлық x  үшін 

дәрежелі қатар абсолютті жинақты, яғни R . Егер   және 0x  
болса, онда x  болады және дәрежелі қатар жинақсыз болады. 
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Сонымен, 



1x  болса, қатар абсолютті жинақты, ал 




1x  болғанда 

дәрежелі қатар жинақсыз болады, сондықтан  R

1  болады. Дәлелденді. 

Осы сияқты, Кошидің радикал белгісін қолданып, дәрежелі 
қатардың жинақты радиусын табу үшін мына теореманы дәлелдеуге 
болады. 

7.14-теорема (Коши-Адамар*). Кез келген дәрежелі қатардың 
жинақты радиусы Коши-Адамар формуласы деп аталатын мына 
формуладан анықталады: 

 


 1,lim 


Ran

nn
. 

 
Сонымен, дәрежелі қатар жинақты интервалдардың ішкі 

нүктелерінде абсолютті жинақты болады, ал енді қатардың 
бірқалыпты жинақтылығын қарастырайық. 

7.15-теорема.  (7.49) дәрежелі қатар өзінің жинақты интервалына 
тиісті кез келген сегментте бірқалыпты жинақты болады. 

Дәлелдеу. Дәрежелі қатардың жинақты интервалы );( RR  және 
 R  Rx    болсын. Енді   );(; RR  сегментте дәрежелі 

қатар бірқалыпты жинақты болатынын дәлелдейік. Ол үшін 
 ,,max0 x  0x )R;R(  болсын, онда барлық   ;x  үшін 

0xx   теңсіздігі орындалады. Сондықтан n
n

n
n xaxa 0  теңсіздігі де 

орындалады. 


0n

n
n xa  санды қатары жинақты болғандықтан, 

Вейерштрасс белгісі бойынша (7.9-тақырып), 


0n

n
n xa және 



0n

n
n xa  

қатарлары   ;  сегментте бірқалыпты жинақты болады. Дәлелденді. 
Коши критерийін пайдаланып мына тұжырымды дәлелдеуге 

болады: егер (7.49) дәрежелі қатар  R;R  жинақты интервалының 
шеткі Rx   нүктесінде жинақты болса, онда дәрежелі қатар  R;0  
сегментте бірқалыпты жинақты болады. 

Осы сияқты: егер дәрежелі қатар RX   немесе ,RX   RX   
нүктеде жинақты болса, онда дәрежелі қатар  0;R  немесе  R;R  
сегменттерде жинақты болады. 
                                                        
* Жан Адамар (1865–1903) – француз математигі 
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7.16-теорема (дәрежелі қатардың үзіліссіздігі). (7.49) дәрежелі 
қатардың  xS қосындысы жинақты интервалдың ішкі нүктелерінде 
үзіліссіз болады. 

Дәлелдеу. Дәрежелі қатар үшін x  нүкте  R;R  жинақты 
интервалының ішкі нүктесі болсын. Осы нүктені  ;  сегментінің 
ішкі нүктесі және );(];[ RR  енгізуі орындалатындай  ;  
сегментті таңдап алуға болады. Онда  ;  сегментте (7.49) дәрежелі 
қатар бірқалыпты және оның әрбір мүшелері үзіліссіз. Олай болса, 
қатар мүшелерінің қосындысында  ;  сегментте үзіліссіз, демек, x  
нүктеде де үзіліссіз. Дәлелденді. 

Осы сияқты, егер дәрежелі қатар  RxRx   нүктеде жинақты 
болса, онда қатардың қосындысы да  RxRx   нүктеде үзіліссіз 
болады. 

7.17-теорема (дәрежелі қатарды мүшелеп дифференциалдау). 
(7.49) дәрежелі қатарды өзінің жинақты интервалының ішкі нүктелері 
үшін мүшелеп дифференциалдауға болады, яғни 

 

  





1

1'
n

n
nxnaxS                                (7.52) 

 
және (7.52) дәрежелі қатардың жинақты интервалы (7.49) дәрежелі 
қатардың жинақты интервалымен бірдей болады. 

7.18-теорема (дәрежелі қатарды мүшелеп интегралдау). (7.49) 
дәрежелі қатары өзінің жинақты интервалында мүшелеп 
интегралдауға болады, яғни 

 

  









x

n

n

n n
xadttS

0 0

1

1                               (7.53) 
 

және (7.53) пен (7.49) дәрежелі қатарлардың жинақты интервалдары 
бірдей. Теоремалардың дәлелденуін оқырмандарға ұсынамыз. 

Мысалдар. 1.  
 



1

2

!2
!

n

n

n
xn  дәрежелі қатардың жинақты интервалын 

табайық.      
Шешуі.  7.12-теоремадан: 
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Онда 41



R . Сондықтан дәрежелі қатар x  теңсіздігін 

қанағаттандыратын x  үшін жинақты, яғни  x. Енді жинақты 
интервалдың шеткі x =-4, x =4 нүктелерін жинақты, жинақсыз 
болатынын тексерейік: 
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Демек, x =4 болғанда санды тізбек өспелі )( 1 nn aa . Олай болса, 
n -да оның жалпы мүшесі нөлге ұмтылмайды, яғни санды тізбек 

жинақсыз. Осы сияқты, 4x  нүктеде    
 






1

2

!2
4!1

n

n
n

n
n  санды тізбек 

жинақсыз. Сонымен, берілген дәрежелі қатардың жинақты интервалы 
(-4; 4) болады. 

2. 


1
2

!
n n

n

a
xn , a  дәрежелі қатардың жинақты радиусын табайық.  

Шешуі. 7.12-теоремадан: 
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Онда 



1R , осыдан R . Демек, берілген дәрежелі қатар 

барлық сандар ос-інде жинақты болады. 
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3. 


1n n

n

a
x

, a    дәрежелі қатардың жинақты интервалын 

анықтайық.  
Шешуі. Ол үшін Коши-Адамар формуласын пайдаланайық: 
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яғни x  болғанда берілген қатар абсолютті жинақты. 

Енді 1x  болсын, онда 
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Сонымен, Раабе белгісі бойынша, 1x  болғанда дәрежелі қатар 

абсолютті жинақты, егер 1a  болса; ал егер 10  a  болса, онда 
қатар жинақсыз. 

Енді 1x  болсын, онда  





1

11
n n

n

a
 санды қатарды 

қарастырамыз.  Егер 10  a  болса, онда 01limlim 
 nnn

n a
a  . Демек, 
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қатардың жалпы мүшесі нөлге ұмтылмайды (7.2-тақырып, 5-қасиет), 
яғни қатар жинақсыз. Егер 1a  болса, онда жоғарыда есептелгендей  

1x  нүктеде абсолютті жинақты болады. 
 
Сұрақтар мен есептер: 
1. Дәрежелі қатардың жинақты радиусы. 
2. Дәрежелі қатардың үзіліссіздігі. 
3. Дәрежелі қатарды мүшелеп дифференциалдау. 
4. Дәрежелі қатарды мүшелеп интегралдау. 

5.  
 
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xn ; 
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1 1
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a
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, a ; 

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

1

2

2

!
n n

n

a
xn , a  дәрежелі 

қатарлардың жинақты радиусын табыңдар. 
 
7.13.  Периодты функциялар 
 

Сандар осінде анықталған  )(xf  функцияны қарастырайық. 
Анықтама. )(xf  функциясы периодты деп аталады, егер 

функцияның анықталу облысындағы кез келген x  үшін 0T  саны 
табылып,  )( Txf  ),(xf x  ;  теңдігі орындалса. Бұл 
жағдайда T  саны )(xf  функцияның периоды деп аталады. Мектеп 
бағдарламасынан бізге таныс ,sin x  tgxx,cos  және ctgx  
тригонометриялық функциялар периодты функцияларға мысал 
болады. Егер T  саны функцияның периоды болса, онда 

,...T,T,T 32   сандары да осы функцияның периоды болады. Егер 
1T  мен 2T  сандары  xf  функциясының периоды болса, онда 21 TT   

сандары да )(xf  функцияның периоды болады. Демек, егер 
функцияның периоды бар болса, онда ол тек біреу ғана емес. 

Көп жағдайда функцияның периоды ретінде оның ең кіші 
периодын қарастырамыз. Жоғарыда айтылғандардан мынадай 
тұжырымдарды оңай дәлелдеуге болады: 

1) периоды T -ға тең функциялардың қосындысы, айырымы, 
көбейтіндісі және бөліндісі де периоды T -ға  тең периодты функция 
болады; 

2) егер )(xf  функцияның периоды T  болса, онда  axf  
функциясының периоды  

a
T  болады. Шынында да,  
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   axfaxf]
a

xa[f 





 

 . 

 
3) егер  xf  функциясы ұзындығы T -ға тең кесіндіде 

интегралданса, онда ол ұзындығы T -ға тең басқа кесінділерде де 
интегралданады және ол интегралдар өзара тең, яғни кез келген a  
мен  bab   нүктелер үшін мына теңдік орындалады (7.4-сурет) 

 

 
 


Ta

a

Tb

b
dxxfdxxf )()( .                              (7.54) 

 

 
 

7.4-сурет 
 

Шынында да, (7.54) теңсіздікті дәлелдеу үшін анықталған 
интегралдың геометриялық мағынасына сүйеніп, оңай дәлелдеуге 
болады. Онда: 

 

   
  




Ta

a

b

a

Tb

b

Ta

Tb
dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()( . 

 

Енді 




Ta

Tb
dxxf )(  интегралын өрнектейік, ол үшін  tx  

алмастыруын қолданайық,  ,dtdx    ,Txt    ,atж    btm  : 
 

   





Ta

Tb

a

b

a

b

a

b
dxxfdttfdtTtfdxxf )()()()( . 

 
Осыдан дәлелдеу керек  (7.54) теңдікті аламыз: 
 

   
 


Ta

a

b

a

Tb

b

a

b
dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()( 

Tb

b
dxxf )( . 
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Тәжірибеде жиі қолданатын қарапайым периодты функция деп  
 

 ,sin   xAy       ;x                         (7.55) 
 
функцияны айтамыз және ол қарапайым гармоника, қысқаша 
гармоникалық функция деп аталады, мұндағы A  гармоникалық 
фукцияның амплитудасы,   – жиілігі,   – алғашқы (бастапқы) 
фазасы деп аталады. 

Гармоникалық функцияның периоды 




2 -ға тең: 

 

  )sin(2sin2sin 

 




 





  xAxAxAy . 

 
Тригонометриядағы белгілі формулалардан: 
 

   
,sincos

sincoscossinsin
xbxa

xxAxAy






 

 
мұндағы ,sinAa    ,cosAb   яғни гармоникалық функцияны мына 
түрге түрлендіруге болады: 

 
,sincos xbxay      ,;x                       (7.56) 

мұндағы 
 

,baA 22   ,
ba

a
A
asin

22 
  ,

ba

b
A
bcos

22 
  

b
atg  . 

 
Біз төмендегі тақырыптарда гармоникалық функцияның (7.56) 

түріндегі гармониканы қарастыратын боламыз. 
 
Сұрақтар мен есептер: 
1. Функцияның периоды. 
2. Гармоникалық функция, оның A  амплитудасы,   алғашқы 

(бастапқы) фазасы,   жиілігі.  
3. Қарапайым периодты функция. 
 
 



Жоғары математика курсы 
 

 81

7.14.  Тригонометриялық және Фурье қатарлары 
 
Анықтама. Мына қатар 

 

 





1

0 sincos
2 n

nn xbnxaa
                           (7.57) 

 
тригонометриялық қатар деп аталады, мұндағы na,a0  және nb  
тригонометриялық қатардың коэффиценттері  ,...,n 21 . 

Периоды 2 -ге тең  xf  фнукцияны (7.57) тригонометриялық 
қатарға жіктеуге бола ма, анық айтқанда, егер мүмкін болса, naa ,0   
және  ,...,nbn 21  коэффиценттерінің қандай мәндерінде (7.57) 
тригонометриялық қатар жинақты және ол периоды 2 -ге тең 
берілген )x(f  функцияға тең болады: 

 

  xbxaaxf sincos
2

)( 11
0  

 

    ...sincos...2sin2cos 22  xbnxaxbxa nn ? 
 
Бұл сұраққа жауап беру үшін, алдымен ];[  ] сегментте 

анықталған интегралдарды есептейік, кез келген бүтін 0n  үшін: 
 


 









,0sin1cos nx

n
nxdx  

                  






nx

n
nxdx cos1sin 0






,                           (7.58) 












 ,)2cos1(1cos2 dxnx

n
nxdx  

 
 









 ,)2cos1(

2
1sin2 dxnxnxdx                      (7.59) 

 
 









xmnmxdxnx )[cos(

2
1coscos  

,0])cos(  dxxmn  
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 
 









xmnmxdxnx )[cos(

2
1sinsin ],0)cos(  xdxmn    (7.60) 

 

 
 









xmnmxdxnx )[sin(

2
1cossin .0])sin(  dxxmn  

 
Анықтама. ];[ ba  сегментте анықталған  xy   пен  xy   

функциялары үшін 0 dx)x()x(
b

a
 теңдік орындалса, онда ол 

функциялар осы сегментте ортогональ деп аталады. 
Мысалы, ,....,2sin,2cos,sin,cos,1 xxxx  функциялары ];[   

сегментте қос-қостан ортогональды функциялар болады және 7.13-
тақырыптағы 3-тұжырым бойынша, (7.58)–(7.60) формулалар 

]2;[ aa  сегментте де орындалады. Демек, ұзындығы 2 -ге тең кез 
келген сегменттерде ,cos nx  ,sin,sin,cos mxnxmx mxnx cos,sin  
функцияларда қос-қостан ортогональ болады. 

Енді периоды 2 -ге тең  xf  функция тригонометриялық қатарға 
жіктелсін деп ұйғарайық, яғни 

 

  xf 





1

0 )sincos(
2 k

kk kxbkxaa
                    (7.61) 

 
теңдік орындалсын және ];[   сегментте (7.61) тригонометриялық 
қатарды мүшелеп интегралдауға болатын болсын. Онда (7.61) 
теңдіктің екі жағын да ];[   сегментте интегралдауға болады: 

 

   
  
















 1

0 )sincos(
2

)(
k

kn dxkxbkxadxadxxf . 

 
Осы теңдікке, 7.8-теореманы және (7.58) формуланы пайдаланып, 

0a коэффицентті табамыз: 
 

   




  















1
0 ),sincos()(

k
kk kxdxbkxdxaadxxf  

 

      






 ,)( 0adxxf    







.)(1

0 dxxfa                       (7.62) 
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Енді (7.61) теңдікті nxcos -ке көбейтіп, ];[   сегментте мүшелеп 
интегралдайық 

 

 
 









nxdxanxdxxf cos

2
cos)( 0   



  


1
cossincoscos(

k
kk xdxkxbnxdxkxa








. 

 
Соңғы теңдікке тиргонометриялық функциялардың қос-қостан 

ортогональ болатынын ескеріп, na  коэффицентті  табамыз: 
 








 ,cos)( nanxdxxf   ,...2,1,cos1

 


nnxdxxfan




      (7.63) 

 
Осы сияқты, (7.61) теңдікті nxsin -ке көбейтіп, ];[   сегментте 

мүшелеп интегралдап, nb  коэффицентті табамыз: 
 

  ,sin1 nxdxxfbn 






  ,...,n 21                            (7.64) 

 
Сонымен, егер )(xf  функциясы ];[   сегментте интегралданса, 

(7.61) теңдік орындалса, (7.61) қатарды мүшелеп интегралдауға және 
оны nxcos  пен nxsin  функцияларына көбейткен соң қатарларды да 

];[   сегментте мүшелеп интегралдауға болса, онда (7.61) 
тригонометриялық қатардың 0a , na , nb  коэффиценттері (7.62)–(7.64) 
формулалардан анықталады. 

Бізге ];[   сегментте  xf  функция берілсін. Осы функция үшін 
(7.62)-(7.64) формулалардан ,a0  ,an  nb  коэффиценттерді тауып, (7.57) 
тригонометриялық қатарға қояйық. Сонда, осылайша анықталған 
тригонометриялық қатар ];[   сегментте жинақты бола ма және ол 
қатар берілген  xf  функцияға тең бола ма деген сұраққа жауап 
іздеуге тура келеді. Осы сұрақтарға оң болған жағдайда ғана (7.61) 
теңдік орындалады, ал бұл сұрақтарға жауап бермей тұрып, <<=>> 
белгінің орнына  <<>> белгіні қоямыз, яғни   

 

  xf 





1

0 .sincos(
2 n

nn xnbnxaa
 

 

Анықтама. (7.57) тригонометриялық қатардың коэффиценттері 
(7.62–7.64) формулалардан анықталса, онда naa ,0  және nb  
коэффиценттері Фурье коэффиценттері деп аталады.  
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Егер (7.57) тригонометриялық қатардың коэффиценттері Фурье 
коэффициенттері болса, онда (7.57) қатар )(xf  функциясының Фурье 
қатары деп аталады. 

Енді тәжірибеде жиі қолданылатын тұжырымды қарастырайық: 
периоды 2 -ге тең )(xf  функциясына ];[   сегментте (7.61) теңдік 
орындалсын және ол бірқалыпты жинақты болсын, онда (7.61) 
формула ];[   сегментте )(xf   функцияның Фурье қатары болады. 

Шынында да, бірқалыпты жинақты (7.57) тригонометриялық 
қатарға (7.61) теңдік орындалсын. Онда 7.8-теорема бойынша, )(xf  
функциясы үзіліссіз және тригонометриялық қатарды мүшелеп 
интегралдауға болады. Демек, (7.62) теңдік орындалады. 

Мына теңдікті қарастырайық: 
 

mxxf cos)( 





1

0 )cossincoscos(cos
2 n

nn mxnxbmxnxamxa    (7.65) 
 

және 0 ,  )x(Sk 



k

n
nn nxbnxaa

1

0 )sincos(
2

 болсын. 

Енді (7.65) формуланың оң жағындағы қатардың бірқалыпты 
жинақты болатынын дәлелдейік. (7.57) триогнометриялық қатар 
бірқалыпты жинақты болғандықтан N  нөмір табылып, Nk    
теңсіздігін қанағаттандыратын k  үшін  )()( xSxf k  теңсіздігі 
орындалады.  Осыдан: 

 
 mxxSxfmxxSmxxf kk cos)()(cos)(cos)( . 

 
Соңғы теңсіздік (7.65) қатардың бірқалыпты жинақты болатынын 

анықтайды. Олай болса, (7.65) қатарды ];[    сегментте мүшелеп 
интегралдауға болады, яғни бұл жағдайда (7.63) теңдік орындалады. 
Осылайша, (7.65) теңдікті дәлелдеуге болады. Сонымен, (7.61) қатар 
 xf  функциясының Фурье қатары болады. Дәлелденді. 

 
Сұрақтар мен есептер:     
1. Тригонометриялық қатар. 
2. Ортогональ функция. 
3. Фурье қатары.   
4. Периоды 2 -ге тең   xxf   функцияны   ,  аралықта Фурье 

қатарына жікте. 
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5. Периоды 2 -ге тең   2xxf   функцияны   ,  аралықта 
Фурье қатарына жікте. 

6.   xxf 2  функцияны  ,0  аралықта синус бойынша Фурье 
қатарына жікте. 

      
7.15. Периоды 2-ге тең функцияны Фурье қатарына жіктеу 
 
Анықтама.  xfy   функциясы  b;a  сегментте тегіс деп 

аталады, егер функцияның осы сегменттегі туындысы үзіліссіз болса. 
 xfy   функциясы  b;a  сегментте бөлікті-тегіс деп аталады, 

егер функцияның өзі және оның туындысы осы сегментте не үзіліссіз, 
не саны санаулы нүктелерде бірінші түрдегі үзілісті болса. 

Дәлелдеусіз Дирихле теоремасын қабыл алайық: 
Периоды 2 -ге тең бөлікті-тегіс (не үзіліссіз, не үзілісті)  xf   

функциясының Фурье қатары барлық x  үшін жинақты және оның 
барлық үзіліссіз нүктелеріндегі қосындысы  xf -ке тең, ал үзілісті 
нүктелердегі қосындысы  

2
)0()( 00  xfxf -ге тең болады. 

Енді тақ және жұп функцияларға орындалатын қасиеттерді 
қарастырайық. 

1-қасиет. Егер  xf  функция  ll;  сегментте интегралданса және 
ол жұп болса, онда:  

 





l

l
dxxf 2)( 

l
dxxf

0
,)(  

 
ал егер ол тақ болса, онда:  





l

l
dxxf 0)(  

 

теңдіктері орындалады. 
Дәлелдеу. Теңдіктің сол жағын екі интегралдың қосындысы 

түрінде жазайық: 

  
 


l

l l

l
dxxfdxxfdxxf

0

0
)()()(  

 
теңдіктің оң жағындағы бірінші интегралға tx   алмастыруын 
пайдаланайық: 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 86 

lt,t,dtdx Tж  0 ,  
онда: 

 



0

0

0
)()()(

l

l

l
dttfdttfdxxf . 

Сонда 





l

l
dxxf 2)( 

l
dxxf

0
)( . 

 
Осыдан, егер жұп болса, онда қасиеттің бірінші тұжырымы, ал 

егер тақ болса, онда екінші тұжырымы орындалады. Дәлелденді. 
2-қасиет. Екі тақ немесе екі  жұп функциялардың көбейтіндісі 

жұп функция болады. Шынында да, )(x  пен  x  функциялары жұп 
болсын, онда   xF    xx    функциясы үшін мына теңдік 
орындалады:  

 

   xF  )( x )()()()( xFxxx   . 
 
Егер )x(  пен )x(  функциялары тақ болса, онда: 
 

                xFxxxxxxxF  . 
 
3-қасиет. Тақ және жұп функциялардың көбейтіндісі тақ 

функция. Шынында да, )x(  – жұп, ал )x(  – тақ болсын, онда: 
 

   xF )()()()()( xFxxxx   . 
 
Енді   ,  сегментте берілген  xf  жұп функциясын Фурье 

қатарына жіктейік. Ол үшін жоғарыдағы қасиеттерді ескерсек, яғни 
nxcos  жұп функция, ал   xxf cos  жұп функция болады, ал nxsin  тақ 

функция, онда (7.62)–(7.64) формулалардан және 1-қасиеттен Фурье 
қатарының коэффиценттерін жұп  xf  функция үшін анықтаймыз: 

 

  


 0
,)(2 dxxfan   nxdxxfan cos)(2

0




,                 (7.66) 

 

 


 0
,0sin)(2 nxdxxfbn       1,2,n  
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Сонымен,   ;   сегменттері жұп  xf  функция үшін Фурье 
қатары тек  косинус арқылы жіктелінеді: 

 

      xf ,nxcosa
a

n
n






1

0

2
                                (7.67) 

 
мұндағы 0a  мен na  коэффиценттері (7.66) фомуладан анықталады. 
Енді [- ; ] сегментте  f(x) функциясы  тақ   болсын,  онда: 

 

a  


 0
0 ,0)(2 dxxf    



 0
,0cos)(2 nxdxxfn               (7.68) 

b 


 0
sin)(2 nxdxxfn . 

 
Демек,  xf   функциясы тақ болса, онда Фурье қатары тек синус 

арқылы жіктелінеді: 

                          


1
,sin~)(

n
n nxbxf                                   (7.69) 

 
мұндағы nb  коэффиценті  (7.68) формуладан анықталады. 

Егер )(xf  функция ];[ ba  сегментте бөлікті үзіліссіз болса, онда 
сегментті саны санаулы ],...;[],;[ 2110 aaaa  сегменттерге бөлуге болады 
және )(xf  функция ];[ 1kk aa  сегменттің барлық ішкі нүктелерінде 
үзіліссіз, әрі мына шектер бар )ab,aa( n0  болсын: 

 
)(lim)0(),(lim)0( xfafxfaf

k
k

k
k

ax
axk

ax
axk







 . 

 
Онда периодты функция бөлікті үзіліссіз деп аталады, егер 

функция ұзындығы функцияның периодына тең сегментте бөлікті 
үзіліссіз болса. Енді )(xfk  функция ретінде мына функцияны 
қарастырайық: 


















.),0(
,),0(
),;(),(

)(

1

1

kk

kk

kk

k

axaf
axaf

aaxxf
xf  
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Онда барлық )(xfk  функциялар, сәйкес ];[ 1kk aa  сегментте 
үзіліссіз болады, яғни ];[ ba  сегментте бөлікті үзіліссіз )x(f  функция 
осы сегментте интегралданады және мына теңдік орындалады: 

 

 







1

0

1

)()(
n

k

a

a
k

b

a

k

k

dxxfdxxf . 

 
7.16. Периоды l2 -ге тең функцияны Фурье қатарына жіктеу 
 
Енді периоды l2 -ге тең  xf  функцияны Фурье қатарына 

жіктейік. Ол үшін x

lt  болсын, онда   










ltfx  функцияның 

периоды 2 -ге тең. Бұл жағдайда  x  функцияның Фурье қатарының 
коэффициенттерін (7.62)–(7.64) формулаларды пайдаланып табамыз: 

 

   





1

0 ,sincos
2

~
n

nn ntbntaat  

мұндағы 

  ,dtta 








1
0  

 

  
 















 



,cos1cos1 ntdtltfntdttan  

 

  
















 



,sin1sin1 ntdtltfntdttbn  ,...2,1n  

 
Енді t  айнымалыдан x  айнымалыға көшіп іздестіріп отырған 

Фурье қатарын құрамыз, t ,lx


 dt dxl


: 
 

  ,sincos
2

~)(
1

0 









 

n
nn l

xnb
l
xnaaxf                      (7.70) 

мұндағы 





l

l
dxxf

l
a ,)(1

0   ,cos)(1 dx
l
xnxf

l
a

l

l
n 




  
 





l

l
n dx

l
xnxf

l
b ,sin)(1                                    (7.71) 
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Егер  xf  жұп болса, онда Фурье қатары косинус бойынша 
жіктелінеді  0nb : 







1

0 cos
2

~)(
n

n l
xnaaxf  ,                            (7.72) 

 


l

dxxf
l

a
0

0 ,)(2  
l

n dx
l
xnxf

l
a

0
,cos)(2    ,...,n 21  

 
ал егер  xf  тақ болса, онда Фурье қатары синус бойынша 
жіктелінеді  000  na;a : 
 

                       


1
sin~)(

n
n l

xnbxf 
,                               (7.73) 

мұндағы  


l

n dx
l
xnxf

l
b

0
,sin)(2    ,...,n 21  

 
Мысалдар. 1.   2xxf   функцияның  20;  сегменттері Фурье 

қатарының коэффицеттерін есептейік. Ол үшін (7.62)-(7.64) 
формулаларды пайдаланайық 

 

,xdxxa |
3

8
3

11 2
2
0

32

0

2
0








 



  
 

 




2

0

2 cos1 nxdxxan ,4cos2sin2sin1
2

2
023

2

|
nn

nxx
n

nx
n

nxx









 


 

 






2

0

2 sin1 nxdxxbn .4sin2cos2cos1 |2023

2

nn
nxx

n
nx

n
nxx 


 








  

 
Онда Фурье қатары  
 

  









 

1
2

2 sincos4
3

4
n n

nx
n

nxxf   
 

түрінде жазылады. 
2. Периоды 2 -ге тең   2xxf   функцияны    ;  интервалда 

Фурье қатарына жіктейік. Берілген функция жұп:   ,xx 22   ал 
    2 ff  теңдігі функцияның периодтылығынан орындалады. 
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Сондықтан берілген функцияны Фурье қатарына жіктеу үшін 
формулаларды пайдаланыңыз: 

 

 
 

 0 0

3
2

0 3
22 xdxxa ,

3
2 2

 
 

 
 

 0 00

2
2 )sin2sin(2cos2 nxdxx

n
nxxnxdxxan = 

 

= 2
0

2
)1(4)cossin(4

nn
nxx

n
nx

n

n





, 

 

мұндағы:  ,0sin n   nn 1cos  . Сонда .cos)1(4
3

)(
1

2

2
nx

n
xf

n

n









  

3. Периоды 2 -ге тең   xxf   функцияны   ;  интервалда 
Фурье қатарына жіктейік. Берілген функция тақ:    xxf  .xf  
Сондықтан, берілген функцияға (7.68)–(7.69) формулаларды 
пайдаланамыз: 

    ,2112

cossin2sin2

1

00
2 |

nn

n
nxx

n
nxnxxb

n
n

n












  




 

 

  .1cos,0sin nnn    
Сонда 

                           





1

1 sin112
n

n nx
n

xf .                             (7.72) 
 
Егер (7.72) формуладағы x  болса, онда қосынды нөлге 

айналады. Ал  xf  функция   нүктеде үзілісті, онда Фурье 
қатарының қосындысы, Дирихле теоремасы бойынша  

2
00  (f)(f  өрнегіне тең, мұндағы    0f 







x
x
lim , 

     00 ff 







x
x
lim . Онда:   

 

       0
22

00





 ff .  
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8. КӨП АЙНЫМАЛЫ ФУНКЦИЯ 
 

8.1.  Көп өлшемді евклид кеңістігіндегі негізгі ұғымдар 
 

Осы курстың ІІІ томында (Математикалық анализ. 1-бөлім) бір 
айнымалы )(xfy   функцияны қарастырдық, мұндағы x  тәуелсіз 
айнымалы шама, ал y  айнымалы шама x -ке тәуелді, яғни x  
функцияның аргументі, ал y  немесе f  функция деп аталады. 

Көп жағдайда функция екі, үш, т.с.с. бірнеше тәуелсіз айнымалы 
шамаларға тәуелді болады, мысалы, тікбұрышты параллелепипедтің 

,cbaV   көлемі оның табанының a  мен b  ұзындықтары мен c  
биіктігіне тәуелді, демек көлем үш c,b,a  тәуелсіз айнымалы 
шамаларға тәуелді болады. Осы сияқты, физикалық дененің t  
уақыттағы құбылысын қарастырғанда, онда ол дененің физикалық си-
паттамасын төрт айнымалы шама арқылы анықтауға болады, мұнда 

z,y,x  дененің координат жүйедегі координаты, ал t  уақыт. Осы 
курстың ІІ томында евклид кеңістігі туралы (ІV тарау) толық 
мағлұмат берілген. Сондықтан сызықты евклид кеңістігінің 
анықтамасына және оның қасиеттеріне элементтеріне орындалатын 
амалдарға, скаляр көбейтіндіге, нормаға, базиске, осы сияқты осы 
курстың І томында координат жазықтығы және үш өлшемді 
координат кеңістігі туралы толық айтылған. Ол себепті біз оларға 
тоқталмаймыз. 

Анықтама. m  өлшемді координат кеңістігі деп m  нақты 
mx,...,x,x 21  сандарынан әртүрлі реттілікпен құралған жиындарды 

айтамыз және ол mR  немесе R  таңбаларымен белгіленеді. 
  Әртүрлі реттілікпен алынған nx,...,x,x 21  сандардың жиыны m  

өлшемді координат кеңістігіндегі A  нүктенің координаты деп 
аталады және ол нүкте ),...,,( 21 nxxxA  таңбамен белгіленеді. 

Анықтамадағы “реттілік” деген ұғымды nxxx ,...,, 21  нақты 
сандарының қайсысы бірінші, қайсысы екінші, т.с.с. сан екендігін 
білдіреді. 

Анықтама. m  өлшемді mR  координат кеңістігі m  өлшемді 
евклид кеңістік  деп  аталады,  егер  mR   кеңістігіндегі  кез  келген   
екі  mxxxA  ,...,, 21  пен  mxxxA  ,...,, 21  нүктелердің арақашықтығы 
анықталса және ол  
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       22
22

2
11, mm zzyyxxAA    

 
формуламен анықталады және m  өлшемді евклид кеңістік (қысқаша 
евклид кеңістік) mE  немесе E  таңбамен белгіленеді. 1E  евклид 
кеңістігі нақты сандар осі болады. Осы сияқты 32 E,E  евклид 
кеңістіктері сәйкес евклид жазықтық және үш өлшемді евклид 
кеңістік болып табылады. 

Енді m  өлшемді E  евклид кеңістігіндегі нүктелер жиынын 
(жиыншаларын) қарастырайық, ол үшін 0,),...,,( 00

2
0
10  RExxxA m  

болсын. mx,...,x,x 21  координаттары 
 

22020
22

20
11 )(...)()( Rxxxxxx mm   

 
теңсіздігін қанағаттандыратын E  жиынындағы барлық ,,( 21 xxA )..., mx  
нүктелердің }{A  жиыны центрі ),...,,( 00

2
0
10 mxxxA  нүкте, ал радиусы R -

ге тең m  өлшемді ашық (қатаң) шар деп аталады, яғни 
}),(:{}{ 0 RAAAA   . Демек, алдын ала тағайындалған 

),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүктеден E  кеңістігіндегі кез келген A  нүктеге 

дейінгі арақашықтығы RAA ),( 0  теңсіздігін қанағаттандыра 
алатын ),...,,( 21 mxxxA  нүктелердің жиынын m  өлшемді ашық шар 
дейміз. 

Егер осы анықтамадағы A  нүктелердің жиыны ),( 0AA R  
теңсіздігін қанағаттандырса, онда }{A  жиын m  өлшемді тұйық шар 
деп аталады, яғни }),(:{}{ 0 RAAAA   , ал егер ),( 0AA R  
теңсіздігін қанағаттандыратын A  нүктелердің }{A  жиыны центрі 

),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүкте, радиусы R -ге тең сфера деп аталады, яғни 

}),(:{}{ 0 RAAAA   . 
Егер 2m  болса ( 2E  – евклид жазықтығы), онда жоғарыда 

қарастырылған }{A  жиындар, центрі ),( 0
2

0
10 xxA  нүкте, радиусы R -ге 

тең сәйкес ашық дөңгелек, дөңгелек және шеңбер болады. 
Центрі ),...,,( 00

2
0
10 mxxxA  нүкте, радиусы  -ге ( 0 ) тең ашық шар 

),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүктенің   маңайы деп аталады және ол )A(U 0  

таңбамен белгіленеді, яғни (:{)( 0  AAU  }), 0 AA . 
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Координаттары ,...,d|xx|,d|xx| 2
0
221

0
11  mmm d|xx|  0  

теңсіздіктерді қанағаттандыратын ,,( 21 xxA )..., mx  нүктелердің }{A  
жиыны m  өлшемді параллелепипед деп аталады, мұндағы 

m,i,d i 10  . Егер 2m  болса, онда }A{  жиын тіктөртбұрыш 
болады. 

E  кеңістігінің нүктелерін анықталған }{A  жиынындағы A  нүкте 
осы жиынның ішкі нүктесі деп аталады, егер A  нүктенің кейбір   
маңайы бар болып әрі ол маңайдың барлық нүктелері }{A  жиынына 
тиісті болса, яғни }{)( AAU   (8.1-сурет). 

              

 
а)                                            ә) 

8.1-сурет 
 

Демек, A  нүктенің   маңайының барлық нүктелері }{A жиынына 
тиісті. }{A  жиын E  кеңістігінің нүктелер жиыны болсын. 

E  кеңістігіндегі A  нүкте }{A  жиынның сыртқы нүктесі деп 
аталады, егер A  нүктенің кейбір   маңайы табылып әрі ол маңайдың 
барлық нүктелері }{A  жиынына тиісті болмаса, яғни )(AU   }{A  
(8.1-сурет). 

E  кеңістігіндегі A  нүкте }{A  жиынының шекаралық (шекара) 
нүктесі деп аталады, егер A  нүкте }{A  жиынының не сыртқы, не ішкі 
нүктесі болмаса (8.1-сурет). Демек, A  нүктенің кез келген   
маңайында }{A  жиынға тиісті әрі тиісті емес нүктелер бар және }{A  
жиынының A  шекара нүктесі осы жиынның өзіне тиісті болуы да, 
тиісті болмауы да мүмкін. Олай болса, A  нүкте }{A  жиынының 
шекара нүктесі болу үшін A  нүктенің кез келген   маңайында 

}{A жиынға тиісті және де тиісті емес нүктелер бар болуы қажет 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 94

әрі жеткілікті. Шынында да, егер A  нүктенің   маңайында }{A  
жиынға тиісті (тиісті емес) нүктелер табылмаса, онда A  нүкте }{A  
жиынының сыртқы (ішкі) нүктесі болады және де бұл нүкте осы 
жиынның шекара нүктесі де бола алмайды.  

E  кеңістігінің }{A  жиыны ашық жиын немесе облыс деп 
аталады, егер }{A  жиынындағы кез келген нүкте оның ішкі нүктесі 
болса, яғни жиындағы кез келген A  нүктенің   маңайы осы жиынға 
тиісті болады. 

}{A  жиынның әрбір шекаралық нүктелері осы жиынның 
нүктелері болса, онда }{A  жиын тұйық деп аталады. Мысалы, сфера 
тұйық жиын болады. }{A  жиынның барлық шекаралық нүктелерінен 
анықталған жиынды }{A  таңбамен белгілейік. }{A  мен }{A  
жиындарының қосындысы тұйық облыс деп аталады. 

Егер }{A  облыстың барлық нүктелері кейбір шардың ішінде 
жатса, онда облыс шектелген (шенелген) деп аталады. Нүктенің 
маңайы деп осы нүкте тиісті кез келген ашық жиынды айтамыз. 

Анықтама. E  кеңістігінде L  қисық сызық үзіліссіз деп 
аталады, егер осы кеңістіктегі }{A  жиынның ),...,,( 21 mxxxA  
нүктелерінің координатары t  параметрге тәуелді үзіліссіз функция 
болса: 

],,[),(),...,(),( 2211  ttxtxtx mm  
 
мұндағы )(),...,(),( 21 ttt m  функциялары ];[   сегментте үзіліссіз 
функциялар. Бұл жағдайда, }{A  жиынындағы ),...,,(' ''

2
'
1 mxxxA , 

),...,,''('' ''''
21 mxxxA  нүктелерді үзіліссіз L  қисық сызықпен қосуға 

болады дейміз, егер осы қисық сызықтың теңдеуі параметр 
теңдеулерімен анықталса: 

 

),(),...,(),(

),(),...,(),(
''

2
''

21
''

1

'
2

'
21

'
1





mm

mm

xxx

xxx




 

 
мұндағы ))(),...,(),((' 21  mA   мен ),(('' 1 A ),(2  ))(..., m  
нүктелері ''A'A  қисық сызықтың ұштары деп аталады. 

E  кеңістігіндегі }{A  жиынның нүктелері байланысты деп 
аталады, егер оның кез келген екі нүктесін үзіліссіз қисық сызықпен 
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қосуға әрі қисық сызықтың барлық нүктелері осы жиынға тиісті болса, 
қысқаша, }{A  жиыны байланысты деп аталады (8.1, ә-сурет). 

Осы анықтамадан соң, жоғарыда келтірілген кейбір 
анықтамаларға эквивалентті анықтамаларды келтірейік. 

A  нүктенің маңайы деп A  нүкте тиісті болатын кез келген ашық 
байланысты жиынды айтамыз. Ашық байланысты жиын облыс деп 
аталады, ал облыс пен шекаралық нүктелер жиынының қосындысы 
тұйық облыс деп аталады. 

E  кеңістігіндегі A  нүкте }{A  жиынның шектік нүктесі деп 
аталады, егер A  нүктенің кез келген   маңайында A  нүктеден өзге 
жиынның кем дегенде бір нүктесі бар болса. Жиынның шектік 
нүктесін былай түсіндіруге болады: A  нүкте }{A  жиынның шектік 
нүктесі деп аталады, егер “біз A  нүктені баспай, }{A  жиынның 
нүктелерін басып A  нүктеге мейлінше өте аз жеткілікті қашықтыққа 
дейін жақындай алсақ”. Осы анықтамадан соң тұйық жиын туралы 
мынадай қорытындыға келеміз: }{A  жиын тұйық болу үшін оның 
барлық шектік нүктелері осы жиынға тиісті болуы қажет әрі 
жеткілікті. Енді тұйық жиынның алғашқыда берілген анықтамасына 
эквивалентті анықтаманы келтірейік: }{A  жиын тұйық деп аталады, 
егер оның барлық шектік нүктелері осы жиынға тиісті болса. Демек, 
жиынның шектік нүктесі осы жиынның өзіне тиісті болуы да, 
болмауы да мүмкін. 

 
Сұрақтар мен есептер: 
1. m  өлшемді координат кеңістігі. 
2. m  өлшемді евклид кеңістігі. 
3. m  өлшемді ашық (қатаң) шар. 
4. Жиынының ішкі, сыртқы, шекаралық (шекара) нүктелері. 
5. Тұйық жиын.  
 
8.2. Көп айнымалы функция 

 
Осы тақырыпта m  айнымалы функцияның анықтамасын 

келтіреміз. }{A  жиын E  евклид кеңістігінің нүктелер жиыны болсын. 
Алдымен, осы курстың ІІІ томында келтірілген бір айнымалы 
функцияның анықтамасын еске түсірейік. 
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Анықтама. E  евклид түзуінің )1( m  нүктелерінен анықталған 
}{A  жиынның әрбір A  нүктесіне  белгілі бір заңдылық немесе ереже 

бойынша u  саны сәйкес келсе, онда бізге }{A  жиынында )(Afu   
функция берілді дейміз. 

 Бұл жағдайда, бір айнымалы функцияны )(xfy   таңбамен 
белгіледік. Енді екі айнымалы функцияның анықтамасын берейік. 

Анықтама. E  евклид жазықтығының )2( m  нүктелерінен 
анықталған }{A  жиынның әрбір A  нүктесіне белгілі бір заңдылық 
немесе ереже бойынша u  саны сәйкес келсе, онда бізге }{A  
жиынында )(Afu   функция берілді дейміз. 

Екі айнымалы функция ),( yxfu   таңбамен белгіленеді, мұндағы 
қосарланған ),( yx  тәуелсіз айнымалы шамалар евклид 
жазықтығындағы нүкте, яғни евклид жазықтығындағы A  нүктенің 
координаттары және x  пен y  функцияның аргументтері деп аталады, 
u  тәуелді айнымалы шама немесе функция деп аталады. 

Осы сияқты, үш айнымалы функцияның анықтамасын келтіруге 
болады  және ол ),,( zyxfu   таңбамен белгіленеді, бұл жағдайда 

zyx ,,  тәуелсіз айнымалы шамалар немесе функцияның аргументтері 
әрі олар евклид кеңістігіндегі A  нүктенің координаттары. 

Сонымен, егер )(Afu   функция }{A  жиынында берілсе, онда }{A  
жиын функцияның анықталу жиыны,  ал u  саны }{A  жиынындағы 
A  нүктеге сәйкес келетін сан. }{A  жиынындағы A  нүктелерге сәйкес 
келетін u  сандарының жиыны )(Afu   функцияның қабылдай 
алатын мәндер жиыны деп аталады. 

Енді m  айнымалы функцияның анықтамасына тоқталайық. 
Анықтама. m  өлшемді E  евклид кеңістігінің элементтерінен 

анықталған }{A  жиынның әрбір A  нүктесіне белгілі бір заңдылық 
немесе ереже бойынша u  саны сәйкес келсе, онда бізге m  айнымалы 

)(Afu   функция берілді дейміз. 
Анықтамадағы }{A  жиын )(Afu   функцияның анықталу 

жиыны, ал анықталу жиынның әрбір нүктесіне сәйкес келетін u  
сандар жиыны функцияның қабылдай алатын мәндер жиыны деп 
аталады. A  нүктенің координаттары реттелген ,x,x 21 mx...,  нақты 
сандармен анықталғандықтан, m  айнымалы функция )(Afu  , 



Жоғары математика курсы 
 

 97

),...,,( 21 mxxxfu   немесе )(xfu   таңбаларының бірімен белгіленеді, 
мұндағы  ),...,,( 21 mxxxx  . 

Енді көп айнымалы функцияға мысалдар қарастырайық. 
Төмендегі функциялардың анықталу жиындарын анықтаңдар. 

1-мысал. Ашық шар, яғни RAA ),( '
0  теңсіздігін 

қанағаттандыратын 'A0  нүктелердің жиыны ашық жиын болатынын 
дәлелдейік (8.2-сурет). 

 

                  8.2-сурет 
 
Дәлелдеу. Ашық жиынның анықтамасы бойынша, шардың (ашық 

шардың) кез келген нүктесі осы шардың ішкі нүктесі болатынын 
дәлелдесек жеткілікті, яғни шардың кез келген 0A  нүктесі үшін   
маңайы табылып, осы маңай толы ғымен шарға тиісті болатынын 
дәлелдейік. 0A  нүкте шардың кез келген нүктесі және ),( 0AA r  
болсын. Онда 0A  ашық шардың нүктесі болғандықтан Rr   теңсіздігі 
орындалады. Жоғарыдағы 0  санын rR  -ге тең болсын деп таңдап 
алып, 0A  нүктенің   маңайын қарастырайық. Онда 0A  нүктенің осы 
маңайындағы кез келген '

0A  нүктелері үшін ,( '
0A )0A  теңсіздігі 

орындалады. 
Үшбұрыш теңсіздігі бойынша: 

 

RrrRrAAAAAA   ),(),(),( 00
'
0

'
0 . 

 

Сонымен, 0A  нүктенің   маңайындағы кез келген '
0A  нүкте ашық 

шарға тиісті болады. Дәлелденді. 
2-мысал. Сфера, яғни RAA ),( '

0  теңдігін қанағаттандыратын 
'
0A  нүктелердің жиыны тұйық жиын болатынын дәлелдейік. 
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Дәлелдеу. Тұйық жиынның анықтамасы бойынша, барлық 
шекаралық нүктелер сфераға тиісті болатынын дәлелдесек жеткілікті. 
Алдымен сфераның кез келген 0A  нүктесі оның шекара нүктесі 
болатынын дәлелдейік, яғни 0A  нүктенің кез келген   маңайында 
сфераға тиісті және тиісті емес нүктелер бар екенін дәлелдейік. A  
мен 0A  нүктелердің координаттары ),,...,,( 21 maaaA  ,( 0

10 xA  ),..., 00
2 mxx  

болсын. 0A  нүкте сфераға тиісті болғандықтан, 
 

RaxaxaxAA mm  202
2

0
2

2
1

0
10 )(...)()(),(  

 
теңдік орындалады. Енді )',...,','(' 21 mxxxA  нүктені қарастырайық, 

мұндағы 
2

0
0 





R

axx'x ii
ii  болсын. 'A  пен 0'A  нүктелердің 

арақашықтығына  
 

   









2

)
2

(...)
2

()
2

(, 2
0

22
0
221

1
0

0 R
ax

R
ax

R
axAA mm  

 
теңсіздігі орындалады. Онда 'A  нүкте 0A  нүктенің   маңайына тиісті 
болады. Екіншіден, 'A  нүкте сфераға тиісті емес, себебі  

 

 )A,'A( RR)ax(...)ax()ax( mm 



2

212
2

1
2

2
1

1
1  

 
теңдігі орындалады, Сонымен, сфераның 0A  нүктесінің   маңайында 
сфераға тиісті (мысалы, 0A  нүктенің өзі) және сфераға тиісті емес 
(мысалы, 'A  нүкте) нүктелер бар (егер үш өлшемді кеңістікті 
қарастырсақ, онда жоғарыда айтылғандардың көрнектілігі айқын). 
Демек, сфераның кез келген нүктесі оның шекаралық нүктесі болады. 
Егер 0A  нүкте сфераға тиісті болмаса, онда ол сфераның шекаралық 
нүктесі бола алмайды. Шынында да, мысалы, егер ),( 0 AA Rr   
болса және rR  , онда 0A  нүктенің   маңайындағы 'A  
нүктелердің біреуі де сфераға тиісті емес 

),'( AA RrAAAA   ),(),'( 00 ). Онда 0A  нүкте сфераның 
нүктесі бола алмайды. 
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3-мысал. )5)(2(  yxu  болсын. Функцияның анықталу 
жиыны XOY  жазықтықтағы қосарланған yx,  нақты сандарының 
жиыны болып табылады. Олай болса, u  функция анықталу үшін 
квадрат түбір астындағы өрнек 0)5)(2(  yx  теңсіздікті 
қанағаттандыруы керек. Осыдан: 

 








05
02

y
,x
 және 








05
02

y
,x
 

 
теңсіздіктер жүйесін аламыз. Онда (8.3-сурет). 

                          
                                                

8.3-сурет 
 







5

2
y

,x
   және   







5

2
y
x

 
 

Сонымен, берілген функцияның x  пен y  аргументтері не 2x ,  
5y  не 2x , 5y  теңсіздігін қанағаттандыратын қосарланған 
);( yx  сандарға (жазықтықтағы нүктелерге) u  функцияның мәндері 

сәйкес келеді. Қосарланған нүктелердің жиыны XOY  координат 
жазықтығында түзулермен белгіленген (штрихталған), ал 
белгіленбеген нүктелерде функция анықталмаған. 

4-мысал. )16ln(2
)1(

9),( 2
2

y
zz

xyxu 



 . Функция үш zyx ,,  тәуелсіз 

айнымалы шамалар арқылы берілген, сондықтан функцияның 
анықталу жиыны XYZ  кеңістігіндегі үштік );;( zyx  сандармен 
анықталатын нүктелердің жиыны болып табылады. Осы үштік сандар 
мына теңсіздіктерді қанағаттандыруы керек:  29 x 0 , 01  )z(z , 

016 2  y . Осыдан 33  x , 0  z 1,  4  4 y . Сонымен берілген 
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функцияның анықталу жиыны параллепипед болады, ал осы 
параллелепипедке тиісті емес нүктелерде функция анықталмаған (8.4-
сурет). 

 

 
                                                             8.4-сурет 

5-мысал.    















.y,x,

yx
xyx

,y,x,
u

00
2

000

42

2  

Берілген функцияның анықталу жиыны координат 
жазықтығының барлық нүктелері болады. 

       
Сұрақтар мен есептер: 
1. Көп айнымалы функция. 
2. Көп айнымалы функцияның анықталу жиыны. 
3. )5)(2(  yxu  функцияның анықталу жиынының сызбасын 

салыңдар.  

4. )9ln(2
)4(

16),( 2
2

y
zz

xyxu 



  функцияның анықталу жиынының 

сызбасын салыңдар.  
 

8.3. Евклид кеңістігіндегі жинақты нүктелер тізбегі 
 

Алдымен m  өлшемді E  евклид кеңістіктегі тізбектің 
анықтамасына тоқталайық. 

Анықтама. Әрбір n  натурал ,...)2,1( n  сандарына m  өлшемді E  
евклид кеңістігінде nA  нүктелер сәйкес келсе, онда осы сәйкестікпен 
анықталған ,...A,...,A,A n21  нүктелер тізбегі m  өлшемді евклид 
кеңістігінің нүктелер тізбегі (қысқаша: евклид кеңістігіндегі тізбек) 
деп аталады және ол }{ nA  таңбамен белгіленеді. 



Жоғары математика курсы 
 

 101

Анықтама. m  өлшемді E  евклид кеңістістігіндегі }{ nA  нүктелер 
тізбегі жинақты (жинақталатын) тізбек деп аталады, егер 0A  нүкте 
бар болып және кез келген 0  санына сәйкеес )(N  нөмірі табылып, 

)(Nn   теңсіздігі үшін  ),( 0AAn  теңсіздік орындалатын болса, 
онда 0A  нүкте }{ nA  нүктелер тізбегінің шегі деп аталады және ол 
мына түрде белгіленеді: 

 

       0lim AAnn



 немесе on AA  , егер n .            (8.1) 

 
Осы анықтаманың геометриялық мағынасын былай түсінуге 

болады: )(N  нөмірінен бастап }{ nA  жиынның барлық нүктелері 0A  
нүктенің кез келген   маңайына тиісті болады, ( )(N  нөмірі жалпы 
жағдайда) 0  санына тәуелді, яғни nA  нүктелерден 0A  нүктеге 
дейінгі арақашықтық n  болғанда нөлге ұмтылады: 

.0),(lim 0 


AAnn
  Демек, )},({ 0AAn  сандар жиыны нөлге жинақ-

талады. 
Осы тақырыптағы негізгі Коши критерийі мен Больцано-

Вейерштрастың теоремасын дәлелдеу үшін алдымен екі лемманы 
дәлелдейік. 

8.1-лемма. m  өлшемді E  евклид кеңістігіндегі }{ nA  тізбек 0A  
нүктеге жинақты болуы үшін nA  нүктенің координаттарынан 
анықталған },{ )(

1
nx },...,{ )(

2
nx  }{ )(n

mx  тізбектер 0A  нүктенің сәйкес 
ma,...,a,a 21  координаттарына жинақталынуы қажет әрі жеткілікті. 

Қажеттілігі. }{ nA  нүктелер тізбегі 0A  нүктеге жинақталсын деп 
ұйғарайық. Жоғарыдағы анықтама бойынша, кез келген 0  санына 

)(N  нөмірін   таңдайық, онда барлық  )(Nn   үшін  ),( 0AAn  
теңсіздігі орындалады. Лемманың шартындағы }{},...,{},{ )()(

2
)(

1
n

m
nn xxx  

сандары берілген nA  нүктенің координаты, ал ma,..,a,a 21  сандары 
қазір ғана анықталған 0A  нүктенің координаты  болсын. Соңғы 

 ),( 0AAn  теңсіздікті 8.1-тақырыптағы ),...,,( )()(
2

)(
1

n
m

nn
n xxxA  мен 

),...,,( 210 maaaA  нүктелердің арақашықтығының формуласы бойынша 
мына түрде жазуға болады: 

 

.)(...)()( 2)(2
2

)(
2

2
1

)(
1  m

n
m

nn axaxax         (8.2) 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 102

Осыдан Nn   теңсіздігі үшін төмендегі теңсіздіктер орындалады: 
 

.||,...,||,|| )(
2

)(
21

)(
1   m

n
m

nn axaxax  
 

Демек, nA  нүктенің координаттарынан анықталған },{ )(
1

nx },...,{ )(
2
nx  

}{ )(n
mx  тізбектер сәйкес 0A  нүктенің ma,...,a,a 21  координаттарына 

жинақталады. 
Жеткіліктілігі. nA  нүктенің }{},...,{},{ )()(

2
)(

1
n

m
nn xxx  координаттары 

сәйкес 0A  нүктенің ma,...,a,a 21  координаттарына жинақталсын. Онда 
кез келген 0  санына mN,...,N,N 21  нөмірлері табылып, 

mNn,...,Nn,Nn  21  теңсіздіктері үшін сәйкес 

m
ax

m
ax

m
ax m

n
m

nn 
 ||,...,||,|| )(

2
)(

21
)(

1  теңсіздіктері орындалады. 

Енді анықтамадағы N  нөмірі ретінде mN,...,N,N 21  нөмірлерінің 
максимумын таңдап алайық, яғни },...,,max{ 21 mNNNN  , онда соңғы 
теңсіздіктерден (8.2) теңсіздікті аламыз, яғни  ),( 0AAn . Олай 
болса, E  кеңістіктегі }{ nA  тізбек осы кеңістіктің ),...,,( 210 maaaA  
нүктеге жинақталады. Лемма дәлелденді. 

Екінші лемманы қарамастан бұрын фундаменталды (іргелі) 
тізбектің анықтамасын берейік. 

Анықтама. m  өлшемді E  евклид кеңістіктегі }{ nA  тізбек 
фундаменталды (іргелі) немесе Коши тізбегі деп аталады, егер 
әрбір 0  санына )(N  нөмірі табылып, барлық )(Nn   және кез 
келген натурал 0p  үшін   ),( pnn AA  теңсіздігі орындалса. 

8.2-лемма. m  өлшемді E  евклид кеңістіктегі }{ nA  тізбек 
фундаменталды болуы үшін nA  нүктенің координаттарынан 
анықталған },{ )(

1
nx },...,{ )(

2
nx }{ )(n

mx  тізбектердің әрқайсысы 
фундаменталды болуы қажет әрі жеткілікті. 

8.2-лемманың дәлелдеуін жаттығу ретінде оқырмандарға 
ұсынамыз (лемманың дәлелденуі 8.1-лемманың дәлелдеуіндей). 

8.1-теорема (Коши критерийі). m  өлшемді E  евклид 
кеңістіктегі }{ nA  тізбегі жинақты болуы үшін, ол фундаменталды 
тізбек болуы қажет әрі жеткілікті. 

Жеткіліктілігі. }{ nA  тізбегі фундаменталды болсын деп ұйғарып, 
оның ),...,,( 210 maaaA  нүктеге жинақты болатынын дәлелдейік. 
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Ұйғаруымыз бойынша, }{ nA  нүктелер тізбегі фундаменталды, онда 
8.2-лемма бойынша nA  нүктенің әрбір },{ )(

1
nx },{ )(

2
nx }{..., )(n

mx  
координаттары да фундаменталды тізбек болады. Сандар тізбегіндегі 
Коши критерийі ([1], 1.8-тақырып) бойынша }{ )(

1
nx  }{},...,{, )()(

2
n

m
n xx  

тізбектері сәйкес ma,...,a,a 21  сандарына жинақталады. Олай болса, 
8.1-лемма бойынша }{ nA  нүктелер тізбегі ),..,,( 210 maaaA  нүктеге 
жинақталады. 

Қажеттілігі. }{ nA  нүктелер тізбегі m  өлшемді E  евклид 
кеңістіктегі 0A  нүктеге жинақты болсын деп ұйғарайық, онда 8.1-
леммадан: }{ nA  тізбектің нүктелерінің координаттарынан анықталған 
тізбектердің әрқайсысы да 0A  нүктенің сәйкес координаттарына 
жинақталады. Олай болса, сандар тізбегіндегі Коши критерийі ([1], 
1.8-тақырып) бойынша }{ nA  нүктелер тізбегінің координаттарынан 
анықталған санды тізбектері фундаменталды болады, демек, 8.2-
лемма бойынша }{ nA  тізбектің өзі де фундаменталды болады. 
Теорема дәлелденді. 

Енді E  кеңістігіндегі шектелген нүктелер тізбектің анықтамасын 
берейік. 

Анықтама. m  өлшемді E  евклид кеңістіктегі }{ nA  нүктелер 
тізбегі шектелген (шенелген) деп аталады, егер барлық n  үшін 0R  
саны табылып, RAO n ),(  теңсіздігі орындалса, мұндағы O  барлық 
координаттары нөлге тең нүкте.      

Осы анықтаманы геометриялық тұрғыда қарайық: егер }{ nA  
тізбек шектелген болса, онда нүктелер тізбектің барлық nA  нүктелері 
центрі координат жүйенің бас нүктесі болатын, ал радиусы R -ге тең 
шардың ішінде немесе шекарасында жатады. 

Анықтама. Егер ,...n,...,n,n k21  оң бүтін қатаң өспелі кез келген 
 21( nn  )... kn  тізбек болсын, онда ,...A,...,A,A

knnn 21
 нүктелер тізбегі 

,A1 ,...A,...,A n2  нүктелер тізбегінің тізбекшесі деп аталады және ол 
}{

knA  таңбамен белгіленеді. 
8.2-теорема (Больцано-Вейерштрасс). m  өлшемді E  евклид 

кеңістігіндегі кез келген шектелген (шенелген) }{ nA  нүктелер  
тізбектен жинақты тізбекше бөліп алуға болады. 
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Дәлелдеу. Алдымен nA  нүктенің координаттарынан анықталған 
}{ )(

1
nx  }{},...,{ )()(

2
n

m
n xx ,... тізбектердің шектелетіндігін дәлелдейік. }{ nA  

тізбектің өзі шектелгендіктен, барлық n  үшін 
),( nAO axxx n

m
nn  2)(2)(

2
2)(

1 )(...)()(  теңсіздігі орындалады, 
демек барлық n  үшін || )(

1
nx ,a || )(

2
nx ,...,a || )(n

mx  a  теңсіздіктері 
де орындалады, nA  нүктенің барлық координаттары да шектелген. 
Енді nA  нүктенің бірінші координатынан анықталған }{ )(

1
nx  тізбекті 

қарастырайық. Санды тізбектегі Болцано-Вейерштрасс ( 1 , 1.7-
тақырып) теорема бойынша шектелген }{ )(

1
nx  санды тізбектен 

жинақты }{ )(
1

1knx  тізбекше бөліп алуға болады әрі ол 1a  санына 
жинақталсын. Енді nA  нүктенің екінші }{ )(

2
nx  координатынан 

анықталған }{ )(
2
nx  тізбектен }{ )(

2
1knx  тізбекше бөліп алып, осы санды 

тізбекшеге Больцано-Вейерштрасс теоремасын қолданайық, онда 
}{ )(

2
1knx  санды тізбекшеден 2a  санға жинақталатын }{ )(

2
2knx  санды 

тізбекше бөліп алуға болады. Бұл жерде }{ )(
1

1knx  тізбекшеден бөлініп 
алынған }{ )(

1
2knx  тізбекшеде 1a  санға жинақталатынын ескерте кетейік. 

Сонымен, }{ )(
1

2knx  және }{ )(
2

2knx  тізбекшелері сәйкес 1a  мен 2a  сандарға 
жинақталады. Егер nA  нүктенің }{ )(

3
nx  координатынан бөлініп 

алынған }{ )(
3

2knx  тізбекшеден 3a  санға жинақталатын }{ )(
3

3knx  тізбекше 
бөліп алсақ, онда }{ )(

1
3knx , }{ )(

2
3knx , }{ )(

3
3knx  тізбекшелері сәйкес 321 a,a,a  

сандарға жинақталады. Тізбекшелерді осылайша бөліп алуды 
жалғастырып, ең соңында, nA  нүктенің m  координатынан ma  санға 
жинақталатын }{ )( mkn

mx  тізбекше бөліп аламыз. Сонымен, 
},...,{},{ )(

2
)(

1
mkmk nn xx  }{ )( mkn

mx  тізбекшелері сәйкес ,a,a 21  ma...,  сандарына 
жинақталынады. Олай болса, 8.1-лемма бойынша, }{ nA  нүктелер 
тізбектен бөлініп алынған }{

mknA  тізбекше координаттары ,a,a 21 ma...,  
сандары болатын 0A  нүктеге жинақталады. Теорема дәлелденді.  

Осы теоремадағы 0A  нүкте жайлы мына тұжырымға келеміз: егер 
0A  нүкте тұйық }{A  жиынына тиісті }{ nA  нүктелер тізбегінің шегі 

болса, онда ол нүкте }{A  жиынына да тиісті. Шынында да, 0A  
нүктенің кез келген   маңайында }{ nA  нүктелер тізбегінің нүктелері 
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бар, яғни ол нүктелер }{A  жиынының да нүктелері. Сондықтан, 0A  
нүкте }A{  жиынның не ішкі, не шекаралық нүктесі болады, демек 0A  
нүкте ),...,,( 210 maaaA  жиынына да тиісті.  

Мысал. A  нүкте }{A  жиынының шектік нүктесі болсын. Онда A  
нүктеге жинақты }'{A  жиыны табылып, }'{A  жиынының әрбір нүктесі 

}{A  жиынға тиісті болатынын әрі ол нүктелер A  нүктемен 
беттеспейтінін дәлелдейік. 

Шешуі. Ол үшін A  нүктенің 1  маңайын қарастырайық және 
11   болсын. Жиынның шектік нүктесінің анықтамасы бойынша, A  

нүктенің 1  маңайында A  нүктеден өзге }{A  жиынның шексіз көп 
элементтері орналасқан. 1  маңайындағы шексіз көп элементтердің 
бірін 1M  деп белгілейік және осы нүктеден A  нүктеге дейінгі 
арақашықтық 1  болсын, яғни )()( AAf  , онда 11  . Енді 

),min(
2
1

12   болсын. Онда A  нүктенің 2  маңайында A  нүктеден 

өзге }{A  жиынның шексіз көп элементтері орналасқан. Сол 
элементтердің (нүктелердің) бірін 2M  деп белгілейік және 

22 ),(  AM  болсын. Онда 
2
1

2  . Осылайша жалғастырып, A  

нүктемен беттеспейтін шексіз көп нүктелер:  ,M1  ,...,M 2 ,...M n  жиын 

құрайды. Ол жиын 0  болсын. Онда ),( AMn
n
1  теңсіздігі 

орындалады, демек, n  ұмтылғанда }{M  жиын A  нүктеге 
жинақталады. 

 
8.4.  Көп айнымалы функцияның шегі 

 
Біз m  өлшемді E  евклид кеңістігінің }{A  жиынында анықталған 

)(Afu   функцияны және 0A  нүктені қарастырайық, мұндағы 0A  
нүкте E  жиынындағы нүкте әрі 0A  нүкте }{A  жиынына тиісті, тиісті 
емес болуы да мүмкін, бірақ та осы нүктенің   маңайында 0A  
нүктеден өзге кем дегенде бір нүкте бар болсын, демек 0A  нүкте }{A  
жиынының шектік нүктесі болады. 

Функция шегінің Коши мен Гейне ұсынған анықтамаларын 
келтiрейік. 
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Анықтама (Коши). b  саны )(Afu   функцияның 0A  нүктедегі 
шегі деп аталады, егер кез келген 0  санына 0  саны табылып, 

  ),(0 0AA  теңсіздікті қанағаттандыратын функцияның анықталу 
жиынындағы кез келген A  нүкте үшін )(| Af  |b  теңсіздігі 
орындалса. 

Анықтама (Гейне). Егер )A(fu   функцияның анықталу }{A  
жиынындағы 0A -ге тең емес }{ nA  нүктелер тізбегі 0A  нүктеге 
жинақты болса және осы нүктелер тізбегіне сәйкес келетін функция 
мәндерінің )}({ nAf  тізбегі b -ға жинақты болса, онда b  саны )(Afu   
функцияның 0A  нүктедегі шегі деп аталады. 0A  нүктедегі немесе 

0AA  болғандағы )(Afu   функцияның шегі bAf
AA




)(lim
0

   немесе    

bxxxf m

ax

ax
ax

mm








),...,,(lim 21

.........
22

11
 немесе AxfAA  )(,0  таңбаларының 

бірімен белгіленеді, мұндағы ,a,a 21  ma...,  сандары 0A  нүктенің 
координаттары. Анықтамадағы шек m  еселі шек деп те аталады. Егер 

2m  болса, шек екі еселі шек, 3m  болса, үші еселі шек деп аталады, 
т.с.с. 

Жоғарыдағы Коши мен Гейне анықтамалары эквивалентті 
анықтамалар. Олардың эквиваленттілігін осы курстың ІІІ томында бір 
айнымалы функцияға дәлелдегендей дәлелдеуге болады ( 1 , 2.3-
тақырып). Ол үшін ондағы }{ nx  санды тізбекті }{ nA  нүктелер 
тізбегіне, a  нүктені ),...,,( 210 maaaA  нүктеге, |ax|   мен |ax| n   
модульдерін сәйкес ),( 0AA  мен ),( 0AAn  арақашықтықтарына, ал 

)}({ nxf  санды тізбекті )}({ nAf санды тізбекке алмастырсақ болғаны. 
Енді A  болғандағы )(Afu   функция шегінің анықтамасына 

тоқталайық. Ол үшін, )(Afu   функциясы }{A  жиынында 
анықталсын және кез келген 0  саны үшін }A{  жиынының кем 
дегенде бір A  элементі, центрі )0,...,0,0(O  нүкте, радиусы   болатын 
шардың сыртында жатсын. 

Анықтама. b  саны A  болғандағы )(Afu   функцияның 
шегі деп аталады, егер кез келген 0  санына 0a  саны табылып, 
функцияның анықталу облысында аAO ),(  теңсіздігін 
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қанағаттандыратын барлық нүктелер үшін   bAf    теңсіздігі 
орындалса және ол мына таңбамен белгіленеді: 

 
b)A(flim

A



. 

 
Функция шегінің анықтамасындағы 0AA   белгіні бірайнымалы 

функциядағы 00  AA , 00  AA , A , A  белгілерінің 
бірі деп қарастыруға болады. Бір айнымалы функцияда орындалатын 
қасиеттер, яғни арифметикалық амалдар көп айнымалы функция үшін 
де орындалады. 

8.3.-теорема. )(Afu   мен )(Av   функциялары }{A  жиынында 
анықталсын және олардың 0A  нүктедегі шектері бар болсын, яғни 

bAf
AA




)(lim
0

, cA
AA




)(lim
0

, онда )()( AAf  , )()( AAf   және 
)(
)(

A
Af


 

функцияларының да 0A  нүктедегі шектер бар: 
 

     ,lim
0

cbAaf
AA




  


)((lim
0

Af
AA

 ))(A cb  , 
 

.0,
)(
)(lim

0



c

c
b

A
Af

AA
 

 
Теореманың дәлелдеуін оқырманға ұсынамыз ( 1 , 8.4-тақырып). 

Бір айнымалы функциядағы шексіз аз функцияға орындалатын 
тұжырымдар көп айнымалы шексіз аз функцияға орындалады, 
сондықтан біз оларды дәлелдеусіз қабыл алайық (бұл қасиет A  
болғанда орындалады). 

Анықтама. )(Afu   функция 0A  нүктеде шексіз аз функция деп 
аталады, егер 0)(lim

0



Af

AA
 теңдігі орындалса. 

8.4-теорема. Егер b  саны )(Afu   функцияның 0A  нүктедегі шегі 
болса, онда bAfA  )()(  функция осы нүктеде шексіз аз функция 
болады, яғни 0))((lim

0



bAf

AA
. 

Осы теореманы ескеріп, 0A  нүктедегі шегі b -ға тең )(Afu   
функцияны bAf )( )(A  түрде өрнектеп жазуға болады, мұндағы 
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0)(lim
0




A
AA
 . Егер 0)(lim

0



Af

AA
, 0)(lim

0



A

AA
 және 0

)(
)(lim

0


 A
Af

AA
 

болса, онда )(Af  функцияның 0A  нүктедегі нөлге ұмтылу реті 
)A(  функцияға қарағанда жоғары деп аталады. 
Біз осы тақырыпта функцияның нүктедегі шегі бар болсын деп 

қабылдадық, ал осы шектің бар болуын қамтамасыз ететін шартты 
қарастырғамыз жоқ. Енді осы шектің бар болуын қамтамасыз ететін 
теореманы қарастырайық. 

Анықтама. Егер кез келген 0  санына 0  саны табылып, 
,'(0 A  )0A  ,   ),''(0 0AA  теңсіздіктерді қанағаттандыратын 

функцияның анықталу }{A  жиындағы барлық 'A  және ''A  нүктелерге 
 |)''()'(| AfAf  теңсіздігі орындалса, онда )(Afu   функция 0AA   

нүктеде ( A  болғанда да) Коши шартын қанағаттандырады деп 
аталады. 

8.5-теорема (Коши критерийі). )(Afu   функцияның 0AA   
нүктеде шектеулі шегі бар болу үшін функция осы нүктеде Коши 
шартын қанағаттандыруы қажет әрі жеткілікті. 

Теореманың дәлелденуі ІІІ том 1-бөлімінің 2.3-тақырыбындағы 
Коши критерийін дәлелдеу жолымен бірдей, тек x  айнымалыны A  
нүктеге, a  нүктені 0A  нүктеге, ал |ax|   модулін ),( 0AA  
арақашықтығына алмастырсақ жеткілікті. 

Тақырыптың соңында көп айнымалы функцияның шегін 
есептеумен шектелейік. Ол үшін ),( yxfu   екі айнымалы функцияны 
қарастырайық. 0A  нүктенің маңайында ),( yxfu   функциясы 
берілсін, осы нүктенің өзінде функция анықталмауы да мүмкін. 0A  
нүктенің маңайы 10 d|xx|  , 20 d|yy|   тіктөртбұрыш болсын. 
Алдын ала тағайындалған y  үшін ),( yxfu   функцияның ( x -ке 
тәуелді айнымалы функция) 0xx   нүктедегі шегі бар болсын, яғни 

)(),(lim
0

yyxf
consty
xx





 және де )y(  функцияның да 0yy   нүктеде шегі 

бар болсын, яғни 1)(lim
0

by
yy




. Онда бұл жағдайда ),( yxfu   

функцияның 0A  нүктедегі шегі 1b  санына тең дейміз және ол:  
                          

1),(limlim),(lim
00

0
0

byxfyxf
xxyy

yy
xx







 

 

(8.3) болып белгіленеді. 
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Осылайша, алдымен x -ті тағайындап y  бойынша шекке көшіп, 
содан соң x  бойынша шекке көшкендегі шектерді былай белгілейміз: 

                   
         2),(limlim),(lim

00
0
0

byxfyxf
yyxx

xx
yy







.                          (8.4) 

 
Демек, екі айнымалы функцияның шегі қайталанған шек деп 

аталатын шек арқылы есептелінеді. 
Жоғарыдағы (8.3) пен (8.4) қайталанған шектердің теңдігін 

қамтамасыз ететін жеткілікті белгіге тоқталайық. 
8.6-теорема. )(Afu   функция ),( 000 yxA  нүктенің маңайында 

анықталып, осы нүктедегі шегі b  санына тең және 0A  нүктенің 
маңайы 10 d|xx|  , 20 d|yy|   тіктөртбұрыш болсын. Егер 
тағайындалған кез келген x , 100 d|xx|   үшін )(),(lim

0
xyxf

yy



 шек 

бар болса және кез келген y , 0  |yy| 0 2d  үшін )(),(lim
0

xyxf
xx




 

шек  бар болса, онда (8.3) пен (8.4) қайталанған шектер бар әрі олар b  
санына тең )bbb(  21 , яғни 


),(limlim

00
yxf

yyxx
byxf

xxyy



),(limlim

00
. 

Дәлелдеу. Теореманың шарты бойынша, ),( yxfu   функцияның 
),( 000 yxA  нүктедегі шегі b-ге тең, онда функцияның ),( 000 yxA  

нүктедегі шегінің анықтамасынан: кез келген 0  санына 0  саны 
табылып,  |),(| byxf  теңсіздігі орындалады. Демек, 0A  нүктенің 
тікөртбұрышты  |xx| 0 ,  |yy| 0  маңайындағы нүктелерде 

)y,x(fu   функцияның мәндері b  санынан айырмашылығы  -нан 
үлкен емес. Онда |xx| 0  ,  |yy| 0  теңсіздіктерді 
қанағаттандыратын функцияның анықталу жиынындағы y,x  үшін 

)(x  пен )( y  функцияларының b  санынан айырмашылығы  -нан 
үлкен емес. Олай болса, )(x  пен )( y  функцияларының сәйкес 0x  
және 0y  нүктелердегі шектері бар әрі олар b  санына тең. Теорема 
дәлелденді. 

1-ескерту. Егер төмендегі қайталанған 
 

1),(limlim
00

byxf
xxyy




,  2),(limlim
00

byxf
yyxx




 
 
шектер бар болса, онда жалпы жағдайда 21 bb   теңсіздігі орындалуы 
мүмкін (4-мысал). 
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2-ескерту. 8.6-теореманың кері теоремасы орындалмайды (4-
мысал). 

3-ескерту. Қарастырып отырған нүктеде функция шегінің бар 
болуынан қайталанған шектің осы нүктедегі шегі бар болуы 
шықпайды және керісінше. Бұл жағдайларды төмендегі мысалдардан 
көруге болады. 

Егер қайталанған шектер бар болып және олар тең болса, онда 
қарастырып отырған нүктеде функцияның шегі бар деп айтуға 
болмайды (мысалдарды қара). 

1-мысал. 
yx
yxyxf




),(  функцияның 

а) 1),(limlim
00




yxf
yx

, 1),(limlim
00




yxf
xy

 теңдіктері орындалатынын;  

ә) )y,x(flim
y
x

0
0




 шегі жоқ болатынын дәлелдейік. 

   Шешуі: а) .1limlimlim
000



















 x
x

yx
yx

xyx
 .1limlimlim

000








 












 y
y

yx
yx

yxy
 

ә) алдымен n  болғанда )0,0(O -ге нүктеге ұмтылатын 









nn
yx nn

1;1};{  және 








nn
yx nn

1;2}';'{  нүктелер тізбегін 

қарастырайық.  
Осы нүктелер тізбегіне сәйкес функция мәндер тізбегінің 

шектерін есептейік n  болғанда: 
 

,011

11

lim),(lim 







nn

nnyxf
nnnn

 .
3
1

3

1

lim12

12

lim)','(lim 







n

n

nn

nnyxf
nnnnn

 

 
Демек, ),(lim

0
0

yxf
y
x



 шегі жоқ (егер шек бар болса, онда ол тек біреу 

ғана болады). 

2-мысал. 222

22

)(
),(

yxyx
yxyxf


  функция үшін 

а) 0),(limlim),(limlim
0000




yxfyxf
xyyx

 теңдіктері орындалатынын; 

ә) ),(lim
0
0

yxf
y
x



 шегі жоқ болатынын дәлелдейік. 
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Шешуі. Алдымен мына шектерді есептейік: 
 

0222

22

0


 )yx(yx
yxlim

y
,  0222

22

0


 )yx(yx
yxlim

x
, 

 
яғни қайталанған шектердің теңдігі орындалады. 

ә)  Мына нүктелер тізбегін қарастырайық: 
 









nn
yx nn

1,1},{ , 






 

nn
yx nn

1;1}','{ . 

 
Егер n  болғанда, олар )0,0(O  нүктеге ұмтылатынын оңай көз 

жеткізуге болады, ал осы нүктелердегі функция мәндерінің шегі 
әртүрлі шекке ұмтылады: 

 

,11

1

lim
1111

11

lim),(lim

4

4

2

22

22








 






n

n

nnnn

nnyxf
nnn

0
1111

11

lim)','(lim 2

22

22








 






nnnn

nnyxf
nnnn

. 

 

Демек, ),(lim
0
0

yxf
y
x



-шек жоқ. 

3-мысал. 
yx

yxyxf 1sin1sin)(),(   функцияның 

а) ),(limlim
00

yxf
yx 

 және ),(limlim
00

yxf
xy 

 шектері жоқ; 

ә) ),(lim
0
0

yxf
y
x



 шегі бар болатынын көрсетейік. 

Шешуі.  а) Егер 



n

y 1  болса, онда  
y

siny 1 0 , мұндағы ,...,n 21  

Демек, 







n

xn
1}{  және 












)14(
2}'{

n
x n

 тізбектері n  болғанда 

0-ге ұмтылады, ал олардың сәйкес функция мәндерінің },({ yxf n }0{ , 
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 },({ yxf n









y

y 1sin  тізбектері әртүрлі шектерге ұмтылады. Сондықтан 

),(lim
0
0

yxf
y
x



 шек жоқ. Олай болса, қайталанған екі шекте жоқ. 

ә) Кез келген 0x , 0y  үшін  ||||||1sin1sin)(0 yxyx
yx

yx    

теңсіздіктері орындалады Онда  01sin1sin)(lim
0
0



 yx

yx
y
x

. 

4- мысал. Мына шек бар ма? 22
0
0

2lim
yx

xy

y
x 



 

Шешуі. Алдымен төмендегі нүктелер тізбектерін қарастырайық: 

};{ nn yx








nn
1;1 , 







 2

1;1}';'{
nn

yx nn . Олар n  болғанда )0,0(O  

нүктеге жинақталады және де оларға сәйкес функция мәндерінің 
тізбектері әртүрлі шекке ұмтылады: 

 

111

2

lim),(lim

22

2







nn

nyxf
nnnn

,  011

2

lim)','(lim

42

3







nn

nyxf
nnnn

. 

 
Сонымен, берілген функцияның )0,0(O  нүктедегі шегі жоқ. 

5-мысал. 22lim
yxyx

yx

y
x 






 шекті есептейік. 

Шешуі. Кез келген 0,0  yx  үшін мына теңсіздіктер 
орындалады: 

||
1

||
10 22 yxxy

yx
yxyx

yx








 . 

Осыдан:   
 

0
||

1
||

1limlim0 22 

















 yxyxyx

yx

y
x

y
x

, 22lim
yxyx

yx

y
x 






=0. 
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6-мысал. 
2

22lim
x

y
x yx

xy













шегін есептейік. 

Шешуі. xyyx 222   теңсіздігінен 
2
1

22 
 yx
xy . Онда  

 













2

220
x

yx
xy  

2

2
1 x







 . 

 

Осыдан 0
2
1lim

2











x

x
. Демек 0lim

2

22 












x

y
x yx

xy . 

7-мысал. )),(lim(lim yxf
byax 

 және ,(lim(lim xf
axby 

))y  шектерді 

есептейік, мұндағы 

а) y

y

x
xyxf



1

),( , 0 b,a ; 

ә) 
xy

xytg
xy

yxf



1

1),( ,  b,a 0 . 

Шешуі. а) Егер constx  , онда барлық 0y  үшін yx  функциясы 
үзіліссіз, сондықтан: 1lim

0




y
y

x ; ал егер 0y  тұрақты болса, онда 

барлық 0x  үшін yx  функциясы үзіліссіз, сондықтан: 


y

x
xlim .  

Осы шектерді пайдаланып, іздестiріп отырған шектерді есептейік: 
 

а) 
2
1

2
1lim

1
limlim)),(lim(lim

0




















 xy

y

yxbyax x
xyxf . 

 

























 













 11
limlim

1
limlim)),(lim(lim

00
y

y

y

xyy

y

xyaxby

x
x

x
x

xyxf  

1)1(lim
11

1limlim
00























 y
y

xy

x

. 
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ә) Егер 0x  болса, онда: 
 

1
11

1lim
11

lim
1

lim 















 

yxyx
xy

xy
xy

xy
yyy

. 

 

Осыдан және тангенс функцияның үзіліссіздігінен 
0

1
1lim 

 xy
xytg

xyy
 болады. Енді 

 





 cos
1sinlimlim

00

tg 1 теңдігін 

пайдаланып, ),(lim
0

yxf
x

 шекті есептейік:  
 

.1
1

1

1

1lim
1

1lim),(lim
000










 xy

xy
xy

xy
xytg

xy
xytg

xy
yxf

xxx
 

 
Жоғарыдағы теңдіктерді пайдаланып, іздестіріп отырған 

шектерді табайық: 
 

0)0(lim
1

1limlim)),(lim(lim
00












 xyxbyax xy

xytg
xy

yxf , 
 

1)1(lim
1

1limlim)),(lim(lim
0












 yxyaxby xy

xytg
xy

yxf . 

 
8-мысал. Егер  cosx ,  siny  болғанда мына шек:  

 

22

0
lim yx

x

e 


 

 
 -дің қандай мәндерінде бар болады? 

Шешуі. Алдымен тікелей есептеуге көшейік: 
 




































cos

0
0

cos

0
sincos

cos

00
limlimlimlim

222222
eeee yx

x

. 

 

Соңғы шек бар болады, егер 0cos  , яғни  
2

3
2




 . 
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Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Функцияның нүктедегі шегі.    
2. Екі айнымалы функцияның қайталанған шегі. 

3. Мына шек бар ма? 22
0
0

lim
yx

xy

y
x 



   

4. 
2

22 42
lim

x

y
x yx

xy













шекті есептеңдер. 

               
8.5. Көп айнымалы функцияның үзіліссіздігі 

 
 

Евклид E  кеңістіктегі }{A  жиынында анықталған m  айнымалы 
)(Afu   функцияны қарастырайық. 0A  нүкте E  кеңістігіндегі }{A  

жиынның нүктесі және оның   маңайында 0A  нүктеден өзге }{A   
жиынның нүктелері ғана тиісті болсын, яғни  0A  нүкте  }{A  жиынның 
шектік нүктесі болады. 

Анықтама. Егер функцияның 0A  нүктедегі шегі бар болса әрі ол 
функцияның )( 0Af  сандық мәніне тең болса, онда m  айнымалы 

)(Afu   функция 0A  нүктеде үзіліссіз деп аталады. 0A  нүкте }{A  
жиынның шектік нүктесі болғандықтан, яғни 0lim AAnn




 теңдік 

орындалатындықтан, функцияның 0A  нүктедегі үзіліссіздігін  
                           

   )()lim()(lim 0
00

AfAfAf
AAAA




,                          (8.5) 
 
түрде белгілеуге болады, мұндағы A  нүкте }{A  жиынның кез келген 
нүктесі.  

(8.5) теңдік орындалмайтын E  кеңістігінің нүктелері 
функцияның үзілісті нүктелері деп аталады. 

Анықтама (Коши). Егер кез келген 0  санына 0  саны 
табылып,  ),( 0AA  теңсіздікті қанағаттандыратын функцияның 
анықталу }{A  жиынындағы барлық A  нүктелер үшін  |)()(| 0AfAf   
теңсіздігі орындалса, онда  )(Afu   функция 0A  нүктеде үзілісссіз 
деп аталады. 

Анықтама (Гейне). Егер функцияның анықталу }{A  
жиынындағы 0A  нүктеге жинақты }{ nA  нүктелер тізбегіне сәйкес 
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функция мәндерінің )}({ nAf  тізбегі )(Af  мәніне жинақты болса, онда 
)(Afu   функция 0A  нүктеде үзіліссіз деп аталады. 

Функция шегінің Коши анықтамасы функция үзіліссіздігінің 
Коши анықтамасынан айырмашылығы, соңғы анықтамада 

0),( 0 AA  шарт қойылмаған, яғни 0AA  . )A(fu   функция A  
нүктеде анықталған және 0AA   болса, онда  |)()(| 0AfAf  
теңсіздігі кез келген 0  саны үшін орындалады. 

Осы сияқты, функция шегінің Гейне анықтамасы функция 
үзіліссіздігінің Гейне анықтамасынан айырмашылығы, соңғы 
анықтамадағы 0AA   шарт қойылмаған. Бұл шартқа жетуге болады, 
себебі, функция 0A  нүктеде анықталған және де )(Af  мәнге жинақты 

)}({ Af  тізбекке кез келген мөлшерде жаңа )(Af  мәнді қосқаннан 
пайда болған тізбектің )(Af -ға жинақтылығы өзгермейді. 

Егер )(Af  функциясы }{A  жиынының барлық нүктелерінде 
үзісіліссіз болса, онда функция }{A  жиынында үзіліссіз болады. 

Егер 1C  мен 2C  сандары табылып, барлық }{AA  үшін 
21 )( CAfC   теңсіздік орындалса, онда )(Afu   функция }{A  

жиынында шектелген (шенелген) деп аталады. 
Анықтама. 0A  нүктедегі )(Afu   функцияның толық өсімшесі 

деп )()( 0AfAf   айырымын айтамыз және ол 
                                          

         )()( 0AfAfu                             (8.6) 
 
таңбамен белгіленеді. 

ma,...,a,a 21  және mx,...,x,x 21  сандары сәйкес 0A  мен A  нүктелердің 
координаттары, ал  22111 xx,axx mmm axx,...,a 2  болсын. 
Онда u  ),...,,( 21 mxxxf  функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері сәйкес 

,...,x,x 21   mx   өсімше алғанда (8.6) функцияның толық өсімшесін:  
 

 ),...,,( 2211 mm xaxaxafu ),...,,( 21 maaaf     (8.7) 
 

түрде жазуға болады. 
Мына тұжырымға оңай көз жеткізуге болады: )A(fu   функция 

0A  нүктеде үзіліссіз болу үшін функцияның u  өсімшесі осы 
нүктеде шексіз аз шама болуы қажет әрі жеткілікті, яғни 
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функция аргументінің шексіз аз өсімшесіне функцияның шексіз 
аз өсімшесі сәйкес келсе: 

         
 0))()((limlim 0

00



AfAfu

AAAA
   немесе   0lim

0
.........
0
0

2
1








u

mx

x
x

       (8.8) 

 
Сонымен, функцияның 0A  нүктедегі үзіліссіздігінің 




)(lim
0AA

Af )( 0Af  шарты (8.8) шартпен эквивалентті. 

Көп айнымалы ),...,,( 21 mxxxfu   фукнцияның аргументтерінің 
бірін айнымалы деп қабылдап, ал қалған айнымалыларды 
тағайындап, осы функцияның нүктедегі үзіліссіздігі туралы түсінік 
берейік. Ол үшін ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның ,...,,( 21 xxA )mx  
нүктедегі дербес өсімшесі деп аталатын өсімшені қарастырайық, 
мұндағы A  нүкте функцияның анықталу жиынындағы нүкте болсын. 
Алдымен, функцияның 1x  аргументі 1x  өсімше алсын, ал қалған ар-
гументтерін тағайындайық, бірақ та координаттары mx,...,x,xx 211   
болатын нүкте функцияның анықталу жиынына тиісті болатындай 

1x  өсімшені аламыз. Осылайша анықталған өсімше функцияның 1x  
аргументі бойынша алынған дербес өсімше деп аталады және ол 

ux1
  таңбамен белгіленеді: 

                      
     ),...,,(),...,,( 212111 mmx xxxfxxxxfu  .            (8.9) 

 
Бұл жағдайда ux1

   өсімше 1x -ге тәуелді бір айнымалы функция. 
Енді 2x  аргумент бойынша алынған дербес өсімшені анықтайық ( 2x  –
айнымалы, ал қалған аргументтерді тағайындаймыз): 

 
),...,,(),...,,( 212212 mmx xxxfxxxxfu  . 

 
Осылайша қалған аргументтер бойынша дербес өсімшелерді 

анықтаймыз: 
 













).,...,,(),...,,(
............

),,...,,(),...,,,(

2121

2133212

mmmx

mmx

xxxfxxxxfu

xxxfxxxxxfu

m

         (8.10) 
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Енді көп айнымалы функцияның әрбір аргументі бойынша 
функция үзіссіздігінің анықтамасын берейік. 

Анықтама. ),...,,( 21 mxxxfu   функциясы ,...,,( 21 xxA )mx  нүктеде  
kx  айнымалы бойынша үзіліссіз деп аталады, егер функцияның 

),...,,( 21 mxxxA  нүктедегі u
kx  дербес өсімшесі kx  өсімшеге тәуелді 

шексіз аз функция болса, яғни  
 

0lim
0




u
k

k
xx

.                               (8.11) 
 
Анықтамадағы ),...,,( 21 mxxxfu   функция kx  айнымалыға ғана 

тәуелді, ал қалған айнымалылар тағайындалған сан болса, онда бұл 
функцияның kx  айнымалы бойынша үзіліссіздігі туралы ұғым бір 
айнымалы функцияның үзіліссіздігі туралы ұғыммен бірдей. 
Сондықтан соңғы анықтамаға эквивалентті мына анықтаманы 
келтірейік: ),...,,( 21 mxxxfu   функцияны ,...,,( 21 xxA )mx  нүктеде kx  
айныма бойынша үзіліссіз деп аталады, егер бірайнымалы ,( 1af  

),...,,...,2 mk axa  функция kk ax   нүктеде үзіліссіз болса, мұндағы 
,...,,( 21 aaf  ),..., mk ax  функция kx  аргументке ғана тәуелді бір 

айнымалы функция. 
Сонымен, көп айнымалы функцияның нүктедегі үзіліссіздігінің 

анықтамаларынан  мынадай  тұжырымға  келеміз:   
егер  ,,( 21 xxfu  )..., mx  функция 1(xA , ,x2 )..., mx  нүктеде үзіліссіз 

болса, онда функция осы нүктеде mx,...,x,x 21  айнымалыларының 
әрқайсысы бойынша үзіліссіз болады; ал егер фунция 

,( 1xA ,x2 )..., mx  нүктеде ,...,, 21 xx  mx  айнымалыларының әрқайсысы 
бойынша үзіліссіз болса, онда функция осы нүктеде үзіліссіз болады 
деп тұжырымдауға болмайды (2-мысал). 

Екі айнымалы функцияны үзіліссіздікке зерттегенде тәжірибеде 
жиі қолданылатын түзу бойындағы нүктедегі функция үзіліссіздігінің 
анықтамасын келтірейік. 

Анықтама. Түзу бойында жатқан A  нүктеден өтетін 
,(xfu  )y )(Af  функция үзіліссіз деп аталады, егер A  нүктеге 

ұмтылатын осы түзудің бойында жатқан }{ nA  нүктелер тізбегіне 
сәйкес функция мәндер )}({ nAf  тізбегінің шегі бар болып, ол шек A  
нүктедегі функцияның )(Af  мәніне тең болса. 
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),( yxfu   функция түзудің бойында бір айнымалы функция 
болады, демек, түзу бойындағы функцияның үзіліссіздігі туралы 
ұғым, жоғарыда айтылған бір айнымалы функцияның үзіліссіздігі 
туралы ұғыммен бірдей. Онда A  нүктедегі функцияның x  және y  
айнымалыларының әрқайсысы бойынша үзіліссіздігі, A  нүкте 
арқылы өтетін және координат осьтеріне параллель болатын 
түзулердің бойындағы функция үзіліссіздігі болып табылады (1-
мысал). 

1-мысал. Мына функция 
 














.y,x,

,y,x,
yx

yx
u

000

00
2 44

3

 

 
үзіліссіз бола ма? 

Шешуі. Функцияның анықталу жиыны бүкіл жазықтық. Берілген 
функция жазықтықтың )0,0(O  нүктесінен өзге нүктелерде үзіліссіз 
болатынын дәлелдейік. Ол үшін )0,0(O  нүктеден өзге жазықтықтың 
кез келген ),( 000 yxA  нүктесін алайық және жазықтықтағы ),( yxA  
нүкте ),( 000 yxA  нүктеге ұмтылсын, онда 
 




































 44

3

44

3

00

00

0
00

limlim2

limlim

2
lim),(lim

yx

yx

yx
yxyxf

yyxx

yyxx

yy
xxAA

 

)(),(
2 0004

0
4
0

0
3
0

Afyxf
yx

yx



 . 

 
Демек, ),( yxfu   функция жазықтықтың )0,0(O  нүктеден өзге 

барлық нүктелерінде үзіліссіз. Енді функцияның )0,0(O  нүктеде 
үзілісті болатынын дәлелдейік. Ол үшін, ),( yxA  нүктенің )0,0(O  
нүктеге ұмтылғандағы функцияның шегін есептейік, яғни 

00  y,x  болғандағы функцияның шегінен 
0
0  анықталмағандығы 

шығады. Сондықтан функция шегінің тізбек тіліндегі Гейне 
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анықтамасын пайдаланған тиімді. Ол үшін, 














 01 ,

n
An  нүктелер 

тізбегін қарастырайық және тізбек n  болғанда )0,0(O  нүктеге 
ұмтылады. Қарастырып отырған нүктелер тізбегіне сәйкес келетін 

),( yxf  функция мәндерінің тізбегін қарастырайық: 
 

}0{
02

01

0,1)}({

4

3









































n

n
n

fAf n
, 

 
яғни )}({ Af  тізбегінің барлық элементтері нөлге тең, олай болса, 
оның шегі де нөлге тең. 

Енді ),(O 00  нүктеге жинақты болатын 














 01 ,

n
An  тізбектен өзге 

















n
,

n
A'

n

11  нүктелер тізбегін қарастырайық, онда: 
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44
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nn
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яғни )}({ '
nAf  тізбегінің барлық элементтері 

3
1 -ке тең, олай болса, 

)}({ '
nAf  тізбектің де шегі 

3
1 -ке тең. Сонымен, )0,0(O  нүктеге 

ұмтылатын әртүрлі 














 01 ,

n
An  мен 

















n
,

n
A'

n

11  нүктелер тізбектеріне 

сәйкес келетін )}({ Af  мен )}({ '
nAf  функция мәндер тізбектерінің 

шектері бар әрі олар әртүрлі (тең емес). Бірінші тізбек үшін Ox  осі 
бойымен, ал екінші тізбек үшін бірінші шектегі биссектриса 

)0,(  xxy  бойымен )0,0(O  нүктеге ұмтылады. Сондықтан 
)()(lim 0

0
AfAf

AA



 теңдігі орындалмайды, себебі теңдіктің сол 

жағындағы шек жоқ. Демек, қарастырып отырған функция 
)0,0(O нүктеден өзге жазықтықтың барлық нүктелерінде үзіліссіз, ал 
)0,0(O  нүктеде үзілісті болады. 
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2-мысал.  Мына функция  
 









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000

022
22

y,x,

,yx,
yx

xy
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)0,0(O  нүктеде x  және y   айнымалыларының әрқайсысы бойынша 

үзіліссіз, ал осы нүктеде функция үзілісті болатынын дәлелдейік. 
Шешуі.  Функцияның )0,0(O  нүктедегі x  аргументі бойынша 

алынған дербес өсімшесін қарастырайық, яғни x  аргумент x  өсімше 
қабылдасын:  

000000  ),(f),x(fux . 
 

Олай болса, 0lim
0




uxx
, яғни ),( yxf  функция x  аргументі 

бойынша )0,0(O  нүктеде үзіліссіз. Осы сияқты  uy  
= 0)0,0(),0(  fyf . Сонымен, функция )0,0(O  нүктеде x  және y  
аргументтерінің әрқайсысы бойынша үзіліссіз болады. 

Енді функцияның )0,0(O  нүктеде үзілісті болатынын дәлелдейік. 
Ол үшін 8.4-тақырыптағы 4-мысалды ескерсек, функцияның )0,0(O  

нүктедегі  22
0
0 yx

xylim
y
x 



 шегі жоқ. Олай  болса, функция )0,0(O  нүктеде 

үзілісті.  
3-мысал.  Мына функция 

 














00

0

24

24
24

2

yx,

,yx,
yx

yx
u  

 
)0,0(O  нүктеде өтетін costx  , sinty  , t ),0[   сәуленің 

әрқайсысының бойында үзіліссіз, яғни )0,0()sin,cos(lim
0

fttf
t




 , 

бірақ )0,0(O  нүктеде үзілісті болатынын дәлелдейік. 

Шешуі. 
2



k  мәндерінде 0)sin,cos(  ttf  болады, сондықтан 

 -ның осы мәндерінде ...),,,k( 210 : 
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




 

 2244

22

00 sincos
sincoslim)sin,cos(lim

tt
ttttf

tt
 

 

)0,0(0
sincos
sincoslim 242

2

0
f

t
t

t






 


. 

 

Егер 
2

20 


k, , онда 0sincos 242  t  және 

 


42 coslim t
t

 0sin)sin 22   . Олай болса, 
 

)0,0(0
sincos
sincoslim 242

2

0
f

t
t

t





 


. 
 
Сонымен, ),( yxfu   функциясы )0,0(O  нүктеден өтетін сәуленің 

әрқайсысының бойында үзіліссіз болады. 
Енді функцияның )0,0(O  нүктеде үзілісті болатынын дәлелдейік, 

ол үшін n  болғанда )0,0(O  нүктеге жинақталатын }{ nA






 2

1,1
nn

 

тізбекті қарастырайық. Сонда: 
 

),(flim

n

nlim

nn

nnlim
n

,
n

flim
nnnn

00
2
1

2
1

2

1

11

11
11

4

4

44

22

2 











. 

 
Олай болса, функция )0,0(O  нүктеде үзілісті. 
 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Түзудің бойында жатқан A  нүктеден өтетін ,(xfu  )y )(Af  

функция үзіліссіздігінің анықтамасы. 
2. Функцияның нүктедегі үзіліссіздігі және үзілісті нүкте. 
3.  Функцияның нүктедегі толық өсімшесі. 

4.  













.0,0,0

,0,0,
73 44

22

yx

yx
yx

yx
u  функция үзіліссіз бола ма? 

5.  











.0,0,0

,0,0,
42 22

yx

yx
yx

xy
u  функция үзіліссіз бола ма? 
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6. 













.0,0,0

,0,0,
42

3
44

22

yx

yx
yx

yx
u  функция үзіліссіз бола ма? 

 
8.6. Көп айнымалы функция үзіліссіздігінің қасиеттері  
       Бірқалыпты үзіліссіздік 
 
Біз бұл тақырыпта, ІІІ томның 1-бөлімінде ( 1 ) қарастырылған 

бір айнымалы функцияның үзіліссіздігінің қасиеттерін көп айнымалы 
функция үшін қарастырамыз. Ол қасиеттер көп айнымалы функцияға 
да орындалатын болғандықтан кейбір теоремалардың дәлелдеуін 
оқырмандарға ұсынамыз. 

 A   жиынында анықталған үзіліссіз функцияларға орындалатын 
арифметикалық амалдарды қарастырайық. 

8.7-теорема. Егер  Af  мен  A  функциялары ,,( 210 aaA )...,a  
нүктеде үзіліссіз болса, онда  Af  мен  A ,  Af  A , )A()A(f  , 
 
 A
Af


   0A  функциялары да осы нүктеде үзіліссіз болады.  

Дәлелдеуін ( 1 ) 2-қасиеттен қара. 
Күрделі функция үзіліссіздігінің теоремасын келтірейік. Ол үшін 

көп айнымалы күрделі функцияның ұғымын берейік. Бізге 
                 

                            

 
 

 














kmm

k

k

t,...,t,tx
.............................

,t,...,t,tx
,t,...,t,tx

21

2122

2111

                                      (8.12) 

 
функциялары евклид kE  кеңістігінің  N  жиынында берілсін, 
мұндағы ,t1  kt,...,t2   кеңістіктегі нүктенің координаттары. Онда  N   
жиынындағы әрбір  kt,...,t,tN 21  нүктеге (8.12) формула арқылы 
евклид E  кеңістігінен ,...,x,x(A 21 )xm  нүкте сәйкес қойылады, 
осындай нүктелердің жиынын  A   деп белгілейік. Бұл жағдайда, 
евклид kE  кеңістігінің  N  жиынында анықталған күрделі 
u    mxxxf ,...,, 21 ),,...,,(( 211 mtttf  ,t( 12 ,...,2t ),kt ,(..., 1tm ,...,2t ))kt  
функциясы берілді дейміз, мұндағы ,x1 mx,...,x2  айнымалылары 

,t1 kt,...,t2  айнымалыларына тәуелді функция және де олар (8.12.) 
формула арқылы анықталады. 
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8.8-теорема. (8.12) функциялары ,...,,( 210 aaA )ka   нүктеде 
үзіліссіз, ал u  mx,...,x,xf 21  функция ,...,,( 21 bbB )mb  нүктеде үзіліссіз 
болсын, мұндағы )a,...,a,a(b kii 21 , m,i 1 , онда күрделі 
u  mx,...,x,xf 21  функция да ,...,a,a(A 210 )ak  нүктеде үзіліссіз болады, 
мұндағы ,x,x 21 mx...,  (8.12) формуладан анықталған ,t1 kt,...,t2  
айнымалыларға тәуелді функция. 

Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін,  N  жиынынан 0A  нүктеге 
жинақталатын әрі )t,...,t,t( ki 21  функциялары анықталатын  nN  
нүктелер тізбегін қарастырайық, мұндағы nNA 0

)(
2

)(
1 ,( nn tt ),..., )(n

kt , ал 
 nA  нүктелер тізбегінің )n(

ix  координаттары сәйкес )(
2

)(
1 ,( nn

i tt ),..., )(n
kt  

функцияларына тең болсын, яғни )(n
ix ),,...,,()( )()(

2
)(

1
n

k
nn

ini tttN   
i m,1 . Теореманың шарты бойынша, i  функциялары 0A  нүктеде 

үзіліссіз және u  mx,...,x,xf 21  функция B  нүктеде үзіліссіз, онда 
үзіліссіздіктің Гейне анықтамасы бойынша  nA  тізбегі ,...,,( 21 bbB  )mb  
нүктеге жинақты, мұнда nA  нүкте B   нүктеге тең  болуы да мүмкін 
және   nAf  тізбегі  0Af  санына жинақталады. Онда 

       nmnn N,...,N,Nf  21  күрделі мәндер тізбегі  ,Af 01  ,...,A02    
 0Am  күрделі мәнге жинақталады, демек күрделі 

u ),,...,,(( 211 mtttf   )),...,,(),...,,...,,( 21212 kmk tttttt   функция 
),...,,( 210 kaaaA  нүктеде үзіліссіз болады. Теорема дәлелденді. 

8.9-теорема (үзіліссіз функция таңбасының тұрақтылығы 
туралы). Егер евклид E  кеңістігінің 0A  нүктесінде u  Af  функция 
үзіліссіз және   00 Af  болса, онда 0A  нүктесінің   аймағы табылып, 
осы аймақта u  Af  нөлге тең емес әрі оның таңбасы  u  Af -ның 
таңбасымен бірдей болады. 

Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін u  Af  функцияның 0A  нүктедегі 
үзіліссіздігінің Коши анықтамасын пайдаланайық. Анықтама 
бойынша, кез келген 0  санына 0  саны табылып, 0A  нүктенің   
маңайында    0Af  Af    0Af  теңсіздігі орындалады. Егер 

осы теңсіздіктегі 0  саны ретінде 
 
2

0Af
 оң санын алсақ, онда 

   00 Af,Af   және   0Af  сандарының таңбалары бірдей болады, 
сондықтан 0A  нүктенің   маңайында  0Af -дің таңбасы қандай болса, 
 Af -ның да таңбасы сондай болады. Теорема дәлелденді. 
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8.10-теорема (үзіліссіз функцияның аралық мәндері туралы). 
Евклид E  кеңістігіндегі байланысты  A  жиынының барлық 
нүктелерінде u  Af  функция үзіліссіз және  A  жиынындағы 0A  
мен 0B  нүктелеріндегі мәні  0Af ,  0Bf  болсын. Егер C  саны  0Af  
мен  0Bf  сандарының арасындағы кез келген сан болса, онда 0A  мен 

0B  нүктелерді қосатын әрі  A  жиынында толық жататын үзіліссіз L  
қисық сызығының бойынан N  нүкте табылып,   CNf   теңдігі 
орындалады. 

Дәлелдеу.  A  жиынындағы 0A  мен 0B  нүктелерді қосатын 
үзіліссіз L  қисық сызық параметр теңдеулермен берілсін: )(11 tx  , 

)(22 tx  , )(tx mm  , мұндағы ],[ t  сегментте күрделі 
),(),(( 21 ttfu   ))(..., tm  функциясы анықталған, мұндағы ixt ii ,)(   

= ],[,,1 tm . Күрделі функцияның ],[   сегменттегі мәндері L  
сызық бойындағы )A(fu   функциясының мәндерімен бірдей. 8.8-
теорема бойынша, t -ға тәуелді бір айнымалы күрделі функция ],[   
сегментте үзіліссіз болады және ІІІ томдағы ( 1 ) Больцано-Кошидің 
екінші теоремасынан сегменттің   нүктесінде C  мәнін қабылдайды. 
Сондықтан L  қисық сызығының ),(( 1 N ))(),...,(2  m  нүктесінде 
  CNf   теңдігі орындалады. Теорема дәлелденді. 

8.11-теорема (Вейерштрастың бірінші теоремасы). Егер 
шектелген (шенелген) және тұйық  A  жиынында u  Af  функциясы 
үзіліссіз болса, онда функция  осы жиында шектелген (шенелген). 

Дәлелдеу. Кері жориық, ол үшін  A  жиынынан   nAf n   
теңсіздігі орындалатын  nA  нүктелер тізбегін бөліп алайық.  nA   
тізбектен Больцано-Вейерштрасс (8.2-теорема) теоремасы бойынша 
жинақты  

nkA  тізбекше бөліп алуға болады және ол жинақты 
тізбекшенің 0A  шегі  A  жиынына тиісті. Демек,   

nkAf  тізбегі 
шексіз үлкен тізбек, ал u  Af  функция A  нүктеде үзіліссіз 
болғандықтан   

nkAf   тізбегі  0Af -ге жинақты болуы керек. Осы 
қайшылық теореманы дәледейді. 

Вейерштрастың екінші теоремасын келтірмес бұрын функцияның 
ең жоғарғы және ең төменгі шекарасы туралы ұғым алайық (ІІ-9.9-
тақырып). 
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Анықтама.  A  жиынындағы u  Af  функцияның ең жоғарғы 
(ең төменгі) шекарасы деп мына шарттарды қанағаттандыратын 
 uu  санын айтамыз: 

1)  A  жиынының кез келген A  нүктесі үшін   uAf      uAf   
теңсіздігі орындалса; 

2) Кез келген 0  саны үшін  A  жиынынан кем дегенде бір A  
нүкте табылып,      uAfuAf  теңсіздігі орындалса және ол 

u
 

 
 

 







 AfinfuAfsup

AA
 таңбамен белгіленеді. 

8.12-теорема (Вейерштрастың екінші теоремасы). Егер 
шектелген тұйық  A  жиынында u  Af  функциясы үзіліссіз болса, 
онда функция осы жиында өзінің ең жоғарғы және ең төменгі шекара 
мәндерін қабылдайды. 

Дәлелдеуін жаттығу ретінде оқырмандарға ұсынамыз ( 1 , 2.9-
тақырып, Вейерштарстың екінші теоремасы). 

Енді көп айнымалы функцияның бірқалыпты үзіліссіздігін 
қарастырайық. u  Af  функциясы  A  жиынында анықталсын және 
 A  жиынының кез келген нүктесі оның шектік нүктесі болсын. 

Анықтама. Евклид E  кеңістігінің  A  жиынындағы u  Af  
функция бірқалыпты үзіліссіз деп аталады, егер кез келген 0  
санына )(   саны табылып,     A,A  теңсіздігін 
қанағаттандыратын  A  жиынындағы кез келген A  пен A   нүктелер 
үшін      AfAf  теңсіздігі орындалса. 

8.13-теорема (Кантор). Егер u  Af  функциясы тұйық және 
шектелген  A  жиынында үзіліссіз болса, онда ол осы жиында 
бірқалыпты үзіліссіз болады. 

Дәлелдеу. ІІІ томның ( 1 ) 2.12-тақырыбындағы теоремадағыдай 
дәлелденеді, ондағы  b,a  сегментті  A  жиынымен, x  айнымалыны A  
нүктесімен, ал xx   модулін  A,A   арақашықтықпен алмастырсақ 
жеткілікті. 

1-ескерту. Бірқалыпты үзіліссіз функция үзіліссіз болады, ал 
үзіліссіз функция бірқалыпты үзіліссіз болмауы мүмкін. Демек, егер 
функция бірқалыпты үзіліссіз болса, онда функция аргументінің аз 
өсімшесіне сәйкес функцияның аз өсімшесі сәйкес келеді, ал егер 
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функция үзіліссіз болса, онда жиындағы нүктеден нүктеге (осы 
жиындағы) көшкенде функция аз өсімше қабылдамауы мүмкін. 

2-ескерту. Вейерштрастың екі және Кантор теоремалары тұйық 
және шектелген жиындардағы функция үшін орындалады. Демек, көп 
өлшемді жағдайда сегмент тұйық әрі шектелген жиын болады. 

3-ескерту. u  Af  функциясының жазықтықтың барлық 
нүктелерінде бірқалыпты үзіліссіз болатынын Кантор теоремасын 
пайдаланып, дәлелдеуге болмайды. Себебі жазықтық шектелмеген 
жиын, олай болса, шектелмеген жиынға Кантор теоремасын 
қолдануға болмайды. 

Анықтама. Шектелген  A  жиынның диаметрі деп  A,A   
сандарының ең жоғарғы шекарасын айтамыз, мұндағы A  пен A   
нүктелер  A  жиынындағы мүмкін болатын барлық нүктелер. 

Осы анықтаманы, тұйық және шектелген жиындағы функцияның 
төмендегі қасиетін келтірейік. 

8.14-теорема. Егер u  Af  функция тұйық және шектелген  A  
жиында үзіліссіз болса, онда кез келген 0 санына 0  саны 
табылып,  A  жиынындағы диаметрі   санынан кіші болатын әрбір 
тұйық  N  жиыншада  Af  функцияның   тербелісі  -нан кіші, 
мұндағы uu  , 

 
 Afsupu

N
 , 

 
 Afinfu

N
 . 

1-мысал.   532  yxy,xf  функциясы 
    y,x:y,xA  жазықтығында бірқалыпты үзіліссіз 
болатынын дәлелдейік. 

Шешуі. Берілген жазықтықтың кез келген  111 y,xA  мен  222 y,xA   
нүктелері үшін  112211 32||),(),(| yxyxfyxf  |yx 5325 22  

 |xx|)yy()xx(| 212121 232 |yy| 213   теңсіздігі орындалады. 

Енді  0  санын таңдап алайық, онда 



621 xx , 




621 yy  

теңсіздіктері үшін мына теңсіздік орындалады: 
    







6
3

6
22211 y,xfy,xf . 

Осыдан және бірқалыпты үзіліссіздіктің анықтамасынан  y,xf  
функция  A  жазықтықта бірқалыпты үзілссіз болады. 

2-мысал.   22 yxy,xf  функциясы     y,x:y,xA  
жазықтығында бірқалыпты үзіліссіз болатынын дәлелдейік. 
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Шешуі. Кез келген 0  саны үшін  A  жазықтықтың кез келген 
 111 y,xA  мен  222 y,xA  нүктелер үшін мына теңсіздік орындалады: 

 

     2
2

2
2

2
1

2
12211 yxyxy,xfy,xf  

 

  







2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

yxyx

yxyxyxyx  
 

 







2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

yxyx
yxyx    





2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

yxyx

yyxx
 

 

     







2
2

2
2

2
1

2
1

21212121

yxyx

yyyyxxxx  
 







2
2

2
2

2
1

2
1

2121

yxyx

xxxx





2
2

2
2

2
1

2
1

2121

yxyx

yyyy  
 

2
2

2
1

21
21

xx

xx
xx




 






2
2

2
1

21
21

yy

yy
yy  21 xx 21 yy  . 

 

Енді кез келген 0  саны үшін 
221


 xx , 
221


 yy  

болсын, онда  |),(),(| 2211 yxfyxf 






222111 |yy||xx| . 

Осыдан және бірқалыпты үзіліссіздіктің анықтамасынан,  A  
жазықтығында берілген функцияның бірқалыпты үзіліссіздігі 
шығады. 

3-мысал.   221
sin,

yx
yxf




  функциясы 2x 12  y  жиынында 

бірқалыпты үзіліссіз бола ма? 
Шешуі. Функция аргументінің бөліміндегі 21 x 2y  көпмүшелік 

2x  12  y  жиынындағы x  пен y -тің барлық мәндерінде үзіліссіз. 
Енді 2x  12  y  теңсіздігін қанағаттандыратын екі нүктелер тізбегін 
алайық: 

  








 sin
n

;cos
n

y,xA nnn 2
11

2
11 , 
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  














 sin
n

;cos
n

y,xA nnn 41
21

41
21 , 

 2021 ,...,,n . 

Онда  
       22

nnnnnn yyxxA,A  






















22

sin
41

21sin
2
11cos

41
21cos

2
11 

nnnn
 






















2

2
2

2

41
21

2
11sin

41
21

2
11cos

nnnn
  

nn 41
21

2
11


 . 

 

Онда   0
41

11
2
11lim,lim 




 nn
AA

nnnn
 . Ал барлық  n  үшін 

мына теңдік орындалады:  
 

    






 






 





22 sin

2
11cos

2
111

sin

nn

AfAf nn
 

 



























22 sin

41
21cos

41
211

sin

nn

 

 

12cos2sin2
2

sin2sin 





   nnnn . 

 
Сондықтан  10,  санына бірқалыпты үзіліссіздіктің 

анықтамасындағы   саны табылмайды, демек, берілген функция 
бірқалыпты үзіліссіз бола алмайды. 

4-мысал.  
y
xyxf arcsin,   функциясы өзінің  A  анықталу 

жиынында үзіліссіз бола ма?  Функция  A  жиынында бірқалыпты 
үзіліссіз бола ма? 
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Шешуі. Функцияның анықталу жиыны 0 y,yx  
теңсіздіктерді қанағаттандырады және осы жиында үзіліссіз. Бірақ 
берілген функция бірқалыпты үзіліссіз бола алмайды. Шынында да, 
функцияның анықталу жиынынан 

















n
;

n
An

11 , 














 

n
;

n
A'

n

11  нүктелер 

тізбегін қарастырайық ,...),n( 21 . Онда: 
 

nnnnn
)A,A( '

nn
21111 22







 






  . 

 
Осыдан   0,lim 


nnn

AA . Осы нүктелердегі функциялар 

мәндерінің арақашықтығын есептейік:  
 

    





































n

n

n

nAfAf nn 1

1

arcsin1

1

arcsin     1arcsin21arcsin1arcsin , 

 
яғни ол арақашықтық  -ден кіші болуы мүмкін емес. Сонымен, 
функция бірқалыпты үзіліссіз бола алмайды. 

   
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1.   224

sin,
yx

yxf



  функциясы 2x 42  y  жиынында 

бірқалыпты үзіліссіз бола ма? 
2.   2216

sin,
yx

yxf



  функциясы 2x 162  y  жиынында 

бірқалыпты үзіліссіз бола ма? 
3.  

x
yyxf 1arcsin, 

  функциясы өзінің  A  анықталу жиынында 

үзіліссіз бола ма?  Функция  A  жиынында бірқалыпты үзіліссіз бола ма? 
 
8.7. Көп айнымалы функцияның дербес туындылары  
      Функцияның дифференциалдану белгісі 
 

),...,,( 21 mxxxA  нүкте ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның анықталу 
жиынының ішкі нүктесі болсын және функцияның kx  аргументіне 

kx  өсімше берейік, сонда ),...,,,,...,,( 1121 mkkkk xxxxxxxA    нүкте 
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функцияның анықталу жиынына тиісті болсын. Функция 
аргументінің kx  өсімшесі мен осы өсімшеге сәйкес келетін 
функцияның uxk  өсімшесі арасындағы мына қатынасты қарас-
тырайық: 

 

k

mmkkkk

k

k

x
xxxfxxxxxxxf

x
ux






  ),...,,(),...,,,,...,,( 211121 .        (8.13) 

 
Анықтама. Егер (8.13) қатынастың 0 kx  болғандағы шегі бар 

болса, онда ол шек ),...,,( 21 mxxxfu   функциядан kx  айнымалы 
бойынша алынған ),...,,( 21 mxxxA   нүктедегі бірінші ретті (қысқаша 
бірінші) дербес туынды деп аталады және ол мына таңбалардың 
бірімен белгіленеді: 

 

    ,,,,,...,, 21 kk xx
kk

m
kk

fu
x
f

x
uxxx

x
uA

x
u 













  

 

   A
x
uxxx

x
u

x
u

k
m

kk

x

x
k

k 












,...,,lim 210
.                    (8.14) 

 
 

 A
x
u
k

  дербес туындының физикалық мағынасы, kOx  осінің 

бағыты бойындағы A  нүктедегі функцияның өзгеру жылдамдығы 
болады. 

Екі айнымалы u  Af  функцияның  y,xA  нүктедегі дербес 
туындылары мына түрде белгіленеді: 

    ,,,limlim
00 x

yxfyxxf
x
u

x
uu

x
x

xx 










    

y
yxfyyxf

y
u

y
uu

x

y

xy 














,,limlim
00

. 

),...,,( 21 mxxxfu   функцияның дербес туындысын табу үшін, бізге 
белгілі бір айнымалы функциядағыдай туынды табу ережелерін 
пайдалану керек, мысалы, kx  айныма бойынша дербес туынды табу 
үшін, kx  айнымалыдан өзге айнымалыларды тұрақты сан деп 
қарастырамыз, сонда ),...,,( 21 mxxxfu   функция kx -ға тәуелді бір 
айнымалы функция болады, енді осы функциядан бізге белгілі 
ережелерді пайдаланып, kx  айныма бойынша туынды тапсақ 
жеткілікті. 

Жоғарыда келтірілген дербес туындының анықтамасын 
функцияның анықталу жиынындағы ішкі нүкте үшін ғана 
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пайдалануға болады, ал бұл анықтаманы анықталу жиынының 
шекаралық нүктесі үшін қолдануға болмайды, себебі жалпы жағдайда 
шекаралық нүктедегі функция өсімшесін есептей алмаймыз. 
Сондықтан, функцияның дербес туындысын шекарадағы ),( 000 yxA  
нүктеде табу үшін функцияның анықталу жиынындағы  y,xA  
нүктеден дербес туынды тауып, осы туындыдан 0AA   болғандағы 
шекті тапсақ жеткілікті. Мысалы (8.5-сурет),  y,xfu   функция  A  
жиынындағы 0000 ),( AyxA   шекара нүкте үшін функцияның ux   
деребс өсімшесі анықталмаған, себебі  ),( 00 yxxA  A . Сондықтан, 

)A(
x
u

0
  дербес туындыны табу үшін жоғарыдағы анықтаманы 

пайдалануға болмайды. 
 

                     8.5-сурет    
 

 
 

8.6-сурет 
 

Бұл жағдайда, егер  A  жиынның ішкі A  нүктесінде )A(
x
u

  дербес 

туындысы бар болса, онда 0A  нүктедегі функцияның дербес 
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туындысын табу үшін  A  нүктедегі дербес туындысынан шекке көшу 
керек:  

   0
0

lim A
x
uA

x
u

AA 







.  

 
Анықтама. ),...,,( 21 mxxxA  нүктедегі mx,...,x,x  21  аргумент 

өсімшелеріне сәйкес келетін ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның толық 
өсімшесі деп мына өрнекті айтамыз: 

 
   mmm xxxfxxxxxxfu ,...,,),...,,( 212211  .    (8.15)           

       
Екі айнымалы  y,xfu   функцияның ),( 000 yxA  нүктедегі толық 

өсімшесі мына түрде анықталады:  
 
 00 ,( yxxfu ),() 00 yxfy  . 

 
Функцияның x  пен y  айнымалары сәйкес y,x   өсімше алғанда 

),( 000 yxA   нүктеге 001 ,( yxxA  )y  нүкте сәйкес келеді (8.6-сурет). 
Сонда функцияның толық өсімшесі 11 AAu   кесіндіге тең. 

Анықтама. ),...,,( 21 mxxxfu   функция ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде 
дифференциалданады деп аталады, егер оның ,x(A 1 ,x2 )x..., m  
нүктедегі (8.15) толық өсімшесі мына түрге өрнектелсе: 

    
 mm xA...xAxAu 2211 mm x...xx  2211 ,   (8.16)                             

 
мұндағы iA  сандары ix -ге тәуелсіз, i  шексіз аз функциялар 0 ix  
болғанда және 0 i , егер 0 ix  болса, mi ,1  (функцияның (8.16) 
толық өсімшесіндегі 0 ix  болғанда, mm x...xx  2211  
бөлігі  11 xA  + mm xA...xA  22  бөлігіне қарағанда “тезірек” нөлге 
ұмтылса, онда ол дифференциалданатын функция деп аталады). 
(8.16) формула функцияның дифференциалдану белгісі деп аталады. 

Дифференциалдану белгіні басқа түрде де жазуға болады. Ол 
үшін функцияның барлық ,x,x 21 mx...,  аргументтеріне сәйкес 

,x1 mx,...,x  2  өсімше берейік, сонда mm xx,...,xx,xx  2211  
сандары ,x1 mx,...,x  2  өсімшеге сәйкес келетін нүктенің 
координаттары. Осы екі нүктенің 22

2
2

1 )(...)()( mxxx   
арақашықтығы шексіз аз функция болады, егер 
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 21 0 x,x 00  mx,...,  болса, және 0 , егер барлық 0 ix  
болса, mi ,1 . Енді (8.16) формуланың оң жағындағы өрнекті   
функциямен салыстырғанда ол өрнек жоғарғы ретті шексіз аз 
функция болатынын дәлелдейік, демек, (8.16) өрнегі )(O   функция 
болады ([13].9.6-тақырып). Егер 0  болса, онда ,|x| i 1


 mi ,1 . 

Осыдан:   
 mm x...xx 2211  

 





















|x|||...|x||||x||| m

m
2

2
1

1  
 

)(O|)|...|||(| m  21  
 
теңсіздік орындалады. Сонымен, функцияның (1.16) 
дифференциалдану белгісін мына түрде жазуға болады: 

               
            mm xA...xAxAu 2211  O                   (8.17) 

немесе 
           

 mm xA...xAxAu 2211    mx,...,x,x 21      (8.17’) 
 
және егер 0  болса, онда 0u . 

Егер функцияның (8.17) дифференциалдану белгісін iA  
сандарының кем дегенде біреуі нөлге тең болмаса, онда 2211 xAxA   

mm xA...   қосынды функция өсімшесінің негізгі бөлігі деп 
аталады және ол ix  өсімшелеріне қатысты сызықты функция. 
Функцияның дифференциалдану анықтамасы бойынша iA  сандары 

ix  өсімшелерге тәуелсіз кез келген сандар. Сондықтан, 0iA  
болғанда (8.16) немесе (8.17) теңдіктері орындалса, онда функция 

,,( 21 xxA )..., mx   нүкте дифференциалданады. 
8.15-теорема (дифференциалданудың қажетті белгісі). Егер 

,,( 21 xxfu   )..., mx  функция ,( 1xA ,x2 )..., mx  нүктеде 
дифференциалданса, онда осы нүктеде функцияның барлық 
аргументтері бойынша алынған дербес туындылары бар және 

m,i,A)A(
x
u

i
i

1

 , мұндағы iA  жоғарыдағы (8.16) немесе (8.17) 

дифференциалдану белгіден анықталады. 
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Дәлелдеу. Функция ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде дифференциалданады, 
олай болса, осы нүктеде ix  аргументіне сәйкес келетін өсімшені 
анықтайық: 

iiiix xxAu
i

 . 
 

Осыдан: ii
i

x A
x
u

i 



. Онда  

 

,
xi
uA

x
u

lim i
i

x

x

i

i 






 0

  m,i 1 . 

 
Теорема дәлелденді. 
Ескерту. 8.15-теоремаға кері теорема орындалмайды, яғни 

дербес туындылардың бар болуы функцияның дифференциалдануына 
жеткілікті шарт бола алмайды (8.9-тақырып, 4-мысал). Осы 
теоремадан мына салдарды аламыз. 

1-салдар. Функцияның (8.17) дифференциалдану белгісін мына 
түрде жазуға болады. 

 













 m
m

x
x
u...x

x
ux

x
uu 2

2
1

1
  mxxx  ,...,, 21 .  (8.18) 

 
2-салдар. Егер ,,( 21 xxfu  )..., mx  функция ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде 

дифференциалданса, онда оның u  толық өсімшесінің (8.16) немесе 
(8.17) түрде жазылуы тек біреу ғана. 

Шынында да, iA  сандары 8.15-теорема бойынша ,( 1xA ,x2 )..., mx  
нүктеде 

ix
u


  дербес туындыларға тең, олай  болса, u  функция 

өсімшесінің жазылуы тек біреу ғана болады. 
8.16-теорема. Егер ,,( 21 xxfu  )..., mx  функция ),...,,( 21 mxxxA  

нүктеде дифференциалданса, онда ол осы нүктеде үзіліссіз. 
Дәлелдеу. Функция ,( 1xA ,x2 )..., mx  нүктеде дифференциалданатын 

болғандықтан, функцияның осы нүктедегі (8.16) дифференциалдану 
белгісі бойынша  

0lim

0
...........
01






u

mx

x
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теңдік орындалады. Ал бұл шек функцияның ,( 1xA ,x2 )..., mx  нүктеде 
үзіліссіз болатынын айқындайды (8.5-тақырып). Теорема дәлелденді.  

Ескерту. 8.16-теоремаға кері теорема орындалмайды, яғни 
функцияның үзіліссіздігі тек қажетті ғана шарт, ал ол жеткілікті шарт 
бола алмайды. Мысалы, 222 zyxu   функциясының дербес 
туындыларын табайық: 

 

,
zyx

x
x
u

222 



 ,

zyx
y

y
u

222 





 
 

222 zyx
z

z
u







. 

 
Анықталған дербес туындылардың  000 ,,O  нүктеде мағынасы 

жоқ. Осы нүктеде функцияның дербес туындылары жоқ болатынына 
көз жеткізейік. Шынында да,   xx,,xu  200 . Бұл функцияның ( x -
ке  тәуелді) 0x  нүктеде  туындысы  жоқ.  Олай болса,  000 ,,O  

нүктеде 
x
u

  дербес туынды да жоқ. Осы сияқты,  000 ,,O  нүктеде  

y
u

 ,

z
u

   дербес туындылары да жоқ. 

1-мысал. 3 xyu   функция  00,O  нүктеде дифференциалдана ма? 
Шешуі. Алдымен функцияның  00,O  нүктедегі дербес 

туындыларын (8.14) формула бойынша есептейік: 
 

       










 x

fxf
x
uu

xx
0,00,lim0,00,0

0
000lim

3

0





 x
x

x
, 

 

       










 y

fyf
y
uu

yy
0,0,0lim0,00,0

0
000lim

3

0





 y
y

y
. 

 
Демек, берілген функцияның  00,O  нүктеде дербес туындылары 

бар. Енді функцияның  00,O  нүктедегі өсімшесін (8.17) формула 
түрінде өрнектеуге болатынын тексерейік (егер функцияның өсімшесі 
(8.17) түрінде өрнектелмесе, онда функция  00,O  нүктеде 
дифференциалданбайды). Функцияның  00,O  нүктедегі толық 
өсімшесін есептейік: 
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



 22

22

3
3 )()(

)()(
yx

yx
yxyxu .),(  yx   

 
Осыдан, берілген функция  00,O  нүктеде дифференциалдану 

үшін ,x 0  0y  болғанда  y,x   шексіз аз функция болуы 
керек. Шексіз аз функция болатынын, не болмайтынын тексеру үшін 
0-ге ұмтылатын тізбек алайық:  

 

,
n

x 1
  

n
y 1
   ,...,n 21 , 

 

яғни n  болғанда ,x 0  0y  болады. Сонда 
















n
,

n
An

11  

нүктелер тізбегі n  болғанда  00,O  нүктеге ұмтылады, ал осы 
нүктеге сәйкес келетін функция өсімшесінің мәні  -ке ұмтылады 
егер n  болғанда: 
 

22

1

11

11
11 33 2

22

3
n

n

n

nn

nn
n

,
n












 . 

Осыдан:  









 2
lim1,1lim

3 n
nn nn

 . 
 
Сонымен, ,x 0 0y  болғанда  y,x   функциясы шексіз аз 

функция болмайды, яғни     Oy,x , 0 . Олай болса, берілген 
функция  00,O  нүктеде дифференциалданбайды. 

2-мысал. 
22

1
yxeu 



 , 022  yx  және   00,0 u  функцияның 
 00,O  нүктеде дифференциалданатынын зерттейік. 

Шешуі. Функцияның  00,O  нүктедегі дербес туындыларын 
есептейік: 

000000
2

1

00













 x
elim

x
),(f),x(flim),(u

)x(

xx
'
x , 

 

000
2

1

0








 y
elim),(u

)y(

y
'
y . 
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Функцияның  00,O  нүктедегі дербес туындылары бар. Енді 
функцияның өсімшесін есептейік: 

 

   


)y,x(e),(u y)x( 22
1

00 , 
 
мұндағы )y,x(  шексіз аз функция болса, ,x 0 y 0 , онда  00,O  
нүктеде функция дифференциалданады: 

 

.ee
)y()x(

)y,x )y()x( 222
11

22

11 









  

 
Егер 0  болса, )y,x( 00  , онда  ),( yx 0  болады. 

Демек, ),( yx   шексіз аз функция болғандықтан, берілген функция 
 00,O  нүктеде дифференциалданады. 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Бірінші ретті дербес туынды. 
2. Нүктедегі функцияның толық өсімшесі. 
3. Функцияның нүктеде дифференциалдануының қажетті белгісі. 

4. 22
7

yxeu 


 , 022  yx  және 000 ),(u  функцияның  00,O  
нүктеде дифференциалданатынын зерттеңдер.  

 
8.8. Екі айнымалы функцияның дербес туындыларының  
        геометриялық мағынасы 

 
  S  бет yxfu ,( )  функциямен анықталсын және анықталу 

жиынында оның дербес туындылары бар болсын. Анықтық үшін, 
x
u

  

дербес туындының геометриялық мағынасын қарастырайық. y  
айнымалыны тұрақты сан деп алып, S  бетке consty 0  қима 
жүргізейік (8.7-сурет). Қима S  бетті АВ қисық сызық бойымен 
қияды. Тағайындалған consty 0  үшін функцияның анықталу жиыны-
нан ( XOY жазықтығында)  000 , yxA  нүктені қарастырайық, ал 

 000 , yxA  нүктеге S  беттегі АВ қисық сызығына тиісті ,( 00 xP ), 00 uy  
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нүкте сәйкес келеді, мұндағы  000 , yxfu  . Онда BAP0  қисық сызығы 
толығымен S  бетте  жатады. BAP0  қисық сызығы UO'X 1  координат 
жазықтығының қисық сызығы деп қарастыруға болады және BAP0  
қисық сызығының графигі бір айнымалы  0, yxfu   функцияның 
графигі болады. Онда бір айнымалы функцияның туындысының 
геометриялық мағынасы бойынша:  tg

dx
)y,x(df

dx
du 0 , мұндағы   

бұрыш BAP0  қисық сызықтың )z,y,x(P 0000  нүктесіне жүргізілген 
жана-ма мен XO1  осінің арасындағы бұрыш және 

 

)P(
x
f

x
)y,x(f)y,xx(flim

dx
df

xxx
0

0000
0

0










 

 

теңдігі орындалады. Сондықтан: 

 tg)P(

x
u

0 . Сонымен,  yxfu ,  

функциядан  000 , yxA  нүктеде x  бойынша ( y  тұрақты) алынған 
x
u

  

дербес туынды, 
 

 
      8.7-сурет 

 
 yxfu ,   бетті 0yy   жазықтықпен қиғандағы қисық сызықтың 

 000 , yxP  нүктесіне жүргізілген жанама мен OX  осінің арасындағы 

бұрыштың тангенсіне тең болады. Осы сияқты, constx  

 tg)P(

y
u

0 , 

мұндағы   бұрыш 0P  нүктеге жүргізілген жанама мен OY  осі 
арасындағы бұрыш. 
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Сұрақ пен тапсырма: 
1. Бір айнымалы функция туындысының геометриялық мағынасы. 
2. Екі айнымалы функцияның дербес туындыларының 

геометриялық мағынасы. 
 

8.9. Көп айнымалы функцияның дифференциалдануының  
       жеткілікті белгісі 
 
Біз 8.7-тақырыптан мынадай қорытындыға келеміз: функцияның 

дербес туындыларының бар болуы, осы функцияның 
дифференциалдануына ешқандай кепілдік бере алмайды. Енді осы 
тақырыпта, функцияның дифференциалдануына кепілдік бере алатын 
жеткілікті шартты қарастыратын боламыз. 

Бір айнымалы  yxfu ,  функцияның 0x  нүктедегі туындысы бар 
болуы үшін оның осы нүктеде дифференциалдануы қажет әрі 
жеткілікті. Ал көп айнымалы функция үшін функцияның дербес 
туындысының бар болуы мен оның дифференциалдану ұғымдары 
эквивалентті бола алмайды. 

8.17-теорема (дифференциалданудың жеткілікті белгісі). Егер 
)x,...,x,x(A m

00
2

0
10  нүктенің белгілі бір маңайында ,( 1xfu  ,x2 )..., mx  

функцияның барлық mx,...,x,x 21  аргументтері бойынша алынған 

m,i
x
u
i

1

  дербес туындылары бар әрі олар осы нүктенің өзінде 

үзіліссіз болса, онда функция осы нүктеде дифференциалданады, 
демек, функцияның толық өсімшесін мына түрде жазуға болады: 

 

,),...,,(

...

21

2
2

1
1

 m

m
m

xxx

x
x
ux

x
ux

x
uu
















 

мұндағы  
      ,x...xx m

22
2

2
1  ),...,,( 21 mxxx   

 
шексіз аз функция 0  (немесе m,i,xi 10  ) болғанда. 

Дәлелдеу. Теореманың дәлелдеуін екі айнымалы  yxfu ,  
функция үшін дәлелдейік. Сонымен,  000 , yxA  нүктенің белгілі бір 
маңайында  yxfu ,  функцияның '

xf  және '
yf  дербес туындылары 
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бар әрі олар осы нүктеде үзіліссіз болсын. Функцияның yx,  
аргументтеріне  yyxxA  000 ,  нүкте 0A  нүктенің белгілі  бір 
маңайына тиісті болатындай сәйкес y,x   өсімше берейік. Онда  
функцияның өсімшесін  (8.15)  формула бойынша түрлендірейік: 

 
 00 ,( yxxfu ),() 00 yxfy  =      yyxfyyxxf 0000 ,,  

 

+     0000 ,, yxfyyxf  . 
 
Мұндағы     yyxfyyxxf  0000 ,,  өрнекті  xx,x 00  

сегментте  yyxf 00 ,  функцияның x  аргументі бойынша алынған 
өсімше деп алуға болады.  yxfu ,  функцияның дербес туындылары 
бар болғандықтан,   yyxf 0,  функция дифференциалданады және 
одан x  бойынша алынған туынды xf  дербес туынды болады. 

Енді  00 ,( yxxfu ),() 00 yyxfy   өрнекке Лагранж 
формуласын ([1], 3.7-тақырып) пайдалансақ, 10 1  теңсіздікті 
қанағаттандыратын 1  саны табылып, 

 
     yyxfyyxxf 0000 ,,   xyy,xxf x  010  

 
теңсіздігі орындалады. Осылайша,  y,xxf 0  функция үшін 
жалғастырып,  yy,xf 00  00 y,xf  өрнекке Лагранж формуласын 
пайдалансақ, 

 

  ),(),( 0000 yxfyyxf   10 2200  ,yyy,xf '
y   

 
теңдігі орындалады. Теореманың шарты бойынша, xf  және yf   дербес 
туындылары 0A  нүктеде үзіліссіз болғандықтан  

 

     xyxfxyyxxf xx   00010
' ,, , 

 

     yyxfyyyxf yy   00200
' ,, . 

 
Мұндағы  ,  шексіз аз функциялар 00  y,  болғанда. 

Соңғы теңдіктерді (8.19) теңдікке қояйық, сонда дәлелдеу керек 
теңдікті аламыз 

 

  xyxf x 00
' ,   yyxf y 00

' , + yx   . 
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Сонымен,  yxfu ,  функциясы )y,x(A 000  нүктеде 
дифференциалданады. Теорема дәлелденді. 

Осы теоремадан мына салдарды аламыз.  Егер ),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  

нүктенің кейбір маңайында ,,( 21 xxfu  )..., mx  фукнцияның 

)m,i(
x
u
i

1

  дербес туындылары бар болса әрі олар ),...,,( 00

2
0
10 mxxxA  

нүктенің өзінде үзіліссіз болса, онда функцияның өзі осы нүктеде 
үзіліссіз болады. Салдардың дәлелдеуі 8.16-теоремадан шығады, 
яғни функцияның 0A  нүктеде дифференциалдануынан оның осы 
нүктедегі үзіліссіздігін аламыз. 

Анықтама. Егер ),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүктеде ,,( 21 xxfu  )..., mx  

функцияның үзіліссіз дербес туындылары бар болса, онда функция  
осы  нүктеде  үзіліссіз  дифференциалданады  деп  аталады. 

Енді осы тақырыптағы функцияның нүктеде үзіліссіз 
дифференциалдану анықтамасын [1], 3.2-тақырыптағы функцияның 
нүктеде дифференциалдану анықтамасымен салыстырайық. Егер 
функция нүктеде дифференциалданса, онда оның осы нүктеде 
дифференциалы бар әрі ол (8.16), (8.17), (8.18) формулалардың бірімен 
анықталады; ал функция нүктеде үзіліссіз дифференциалданса, онда 
функцияның дербес туындылары осы нүктеде үзіліссіз болады. Демек, 
функцияның нүктедегі дифференциалдану ұғымы осы функцияның 
дифференциалы ұғымымен тікелей байланысты; ал фунцияның 
үзіліссіз дифференциалдану ұғымы осы функцияның дербес 
туындылар ұғымымен тікелей байланысты. Сонымен, функцияның 
нүктедегі үзіліссіз дифференциалдануынан осы функцияның сол 
нүктедегі дифференциалдануын аламыз. Демек, функцияның нүктеде 
үзіліссіз дифференциалдану ұғымы осы функцияның сол нүктеде диф-
ференциалдану ұғымына қарағанда, «кең» ұғым. 

Ескерту. Функцияның дербес туындыларының үзіліссіздігі оның 
дифференциалдануы үшін жеткілікті ғана шарт, ал ол қажетті шарт 
бола алмайды (3-мысал). 

1-мысал. |xy|u  функция  00,O  нүктеде үзіліссіз, дербес 
туындылары бар болатынын және дифференциалданбайтынын 
дәлелдейік. 

Шешуі. Алдымен функцияның  00,O  нүктеде дербес 
туындылары бар болатынын дәлелдейік. Ол үшін дербес туындының 
анықтамасын пайдаланайық: 
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      ,00lim0,00,lim0,0
00










 x

x
x

fxff
xxx  

 

      .00lim0,0,0lim0,0
00










 x

y
y

fyff
yyy  

 
Демек, функцияның  00,O  нүктеде дербес туындылары бар, олар 

нөлге тең. Енді функцияның дифференциалданбайтынын дәледейік. 
Ол үшін функцияның  00,O  нүктедегі функция өсімшесін есептейік: 

 

   
    




 22

22

||
||)0,0( yx

yx

yx
yxu ,),(  yx    

 

мұндағы   

   
    .,),( 22

22
yx

yx

yx
yx 




   

 
Функцияның дифференциалданбайтынын дәлелдеу үшін  yx  ,  

функция шексіз аз функция болмайтынын айқындасақ болғаны: 
0x , 0y   болғанда. Ол үшін  00,O  нүктеге ұмтылатынын 

















nn
An

1;1  нүктелер тізбегін қарастырайық, n  болғанда, мұнда 

,1 x
n

  y
n


1 . Егер n  болса, онда x 00 y,  болады, демек, 

















nn
An

1;1  нүктелер тізбегі  00,O  нүктеге ұмтылады. Осы нүктелер 

тізбегіне сәйкес келетін   yx  ,  функцияның шегін есептейік: 
 

,
2

1

11

11
1,1

2

2

22 n

n

nn

nn
nn










   0
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1

lim1,1lim

2

2




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
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

n
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nn nn

 . 

 
Сонымен, функция  0,0O  нүктеде дифференциалданбайды. 
Функцияның  00,O  нүктедегі үзіліссіздігін тексерейік. Ол үшін 

8.5-тақырыптағы анықтаманы пайдаланайық: 0lim
0
0





xy
y
x

 және 

  00,0 f . 
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Демек, функция  00,O   нүктеде үзіліссіз болады. 
Енді функцияның дербес туындыларын  00,O  нүктеде зерттейік. 

Егер 0x  болғанда, туынды табу ережесі бойынша:  
 

  signx
x
yyxux 2

1,   

 

болады.  00,O  нүктеге 
















nn
An

1;1
2

 нүктелер тізбегін қарастырайық 

және осы нүктеге сәйкес келетін  yxux ,  функцияның шегін табайық. 
Онда n  болғанда: 

 

.lim
2
1

1

1

lim
2
11,1lim

2

2

2 








n

n

n
nn

u
nnxn

 

 
Сонымен, функцияның  yxux ,  дербес туындысы  00,O  нүктенің 

маңайында шектелмеген. Осы тұжырымды  yxu y ,  дербес туындыға 
да айтуға болады. Функцияның дербес туындылары  00,O  нүктеде 
үзілісті, себебі олар  00,O   нүктеде анықталмаған. 

2-мысал.   













,0,0,,0

,0,
,

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf  функция ),(O 00  нүктенің 

маңайында үзіліссіз, ал ),,(' yxf x ),(' yxf y  дербес туындылары бар, 
бірақ олар осы нүктенің өзінде дифференциалданбайтынын көр-
сетейік.         

Шешуі. 022  yx  теңсіздікті қанағаттандыратын жиында 
функция үзіліссіз және мына теңcіздіктің орындалатынына оңай көз 
жеткізуге болады:  

 
2

.
22

xy

yx
xyyxf 


 , 

 

онда   0
2

lim
0
0





xy

y
x

. Осыдан    0,00,lim
0
0

fyxf
y
x





.  
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Сонымен,  00,O  нүктеде функция үзіліссіз. Функцияның 
022  yx  жиынында дербес туындыларын туындының ережесін 

пайдаланып табайық, ал олардың  00,O  нүктедегі мәндерін 
туындының анықтамасы бойынша есептейік: 

 











2222

22

2
22

' ),(
yx

y
yx

yx
yxyxy

yxf
x

,
)( 322

2

yx
yx


 
 











2222

22

2
22

' ),(
yx

x
yx

yx
xyyxx

yxf
y

,
)( 322

2

yx
xy


 
 

   
 

,00lim0,00,lim),(
200

' 







 xx

fxfyxf
xxx

 

   
 

.00lim0,0,0lim),(
200

' 







 yy

fyfyxf
yyy  

 

Осылардан және 
2
1

22


 yx

xy  теңсіздіктен мына теңсіздікті 

аламыз: 

  






222222

,
yx

x
yx

xy
yx

yyxf x  

 











22222222 yx

y

yx

x

yx

xy

yx

y
2
3

2
1

22


 yx

x . 

 

Осылайша, 
2
3

|)y,x(f| '
y  теңсіздікті де дәлелдейміз. Сонымен, 

),,(' yxf x ),(' yxf y  дербес туындылар 022  yx  жиынында шектелген. 
Енді )y,x(fu   функцияның  00,O  нүктедегі өсімшесін мына түрде 
жазайық:    

 
   

  ,,0,0
22

 yx
yx

yxf 



  
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мұндағы   yx  ,
   

,22 yx
yx



       yxyx  ,22   функциясы 

,0x 0y  болғанда шексіз аз функция бола алмайды, олай болса, 
функция  00,O  нүктеде дифференциалданбайды.       

3-мысал.  00,O  нүктенің маңайында 
 

 
 















0,0,,0

,0,1sin
,

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf  

 

функцияның ),,(' yxf x ),(' yxf y  дербес туындылары бар әрі олар осы 
нүктеде үзілісті және  00,O  нүктенің кез келген маңайында 
шектелмеген, бірақ та функция  00,O  нүктеде 
дифференциалданатынын дәлелдейік. 

Шешуі. Функцияның 022  yx  анықталу жиынында оның 
дербес туындыларын, туындының ережелерін, ал олардың  00,O  
нүктедегі мәнін туындының анықтамасын пайдаланып есептейік: 

 

  ,1cos21sin2, 222222 yxyx
x

yx
xyxf x 




  
 

  ,1cos21sin2, 222222 yxyx
y

yx
yyxf y 




  
 

 
 

 
 

,01sinlim

1sin
lim0,0 20

2
2

0











 x
x

x
x

x
f

xxx  
 

      .00,0,0lim,
0






 y

fyfyxf
yy   

 
Енді ),,(' yxf x ),(' yxf y  дербес туындылар  00,O  нүктеде үзілісті, 

ал осы нүктенің кез келген маңайында шектелмейтін функция 
болатынына көз жеткізейік. Ол үшін,  00,O  болғанда нүктеге 
жинақталатын   nnn yxA ,  нүктелер тізбегін қарастырайық және  

11cos 22 
 nn yx

 теңдігі орындалсын, яғни n
yx nn

21
22 


, мысалы, nx  мен 
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ny  үшін nx =
n2

1 , ny =
n2

1  болсын. 0nx , 0ny  n  

болғандықтан   nnn y,xA  нүктелер тізбегі  00,O  нүктенің кез келген 
маңайына тиісті болады және де nx  мен ny -ге сәйкес ),(' yxf x дербес 
туындының мәні  

 

  .2
2

1,
2

1, 


n
nn

fyxf xnnx 





  

 










 n

n
;

n
f)y,x(f '

xnn
'
x 2

2
1

2
1 . 

 

Онда    


nnxn
yxf ,lim  болады. Олай болса, ),(' yxf x функция 

 00,O  нүктеде үзілісті және осы нүктенің кез келген маңайында 
шектелмеген. Осы сияқты, ),(' yxf y  функциясы да  00,O  нүктеде 
үзілісті және осы нүктенің кез келген маңайында шектелмеген.  

Дербес ),,(' yxf x ),(' yxf y  туындылардың  00,O  нүктедегі мәндері 
нөлге тең, ал осы нүктедегі функцияның өсімшесі мына формуладан 
анықтайық:  

      
   

 


 22
22 1sin0,0

yx
yxf , 

 

мұндағы 01
2 


 sin)( , егер 0 болса, онда ),( yxf функция 

 00,O   нүктеде дифференциалданады. 

4-мысал.  00,O  нүктеде   
















0,0,,0

,0,
,

22
22

33

yx

yx
yx
yx

yxf  

функцияның дербес туындылары бар және осы нүктеде функция 
дифференциалданбайтынын дәлелдейік. 

Шешуі. 0y  болғанда  








,0,0
,0,

,
x
xx

xf яғни xxf )0,( болғанда 

    10,0,0 0 



xxf
dx
d

x
f . Осы сияқты    10,0 



y
f . Демек,  yxf ,  

функциясының  00,O   нүктеде дербес туындылары бар. 
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Енді  yxf ,  функцияның  00,O   нүктеде дербес туындылары бар 
болғанмен, оның осы нүктеде дифференциалданбайтынын 
дәлелдейік. Дәлелдеу үшін кері жориық, яғни функция  00,O  нүктеде 
дифференциалдансын. Онда функцияның  00,O  нүктедегі 

       
   22

33

0,0,
yx
yxfyxff




  өсімшесін мына түрде жазуға болады:  

 

     Oy
y
fx

x
ff 








 0,00,0 , 

 

мұндағы    22 yx  . Функцияның  00,O  нүктедегі x  және y  
бойынша алынған дербес туындылары 1-ге тең болғандықтан, 
функцияның дифференциалдану белгісімен мына өрнекті аламыз: 

 

   
   

 Oyx
yx
yx





22

33

 

 

немесе     
   

    22
22

22

yxO
yx

xyyx





 . Онда (егер бұл шек бар 

болса)    
   

0lim 22

22

0
0







 yx

xyyx

y
x

. 

Енді осы шектің бар болмайтынын көрсетейік. Ол үшін ,x 0  
0y  болсын, яғни    22 yx  . Онда: 

 

   

    
   
     2

3
2

2

2
3

23

23

2
3

22

22

11
limlim

k

kk

kx

kkx

yx

yxyx

y
x

y
x





















. 

 

Мұндағы 
 2

3
2

2

1 k

kk



  мәні k -ның әртүрлі мәндерінде әртүрлі 

мәндерді қабылдайды, олай болса, бұл шектің шегі жоқ. Сондықтан, 
біздің кері жоруымыз дұрыс емес, яғни  00,O  нүктеде функция 
дифференциалданбайды. 
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Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Функцияның нүктеде дифференциалдануының жеткілікті 

белгісін айт. 

2. ),( yxfu   функция, яғни  











0,0,0

0,
,

42
42

yx

yx
yx

xy
yxf   00,O  

нүктенің маңайында үзіліссіз, ал ),,(' yxf x ),(' yxf y  дербес туындылары 
бар, бірақ олар осы нүктеде дифференциалданбайтынын дәлелде.  

3.  00,O  нүктеде  













0,0,0

0,
,

22
22

yx

yx
yx
yx

yxf  функцияның дербес 

туындылары бар және осы нүктеде функция дифференциал-
данбайтынын дәлелде. 

 
8.10. Функцияның дифференциалдану белгісінің  
         геометриялық мағынасы 
 
Екі айнымалы ),( yxfu   функцияның дифференциалдану 

белгісінің геометриялық белгісін қарастырайық. 
Анықтама. Беттің ),,( 0000 uyxN  нүктесінен өтетін жазықтық осы 

нүктедегі жанама жазықтық деп аталады, егер беттің кез келген 
),,( 1111 uyxN  нүктесі ),,( 0000 uyxN  нүктеге ұмтылғанда, осы екі 

нүктеден өтетін қиюшымен жанама жазықтықтың арасындағы бұрыш 
нөлге ұмтылса (8.8-сурет).     

Енді мына геометриялық тұжырымды дәлелдейік: ),( yxfu   
функциясының ),( 000 yxA  нүктеде дифференциалдануы беттің 

),,( 0000 uyxN  нүктесіне жүргізілетін жанама жазықтықтың бар болуын 
қамтамасыз етеді. 
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8.8-сурет 
 

Функцияның анықталу жиынындағы x  пен y -ке оның жиынына 
тиісті болатындай сәйкес x , y  өсімше берейік; 0yxx  , 

0yyy  , онда функция 0uuu   өсімше қабылдайды, мұндағы 
),( 000 yxfu  , ),( yxfu  . Функцияның (8.16) дифференциалдану 

белгісін мына түрде жазуға болады: 
 

 )()()( 012102010 xxAyxyyAxxAuu   
 

),()( 02 OyyA   
 

мұндағы 21 A,A  тұрақты сандар сәйкес ),( 000 yxA  нүктедегі  0A
x
u

 , 

 0A
y
u

  дербес туындыларға тең,     22 yx  ,  1  мен 2 шексіз 

аз функциялар, егер 00  y,x . 
XYU  декарт координат жүйесіндегі ),,( 0000 uyxN  нүктеден өтетін 

және нормаль векторы }1;;{ 21  AAn  болатын аналитикалық 
геометриядағы жазықтықтың теңдеуін қарастырайық: 

 
).()( 02010 yyAxxAuu                   (8.20) 

 
Осы теңдеу S  беттің 0N  нүктесінен өтетін жанама жазықтық 

теңдеуі болатынын дәлелдейік. Ол үшін: 



Жоғары математика курсы 
 

 151

1) (8.20) жазықтық  ),,( 0000 uyxN  нүктеден өтетінін; 

2) S  беттегі кез келген 1N  нүкте 0N  нүктеге ұмтылғанда 


10 NN  
қиюшы вектор мен n  нормаль вектордың арасындағы бұрыш нөлге 
ұмтылатынын дәлелдесек жеткілікті. 

1) пункт өзінен-өзі орындалады, себебі 0N  нүктенің 
координаттары (8.20) теңдеуді қанағаттандырады. Ал 2) пунктті 

дәлелдеу үшін 


10NN  мен n  векторларының арасындағы   бұрыштың 
косинусын қарастырайық ([11]. (9.60) формула) 

               

      
     

.
1

)()()(cos
2

0
2

0
2

0
2
2

2
1

00201

uuyyxxAA

uuyyAxxA




             (8.21) 

 
),( yxfu   функция ),( 000 yxA  нүктеде дифференциалданатын 

болғандықтан, (8.21) формуланың алымындағы өрнекке мына теңдік 
орындалады: 

      ).(OuuyyAxxA  00201  
 

Сондықтан 
       








222

0
2

0

|)(||)(||cos|
yx

O

yyxx

O  .)(

O   

Осыдан 0)(lim
0


 




O , онда 
2

lim
0







. Геометриялық тұжырым 

дәлелденді. 
Сонымен, 8.15-теореманы пайдаланып, ),,( 0000 uyxN  нүктеге 

жүргізілген (8.20) жанама жазықтықтың теңдеуін мына түрде жазуға 
болады: 

              .000 yy
y
uxx

x
uuu 








                      (8.20’) 

 
S  беттің 0N  нүктесіндегі нормаль векторының теңдеуін табу 

үшін аналитикалық геометриядағы ([11].11.15-тақырып) 10NN  түзі 
мен (8.20’) жанама жазықтықтың перпендикулярлығының белгісін 
еске алып, нормаль вектордың теңдеуін мына түрде анықтаймыз: 

 

1
000 uu

y
u
yy

x
u
xx 











 . 
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Егер кеңістіктегі қисық сызық )(),(),( tuutyytxx   
теңдеулерімен берілсе, онда қисық сызықтың ),,( 0000 uyxN  нүктесіне 
жүргізілген жанама түзудің теңдеуі 

 

dt
du

uu

dt
dy

yy

dt
dx

xx 000 






 

 
теңдеуімен, ал нормаль жазықтықтың теңдеуі 

 

      0000  zz
dt
duyy

dt
dyxx

dt
dx

 
 

теңдеуімен анықталады. 
 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Жанама жазықтықтың теңдеуі. 
2. Нормаль жазықтықтың теңдеуі. 

 
8.11  Көп айнымалы функцияның дифференциалы 

 
Анықтама. ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның ),...,,( 21 mxxxA  

нүктедегі толық дифференциалы (қысқаша, дифференциалы) деп 
осы нүктедегі функцияның толық өсімшесінің аргументтеріне 
қатысты негізгі сызықты бөлігін айтамыз.  

Егер (8.16) формуладағы барлық iA  коэффициенттері нөлге тең 
болса, онда ,...,,( 21 xxA )mx  нүктедегі функцияның дифференциалы 
нөлге тең дейді және толық дифференциал du  таңбамен белгіленеді, 
яғни 

mm xA...xAxAdu  221 , 
 

немесе 8.15-теорема бойынша m
m

x
x
u...x

x
ux

x
udu 












 2
2

1
1

. 

Енді тәуелсіз ix  айнымалының idx  дифференциалы туралы 
ұғымды енгізейік: тәуелсіз ix  айнымалының idx  дифференцниалы 
деп mxxx ,...,, 21  айнымаларға тәуелді емес кез келген санды айтамыз. 
Осы жаңа ұғымдағы кез келген сан тәуелсіз ix  айнымалының ix  
өсімшесіне тең болсын деп қабылдайық. Онда осы келісім бойынша 
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),...,,( 21 mxxxA  нүктеде функцияның дифференциалын мына түрде 
өрнектеуге болады: 

 

     m
m

dx
x
u...dx

x
udx

x
udu












 2
2

1
1

,           (8.22) 

 
мұндағы mxxx ,...,, 21  тәуелсіз айнымалы шамалар. 

Енді күрделі функцияның дифференциалын есептейік. Бізге 
 ,...,, 21 xxfu  )mx  күрделі функциясы берілсін, мұндағы 

                              

           
















).,...,,(
.........

),,...,,(
),,...,,(

21

2122

2111

kmm

k

k

tttx

tttx
tttx

                          (8.23) 

 
Күрделі функция белгілі шартты қанағаттандырғанда, онда ол 

,t1 kt,...,t2  аргументтері бойынша дифференциалданатынын 
дәлелдейік. Функция дифференциалданса, онда күрделі функцияның 

,t,t 21 kt..,  аргументтері бойынша алынған дербес туындылары 
,( 1xfu  ),...,2 mxx  функциясының және (8.23) функциялардың дербес 

туындылары арқылы анықталады, яғни 
                        

                














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

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
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
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



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




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
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
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
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







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x

x
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dt
x

x
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x

x
u

t
u
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,
dt
x

x
u...

dt
x

x
u

dt
x

x
u

t
u

,
dt
x

x
u...

dt
x

x
u

dt
x

x
u

t
u

k

m

mkkk

m

m

m

m

2

2

1

1

22

2

22

1

12

11

2

21

1

11

                 (8.24) 

 
8.18-теорема. (8.23) функциялар ),...,,( 00

2
0
1 ktttA  нүктеде, ал 

 ,...,, 21 xxfu  )mx  функциясы ),...,,( 00
2

0
1 mxxxN  нүктеде дифференциал-

дансын, мұндағы   m,i,t,...,t,tx kii 100
2

0
1

0  ,  онда (8.23) формуладан 
анықталатын күрделі ),...,,( 21 mxxxfu   функция ,t,t(A 0

2
0
1 ..., )0

kt  нүктеде 
дифференциалданады.  
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Бұл жағдайда, күрделі функцияның ),...,,( 00
2

0
1 ktttA  нүктедегі дербес 

туындылары (1.24) формуладан анықталады, мұндағы барлық 

m,i,
x
u
i

1

  дербес туындылар ),...,,( 00

2
0
1 mxxxN  нүктеде, ал (8.23) 

функциялардың ,t1 kt,...,t2   аргументтері бойынша алынған барлық 
j

i

t
x

  

дербес туындылары ),...,,( 00
2

0
1 ktttA  нүктеде алынады. 

Дәлелдеу. ),...,,( 00
2

0
1 ktttA  нүктеде күрделі функцияның ,t1 kt,...,t2  

аргументтері бір мезгілде нөлге тең емес сәйкес ,t,t 21   kt...,  өсімше 
қабылдансын. Бұл өсімшелерге ),...,,( 00

2
0
1 ktttA  нүктеде mx,...x,x  1  

өсімшелері сәйкеес келеді, онда u ,( 1xf ),...,2 mxx  функция 
),...,,( 00

2
0
1 mxxxN  нүктеде ,x1  mx,...x    өсімшелерге сәйкес u  өсімше 

қабылдайды. Функция N  нүктеде дифференциалданатын 
болғандықтан, u  өсімше мына түрде анықталады: 

 













 ...xxx
x
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x
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x
uu m

m
22112
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1
 

 









m

i
ii

m

i
i

i
mm xx

x
ux

11
,                        (8.25) 

 

мұндағы 
ix

u

  туындылары ),...,,( 00

2
0
1 mxxxN  нүктеде алынған дербес 

туындылар, i  шексіз аз функциялар 0x  болғанда және 0 i , 
егер 0x  болса, m,i 1 . 

(8.23) функциялары ),...,,( 00
2

0
1 ktttA  нүктеде дифференциалданатын 

болғандықтан (8.25) теңдіктегі ix  өсімшелерді мына түрде жазайық: 
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t
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t
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t
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
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i Ot
t
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)( ,   (8.26)                          

 

мұндағы 
k

ii

t
x,...,

t
x,

t
x










21

1  туындылары ),...,,( 00
2

0
1 ktttA  нүктедегі дербес 

туындылар,       22
2

2
1 kt...tt  . 
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(8.26) теңдікті (8.25) теңдікке қойғанда u  өсімше мына түрге 
өрнектелетінін  

 

             )(...2211 OtAtAtAu kk                      (8.27) 
 
дәлелдеуіміз керек, мұндағы 

      

               k,i,
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x
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t
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mii
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

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
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
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


 .          (8.28) 

 
(8.27) формула күрделі функцияның дифференциалданатынын, ал 

(8.28) формула күрделі функцияның it  айнымалары бойынша алынған 
дербес туындылары бар болатынын дәлелдейді (8.16-теорема). 

Енді (8.26) өсімшелерді (8.25) формулаға қояйық: 
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i
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i i

m

j
jj xO

x
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Соңғы теңдіктің екінші мүшесіндегі 
ix

u

  туынды  ,...,,( 0

2
0
1 xxN )0

mx  

нүктедегі дербес туынды, онда ол  -ға тәуелді емес сандар, демек 






m

i i
OO

x
u

1
)()(  , ал үшінші қосындыдағы ix  өсімшелер (8.26) 

формула бойынша  const|x| i  теңсіздігін қанағаттандырады, 
m,i 1  және  )(Oi  ,  егер  0   болса. ix ),...,,( 21 ki ttt  

функциялары A  нүктеде дифференциалданатын болғандықтан, онда 
ол осы нүктеде үзіліссіз, олай болса, x 0 , егер 0  болса.  

Сондықтан 



m

i
ii Ox

1
)( . Теорема дәлелденді.      

Егер (8.23) функциялар тек бір ғана t  аргументіне тәуелді болса, 
онда бір t  аргументке тәуелді ),...,( 21 mxxxfu   фукнциясын аламыз, 
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мұндағы )t(x ii  , m,i 1 . Бір аргументке тәуелді күрделі 

функцияның 
dt
du  туындысы мына формуладан анықталады: 

                   

    .
dt

dx
x
u...

dt
dx

x
u

dt
dx

x
u

dt
du m

m










 2

2

1

1
             (8.29) 

 
(8.22) формуланы үш аргументті ),,( zyxfu   функция үшін мына 

түрде жазуға болады:  

   dz
z
udy

y
udx

x
udu












 , 

 
ал (8.29) формуланы мына түрде: 
 

.
dt
dz

z
u

dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du












  

 
Төмендегі функциялардың дифференциалдарын табайық. 
1-мысал. 323 42 xyyxu  . 

Шешуі. Алдымен дербес туындыларды табайық: 32 43 yx
x
u



 , 

2124 xyy
y
u



 . Сонда:     dyxyydxyxdu 232 12443  . 

2-мысал. 
2yxu  .  

Шешуі. 12 2

 yxy

x
u , xlnyx

y
u y 2

2



 , xlnyxdxxydu yy 22

212   . 

3-мысал. 322 yxyxu  , мұндағы ,12  tx  tty  23  күрделі 
функцияның дифференциалдарын табайық. 

Шешуі. Екі айнымалы күрделі функцияның дифференциалын 
мына формуладан анықтаймыз: 

 

dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du








  
 

Сонда  22 yx
x
u



 , 232 yxy

y
u



 , t

dt
dx 2 , 16  t

dt
dy . 

Осыдан  
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   tyx
dt
du 22 2      



  tttttyxy 23221632

2222  
 

      1633312
2222 



  tttttt . 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
Төмендегі функциялардың дифференциалдарын табыдар. 

1. 32 42 xyy
y
xu  .      2. 

3
 xyu .      3. yxy eeu  sin . 

4. 322 xyxyu  , мұндағы ,ty 12  13 2  tx  күрделі 
функцияның дифференциалын табыңдар. 

5. 32225 xxyyu  , мұндағы ,2 tty  ttx 34 2   күрделі 
функцияның дифференциалын табыңдар. 

6. 22 xyxyu  , мұндағы ,2 tty  23ttx   күрделі 
функцияның дифференциалын табыңдар. 

 
8.12.  Бірінші ретті дифференциалдың инварианттылығы 

 
Көп айнымалы ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның бірінші ретті 

дифференциалы (толық дифференциалы):  
 

m
m

dx
x
u...dx

x
udx

x
udu












 2
2

1
1

. 

 

mx,...,x,x 21  айнымалылары тәуелсіз айнымалы немесе басқа 
аргументке тәуелді функция болса да ол өзінің түрін (пішінін) 
сақтайды. 

Бірінші ретті дифференциалдың инварианттылығы деп 
аталатын мына қасиетті дәлелдейік: функцияның mx,...,x,x 21  
аргументтері kt,...,t,t 21  тәуелсіз айнымаларға тәуелді 
дифференциалданатын функция болғанда да бірінші ретті 
дифференциалдың түрі сақталады. 

),...,,( 21 mxxxfu   функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері 
),...,,( 00

2
0
1 ktttA  нүктеде дифференциалданатын ,( 1tx ii  ),...,2 ktt  

функция болсын, ал ,...,,( 21 xxfu  )mx  функцияның өзі 
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)x,...,x,x(B m
00

2
0
10  нүктеде дифференциалдансын, мұндағы 

m,i),t,...,t,t(x kii 100
2

0
1

0  . Бұл жағдайда ,( 1xfu  ,x2  )..., mx  функция 
kt,...,t,t 21  тәуелсіз айнымаларға тәуелді күрделі функция болады, онда 

8.18-теорема бойынша ,,( 21 xxfu   )..., mx  функция ),...,,( 00
2

0
1 ktttA  

нүктеде дифференциалданады. Олай болса, du  бірінші ретті 
дифференциал мына түрде анықталады: 

            

  k
k

dt
t
u...dt

t
udt

t
udu








 2

2
1

1
,                (8.30) 

 

мұндағы 
it

u

  дербес туындылар (8.24) формуладан анықталады. Осы 

дербес туындыларды (8.30) формулаға қояйық және 
ix

u

  

туындылардың коэффициенттері бойынша жинақтайық:   
 





























 1
11

2

21

1

1
dt

t
x

x
u...

t
x

x
u

t
x

x
udu m

m





























 2
22

2

22

1

1
dt

t
x

x
u...

t
x

x
u

t
x

x
u m

m
 

 





























 k
k

m

mkk
dt

t
x

x
u...

t
x

x
u

t
x

x
u

............

2

2

1

1























k
k

dt
t
x...dt

t
xdt

t
x

x
u 1

2
2

1
1

1

1

1

 

 























 k
k

dt
t
x...dt

t
xdt

t
x

x
u 2

2
2

2
1

1

2

2 .dt
t
x...dt

t
xdt

t
x

x
u

............

k
k

mmm

m






















 2
2

1
1

 

 
Осы теңдіктегі жақша ішіндегі өрнектер ),...,,( 21 kii tttx   

функцияның idx  дифференциалына тең. Сонымен, бірінші ретті 
дифференциалдың инварианттылығы дәлелденді. 

Бірінші ретті дифференциалдың инварианттылығын пайдаланып, 
дифференциалдау ережелерін дәлелдеуге болады:  

 

    constcucducd  , ;  )( vud dvdu  ; 
 

vduudv)vu(d  ; 2v
udvvdu

v
ud 







 , 

 

мұндағы u  мен v  дифференцилданатын функциялар. 
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8.13  Функцияның бағыт бойынша туындысы 
 

Біз тәуелсіз үш айнымалы u ),,( zyxf  функцияны қарастырайық 
және ол үш өлшемді E  кеңістігіндегі  0000 z,y,xA  нүктенің 
маңайында анықталсын әрі осы нүктеде дифференциалдансын. 

 0000 z,y,xA  нүктенің барлық сәулелерін қарастырайық. Әрбір сәуле 
координаттары   cos,cos,osce   болатын бірлік e  векторы 
арқылы анықталады, яғни   cos,cos,osce  , мұндағы  ,,  
бұрыштар e  векторының сәйкес OZOYOX ,,  осьтерімен түзейтін бұ-
рыштар, ал  cos,cos,cos  сандары e  векторының бағыттауыш 
косинустары деп аталады ([11], 2.11-тақырып). 

  00000 Az,y,xA    нүктеден шығатын бір сәулені алайық және e  
векторы сол сәулені анықтасын. Бірлік e  вектормен беттескен 
жоғарыдағы сәуленің бойынан 0A  нүктеден өзге A  нүкте алайық (8.9-

сурет).  


AA0  векторын l  деп белгілейік және AA0 ll   болсын. 

Сонда  ;cos0 lAA   cos;cos ll . Ег-ер A  нүктенің координаттары 

z,y,x  болса, онда  yxx ,0 00 zz,y   сандары 


AA0  векторының 
координаттары болады:  

 

  yxxAA ,00 00 , zzy  . 
 

Тең векторлардың координаттарын теңестіріп, A  нүкте мен || 0


AA  

кесіндінің арасындағы байланысты табамыз: 
                        

    cos0 lxx  , cos0 lyy  , cos0 lzz  .            (8.31) 
 
Осы теңдіктерді u ),,( zyxf  функцияның аргументтеріне 

қояйық: 
  

    fu   cos0 lx  , 0y cosl , 0z cosl .                  (8.32) 
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8.9-сурет 

 
 

Осыдан   cos,cos,osce   бірлік векторы анықталған және 
 0000 z,y,xA  нүктеден өтетін түзуде u ),,( zyxf  функция l -ге тәуелді 

бір айнымалы күрделі функция болатынын көреміз. 
Анықтама. u ),,( zyxf  функциясының  0000 z,y,xA  нүктедегі 
  cos,cos,osce   бірлік векторы арқылы анықталған l  бағыт 

бойынша туындысы деп (8.32) күрделі функциядан 0l  нүктеде l  
айныма бойынша алынған туындыны айтамыз және ол )A(

l
u

0
  

таңбамен белгіленеді: 
 

        .cos)(cos)(cos)()( 0000  A
z
uA

y
uA

x
uA

l
u














   (8.33) 

 
Сонымен,  0000 z,y,xA  нүктеде дифференциалданатын 

u ),,( zyxf  функциясының осы нүктеде кез келген бағыт бойынша 
туындысы бар және ол туынды, біріншіден (8.33) формуладан 

анықталады, ал екіншіден, 0A  нүкте мен 


AA0  векторы арқылы 
анықталады. 

Анықтама. ,(xfu  ), zy  функциясының  0000 z,y,xA  нүктедегі 
градиенті деп координаттары 

 

),( 0A
x
u

  ),( 0A

y
u

  )(, 0A

z
u

  
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сандар болатын векторды айтамыз және ол  0Agradu  (қысқаша 
ugrad ) таңбамен белгіленеді: 

 

  






 )( 00 A
x
uAgradu 


 )( 0A

y
u  








0A
z
г

= 
 

= 

 iA

x
u )( 0 


 jA

y
u )( 0 kA

z
u )( 0


, 
               

    k)A(
z
uj)A(

y
ui)A(

x
u

000 










 ,                    (8.34)                         

 
мұнда  k,j,i  координат осьтері бойындағы бірлік векторлар. 

Аналитикалық геометриядан екі вектордың скаляр көбейтіндісі 
олардың сәйкес координаттарының көбейтінділерінің қосындысына 
тең болатыны бізге белгілі ([11], 2.17-тақырып). 

 

                                                    
 

8.10-сурет 
 
  Сондықтан, ,(xfu  ), zy  функциядан l  бағыт бойынша алынған 

туынды бірлік e  вектор мен (8.34) вектордың скаляр көбейтіндісіне 
тең (8.10-сурет), яғни 

                                    gradu;e
l
u





,                                 (8.35) 
 

мұндағы   cos, gradueugrade  , 1|| e . Осыдан 

 cos|ugrad|

l
u . 

Соңғы теңдіктің сол жағындағы өрнек  0000 ,, zyxA  нүктеде максимум 
мәнді қабылдайды, егер 1cos  болса, яғни gradu  векторы l  



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 162

бағытпен беттессе, бұл жағдайда A  нүктедегі 
l
u

  өрнегі gradu   

векторының модуліне тең: 
 

   AgraduA
l
umax 

 = 

 

     
222
































 A
z
uA

y
uA

x
u .                       (8.36) 

 
Сонымен, ,(xA ), zy  нүктедегі ,(xfu  ), zy  функцияның 

градинетіне мына қасиеттер орындалады: 
1) )A(

l
umax|)A(ugrad|



 ; 

2) егер  Agradu 0  болса, онда  Agradu  векторы бағытымен 
бағыттас болады. 

Анықтама. Егер беттің барлық нүктелерінде функцияның бір 
мәні сақталса, яғни   Czyxf ,, , онда бұл бет беттік деңгей деп 
аталады, constC  , яғни   Czyxf ,,  теңдеуін қанағаттандыратын 
нүктелердің жиыны беттік деңгейді анықтайды. 

Егер анықтамадағы C  тұрақты санның орнына басқа санды алсақ, 
онда біз басқа беттік деңгейді анықтаймыз, осындай беттер беттік 
деңгейлер деп аталады 

  Czyxf ,,  беттік деңгейдің әрбір  0000 ,, zyxA  нүктесіне жанама 
жазықтық жүргізссек, онда жанама жазықтықтың нормаль векторы 

ugrad  векторы болады. Олай болса,  ,,( yxf Cz )  беттік деңгейдің 
әрбір  zyxA ,,  нүктесіндегі  

 

       

















 A
z
uA

y
uA

x
uAgradu ;;  

 
вектор осы бетке ортогонал болады (8.10-тақырып). 

1-мысал.  1,1,20 A  нүктеде 3 yxzu  функцияның  2,3,1 l  
векторы бағыт бойынша алынған туындыны табайық.  

Шешуі.     100 

 AzA

x
u ,    10 


 A

y
u ,      200 


 AxA

z
u . 

 

14491 |l| , 
14
1


|l|

l
cos x , 

14
3


|l|

l
cos y , 

14
2


|l|

lcos z . 
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Осылардан 











  cos)(cos)()( 000 A

y
uA

x
uA

l
u  

 

14
2

14
22

14
31

14
11cos)( 0 




 A
z
u . 

 
2-мысал. zyyxu  22 32  функциясының  0,2,10A  нүктеден 

 1,3,2A  нүктеге бағытталған бағыт бойынша 0A  нүктедегі туындысын 
есептейік. 

Шешуі. 0A  нүктедегі функцияның дербес туындыларының 
мәндерін есептейік: 

 

    84 00 

 AxyA

x
u ,      1062 0

2
0 


 AyxA

y
u ,   10 


 A

z
u , 

 

  3,1;1;10 


lAAl , ,
3

1cos   ,
3

1cos   
3

1cos  . 

 
Сонда 

 
3

1
3

1
3

110
3

180 

 A

l
u . 

 
3-мысал. xyzzyxu 3222   функцияның  1,2,10A  нүктедегі 

градиентін, градиенттің модулін және градинет қай нүктеде OX  осіне 
перпендикуляр, қай нүктеде нөлге тең болатынын есептейік. 

Шешуі. 0A  нүктедегі дербес туындылардың мәндерін есептейік: 
 

  yzxA
x
u 32 

 ,    xzyA

y
u 32 

 ,   yxzA

z
u 32 

 , 

 

  40 

 A

x
u ,    10 


 A

y
u ,   40 


 A

z
u . 

 
(8.34) формуладан: 
 

   4;1;4440  kjiAgradu ,   33161160 Agradu . 
 
ОХ осіне перпендикуляр вектордың бірінші координаты нөлге 

тең, яғни   
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  0

 A

x
u , 032  yzx , yzx

2
3

 . 
 

Сонымен, yzx
2
3

  бетіне тиісті кез келген  yxA ,  нүктедегі 

 Agradu  векторы  ОХ  осіне перпендикуляр болады. 
Енді   0Agradu  теңдеуін шешейік, яғни 032  yzx , 032  xzy , 

032  yxz  теңдеулер жүйесін шешу керек. Жүйенің шешімдері мына 
нүктелер: 

 

 0001 ,,A , 







3
2

3
2

3
2

2 ,,A , 





 

3
2

3
2

3
2

3 ,,A , 





 

3
2

3
2

3
2

4 ,,A , 





 

3
2

3
2

3
2

5 ,,A  

 
болады. Осы нүктелердің координаттары 0ugrad  теңдеуін 
қанағаттандырады. 

4-мысал. 
3

8
222 


zyx

u  функция  z,y,xA  нүктеден  1210 ,,A  , 

нүктеге өткенде қандай ең үлкен жылдамдықпен өседі? 
Шешуі. Ең үлкен жылдамдықпен өсетінін табу үшін (8.36) 

формуланы пайдаланамыз, кез келген  z,y,xA  нүктедегі 
 

 2222 3

16









zyx

x
x
u , 

 2222 3

16









zyx

y
y
u , 

 
.

zyx

z
z
u

2222 3

16







  

 
A  нүктедегі функцияның градиентін (8.34) формуладан 

анықтаймыз: 

  .kzjyix
zyx

)A(ugrad 





3
16

222  

 

Осыдан: kji)A(ugrad
81
16

81
32

81
16

0  .  z,y,xA  нүктеден  1210 ,,A   

нүктеге өткенде функцияның ең үлкен жылдамдықпен өтетін 
жылдамдығын (8.36) формуладан есептейміз: 





 AAlAugard

l
u

00 ,
81

616|)(|max , мұндағы .AAl


 0  

 



Жоғары математика курсы 
 

 165

Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. );;(A 1120   нүктеде 4 xyzu  функцияның  412  ,,l  

векторының бағыты бойынша алынған туындыны табыңдар. 
2. xyzzyxxyu  22  функцияның  1210 ,,A  нүктедегі 

градиентін, градиенттің модулін және градиент қай нүктеде OX  осіне 
перпендикуляр, қай нүктеде нөлге тең болатынын есептеңдер. 

3. 
1

2
22 


yzxxy

u  функция  z,y,xA  нүктеден  1210 ,,A   

нүктеге өткенде қандай ең үлкен жылдамдықпен өседі? 
4. xyzzyxxyu  22 22  функциясының  0210 ,,A  нүктеден 

 132 ,,A   нүктеге бағытталған бағыт бойынша 0A  нүктедегі туындысын 
есептеңдер. 

 
8.14.  Жоғарғы ретті дербес туындылар 

 
Бізге  A   жиынында анықталған u ),...,,( 21 mxxxf  функциясы 

берілсін және A  нүктенің маңайындағы барлық нүктелерде 
функцияның ix  аргументі бойынша алынған 

ix
u


  дербес туындысы 

(бірінші ретті дербес туындысы деп те аталады) бар болсын. Бірінші 
ретті 

ix
u


  дербес туындының өзі mxxx ,...,, 21  тәуелсіз айнымалыларға 

тәуелді функция болады. Егер A  нүктеде 
ix

u

  функцияның kx  

аргумент бойынша дербес туындысы бар болса, онда ол туынды          
u ),...,,( 21 mxxxf  функциядан Aнүктеде ix  және kx  аргументтер 
бойынша алынған екінші ретті дербес туынды деп аталады әрі ол 
мына таңбалардың бірімен белгіленеді:  

 

       ,,,
2

2
2

A
xx
fAuA

xx
u

ik
xx

ik
ik 




    Af
ik xx

2  

 

және былай анықталады:    A
xx

uA
x
u

x ikik 














 2

, мұнда функциядан ix  

аргумент бойынша, содан соң kx  аргумент бойынша туынды 
алынады. Егер, мұндағы ki   болса, онда жоғарыдағы екінші ретті 
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дербес туынды екінші ретті аралас дербес туынды деп аталады. 
Егер ki   болса, онда ол екінші ретті дербес туынды деп аталады 
және ол былай белгіленеді: 

 

 A
x
u

i
2

2




,    Au
ii xx

2 ,   A
x

f

i
2

2




,    Af
ii xx

2 . 

 

Осы сияқты, екінші ретті дербес туындыдан алынған туынды 
үшінші  ретті  дербес  туынды  деп аталады,  т.с.с.  Егер A  нүктеде  
u ),...,,( 21 mxxxf  функцияның 

1ix ,
2ix ,…,

1nix аргументтері бойынша 
алынған 1n  ретті дербес туындысы бар болсын. Осы  1n  ретті 
дербес туындыдан A  нүктеде 

nix  аргумент бойынша туынды бар 
болса, онда ол туынды n  ретті дербес туынды деп аталады және ол 

11
... iii

n

xxx
u

nn






 таңбамен белгіленеді әрі ол былай анықталады: 
 

1111
......

1

iii

n

ii

n

i xxx
u

xx
u

x
nnnn

























 

 
Егер  ni,...,i,i 21  индекстерінің бәрі тең болмаса, онда ол n  ретті 

аралас дербес туынды деп аталады, ал егер индекстердің бәрі тең 
болса, яғни ni...ii  21 , онда n  ретті дербес туынды былай 
белгіленеді: 

n
i

n

n
i

n

i x
u

x
u

x
111

1

1

























. 

 
Егер nmm i...i,i...ii  121  болса, онда n  ретті дербес туынды 

мына түрде таңбаланады: 
 

nlm
xx
u

xx l
i

m
i

n

l
i

m
i

lm

mm














,
1111

. 

 

Анықтама. Егер ),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүктеде ,,( 21 xxfu  )..., mx  

функцияның 1n  ретті барлық дербес туындылары 
дифференциалданса, онда функция осы нүктеде n  рет 
дифференциалданады деп аталады. 
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Осы анықтамадан, егер ,,( 21 xxfu  )..., mx  функциясы 0A  нүктеде 
n  рет дифференциалданса, онда 1n  болғанда функцияның 0A  
нүктедегі кез келген бірінші ретті дербес туындылары 1n  рет 
дифференциалданады, ал егер 2n  болғанда, онда оның кез келген 
екінші ретті дербес туындысы осы нүктеде 2n  рет 
дифференциалданады. 

Жоғарыдағы анықтамадан және 8.17-теоремадан функцияның n  
рет дифференциалдануының жеткілікті белгісін дәлелдеуге болады. 

8.19-теорема. ),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүктеде ,...,,( 21 xxfu  )mx  функция 

n  рет дифференциалдануы үшін, фукнцияның барлық n  ретті дербес 
туындылары осы нүктеде үзіліссіз болуы жеткілікті. 

Дәлелдеуін оқырмандарға ұсынамыз. 
8.20-теорема. Егер   0000 Ay,xA   нүктеде yxfu ,( )  функция екі 

рет дифференциалданса, онда осы нүктеде  2
xyf  және  2

yxf  дербес 
туындылары тең, яғни 

 

   0
2 Af xy

  0
2 Af yx . 

 
Дәлелдеу. ),( yxfu   функциясы  000 y,xA  нүктеде екі рет 

дифференциалданатын болғандықтан  y,xf x  және  y,xf y  дербес 
туындылары бар және олар 0A  нүктенің   маңайында анықталған әрі 
олар осы нүктеде дифференциалданатын функциялар. 

Мына өрнекті қарастырайық: 
 

 ),(),(),( 000000 hyxfyhxfhyhxf                                                                                                       
                     

   ,),( 00  yxf                                          (8.35) 
 
мұндағы h  санын )hy,hx(A  000  нүкте 0A  нүктенің   маңайына 
тиісті болатындай өте аз сан етіп аламыз. (8.35) формуладағы   
өрнекті  hx,x 00  сегментте дифференциалданатын x -ке тәуелді бір 
айнымалы   x   hyxf 0,  0, yxf  функцияның 

   00 xhx   өсімшесі ретінде қарастыруға болады. 
Сондықтан, Лагранж формуласы ([1]. (3.10) формула) бойынша (8.35) 
формуланы мына түрде жазайық: 
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        hy,hxfhy,hxfhhxФ xx 0000  
 

      0000 y,xfhy,hxf xx  
                                    

            hy,xfy,hxf xx 0000  ,                     (8.36) 
 
мұндағы ),( 10 ,  y,xf x  дербес туынды 0A  нүктеде 
дифференциалданатын болғандықтан: 

 

 ),(),( 00
'

00
' yxfhyhxf xx   

 

    hyxf xx 00
2 ,    ,, 1100

2 hhhyxf xx    
 

,),(),(),( 200
)2(

00
'

00
' hhyxfyxfyhxf xxxx    

 
мұндағы 121  ,,  шексіз аз функциялар, егер 0h . Осы өрнектерді 
(8.36) формулаға қояйық: 

 
  2

xxfФ     hy,x 00
    hhhy,xf x 1100
2  

 

       hyxfhhyxf xyxx ),([]),( 00
)2(

00
)2(                                   

                          

    ,]),([] 2
00

)2(
211 hyxfhhhh xy                  (8.37) 

 

мұндағы  211  шексіз аз функциялар, егер 0h . 
Осылайша, (8.35) формуладағы   өрнекті  hy,y 00  сегментте 

дифференциалданатын  ),()( 0 yhxfy ),( 0 yxf  ( y -ке тәуелді 
функция) функцияның  0(y )() 0yh   өсімшесі ретінде 
қарастыруға болады. Жоғарыдағыдай, Лагранж формуласын және 

 y,xf y  функциясының 0A  нүктеде дифференциалданатынын 
пайдаланып,   өрнек үшін мына теңдікті аламыз: 

                                           

     Ф=    2
00

2 ),( hyxf yx  ,                                 (8.38) 
 
мұндағы   шексіз аз функция, егер 0h  (8.37) мен (8.38) 
теңдіктердің оң жағын теңестіріп, ),( 00

)2( yxf xy ),( 00
)2( yxf yx  

теңдігін аламыз, мұндағы   мен    шексіз аз функциялар 
болғандықтан, осыдан дәлелдеу керек теңдікті аламыз. Теорема 
дәлелденді. 
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8.21-теорема. Егер  000 y,xA  нүктенің кейбір маңайында 
),( yxfu   фунцияның xf , yf  ,  2

xyf ,  2
yxf  дербес туындылары бар болса 

және  2
xyf  мен  2

yxf    дербес туындылары осы нүктеде үзіліссіз болса, 
онда    00

2 , yxf xy
  00
2 y,xf yx  теңдігі орындалады. 

Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін (8.35) теңдікті пайдаланайық. 
Біріншіден, (8.36) теңдіктегі  hy,hx(f)hy,hx(f '

xx 0000   өрнек 
 y,xf x  функцияның  hy,hx  00  және 00 y,hx(   нүктелердегі 

айырымы. Сондықтан, осы айырымға  hy,y 00  сегментте Лагранж 
формуласын y  айнымалыға қолданайық:     2

100
2 hhy,hxf xy  , 

 101 , , мұндағы  2
xyf  функциясы )y,x(A 000  нүктеде үзіліссіз 

болғандықтан, соңғы теңдіктен        2
00

2 hhy,xf xy   теңдігін 
аламыз, мұндағы 0 )h( , егер 0h . Екіншіден, (8.36) теңдіктегі 
 hyhxfhyhxf xx 00

'
00 ,(),(    өрнек  y,xf y  функциясының 

 hyhx 200 ,   және ),( 200 hyx   нүктелердегі айырымы. Осы 
айырымға  hx,x 00  сегментте Лагранж формуласын x  айнымалыға 
қолданайық әрі  2

yxf  функциясының  000 y,xA  нүктеде үзіліссіздігін 
пайдаланайық, сонда: 

 

Ф=    2
00

2 ),( hyxf yx  , 0 )h( , егер 0h . 
 
Соңғы екі теңдікті теңестіріп, дәлелдеу керек теңдікті аламыз, 

себебі  
  0 h ,   0 h ,  егер 0h . 

 
Енді функцияның кез келген дербес туындысы, оны айнымалы 

бойынша дифференциалдау кезегіне тәуелсіздігін тұжырымдайтын 
теореманы келтірейік. 

8.22-теорема. Егер u ),...,,( 21 mxxxf  функция )x,...,x,x(A m
00

2
0
10  

нүктеде n -рет дифференциалданса, онда осы нүктеде функцияның 
барлық n  ретті аралас туындылары функцияны дифференциалдау 
кезегіне тәуелсіз. 

Теореманың дәлелдеуін оқырмандарға ұсынамыз. 
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1-мысал.  











0,0,0

,0,2
,

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf  функцияның  0,0O  нүктеде 

  yxf xy ,2  дербес туындысы бар ма? 
Шешуі. 022  yx  теңсіздікті қанағаттандыратын жиында '

xf  
дербес туындыны табайық:    

 
 
 

 
 

.242
222

22

222

222
'

yx

xyy

yx

yxyxyf x








  

 
Енді дербес туындының анықтамасын пайдаланып,  0,0O  

нүктеде ),(f '
x 00  туындыны есептейік: 

 

0000000
00









 x

lim
x

),(f),x(flim),(f
xx

'
x , 

 






 y

fyff xx
yxy

)0,0(),0(lim)0,0(
''

0

)2(

 
 

 20

4

3

0

1lim2

2

lim
yy

y
y

yy 







. 

 
Соңғы шек жоқ, сондықтан  0,0O  нүктеде ),( yxfu   

функцияның  2
xyf   дербес туындысы да жоқ. 

2-мысал.   0,02
xyf =   0,02

yxf  теңдігі орындала ма, егер 
 

 













0,0,0

,0,,
22

22

33

yx

yx
yx
xyyx

yxf  

 
Шешуі. 022  yx  жиынында функцияның бірінші дербес 

туындыларын табайық:             
 

    
 





 222

332232
' 23),(

yx

xyyxxyxyyxyxf x
 

 
,

yx

yx
yx
yxy

222

32

22

22 4





  

 

    
 





 222

332223
' 23),(

yx

xyyxyyxxyxyxf y
 

 
.

yx

yx
yx
yxx

222

23

22

22 4





  
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Енді 00  y,x  нүктеде  0,0xf  ,  0,0yf   дербес  туындылардың 
мәндерін туындының анықтамасын пайдаланып есептейік: 

 

      00lim0,00,lim0,0
00









 xx

fxff
xxx , 

 

      00lim0,0,0lim0,0
00









 yy

fyff
yyy . 

 
Дербес туындылардың  0,0O  нүктедегі мәндерін ескеріп, осы 

нүктедегі аралас туындыларын есептейік: 
 

      

 
   

 
,1limlim

0,0,0lim0,0

3

3

0

2

3

0

0

2























y
y

y
y
y

y
fyff

yy

xx
yxy

 

 

      

 
   

 
.1limlim

0,00,
lim0,0

3

3

0

2

3

0

0

2






















x
x

x
x
x

x
fxf

f

xx

y

xyx

 

 

Сонымен,  0,0O  нүктеде   0,02
xyf    0,02

yxf  теңсіздік 
орындалады. Бұл мысалда, екінші ретті аралас туынды  0,0O  нүктеде 
үзілісті, яғни осы нүктеде функцияның дифференциалдануының 
жеткілікті шарты орындалмайды. Шынында да, 022  yx  жиынында 

 

  0,02
xyf =   

  



















 222

22

22

22
2 810,0

yx

yx
yx
yxf yx . 

 

Енді n  болғанда  0,0O  нүктеге ұмтылатын 
















nn
aAn

1;  

нүктелер тізбегін қарастырайық:             
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   


0,0lim 2
xyn

f    


0,0lim 2
yxn

f  2

22

2

22

2

22

2

22

2

1

18

1
1

1

lim


















nn
a

nn
a

nn
a

nn
a

n
= 

 

= 














 1
81

1
1lim 2

2

2

2

a
a

a
a

n 














1
81

1
1

2

2

2

2

a
a

a
a . 

 
Демек,  0,0O  нүктеде аралас туынды үзілісті. 

3-мысал. 
2yxu   функция үшін 

xy
u

yx
u







 22
 теңдігі 

орындалатынын тексер. 
Шешуі. Біріншіден, u  функциядан x  бойынша туынды алайық, 

яғни онда consty  :   12 2 

 yxy

x
u . Екіншіден, 

x
u



x
u

  функциядан y  

бойынша туынды алайық, яғни constx  :  
 




 1
2 2

2 yyx
xy

u 11312 222
2ln22ln   yyy yxxxyyxxy .  

 
Енді u  функциядан y  бойынша дербес туынды алайық, яғни 

constx  :   

xyxyxx
y
u yy ln22ln

22





. 

 

Соңғы 
y
u

  функциядан x  бойынша дербес туынды алайық, яғни 

consty  :   
 

)( consty  .2ln21ln2 11312
2 2222  






 


 yyyy yxxxy

x
xxxyy

yx
u  

 
Демек, аралас туындылар өздерінің анықталу жиынында ),,0( x  

),( y  өзара тең. 
4-мысал. Егер ),( yxfu   функция D  дөңес облыста 

дифференциалданса және оның ),( yxf x ),(, yxf y  дербес туындылары 
осы облыста шектелсе, онда функция осы облыста бірқалыпты 
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үзіліссіз болатынын дәлелдейік ( D  облыс дөңес деп аталады, егер 
оның кез келген 1A  және 2A  нүктелерін қосатын кесінді толығымен 
осы облысқа тиісті болса, мысалы, жазықтықтағы дөңгелек, 
тіктөртбұрыш дөңес облыс болады). 

Дәлелдеу. Есептің шарты бойынша D  облыста |),(| ' yxf x C , 
|),(| ' yxf y C  теңдіктері орындалсын, мұндағы 0C . Кез келген 0  

санын алайық және 
C2


  болсын. ),( 111 yxA  және ),( 222 yxA  нүктелері 

D  дөңес облыстың кез келген нүктелері болсын және    21 A,A  
теңсіздігі орындалсын. 1A  мен 2A  нүктелерін қосатын кесінді 
толығымен D  облыста жататын болғандықтан,    21 AfAf   
айырымға Лагранж формуласын қолдануға болады: 

 
         212121 yyNfxxNfAfAf yx  . 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар:  
1. Екінші ретті дербес аралас туындылардың тең болу шарты. 

2. Мына функцияның   











0,0,0

,03,
3

3
,

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf  ),(O 00  нүктеде 

  yxf xy ,2  дербес туындысы бар ма? 
 
8.15.   Жоғарғы ретті дифференциалдар 

 
Жоғарыда функцияның дифференциалын (бірінші ретті 

дифференциалы деп те аталады) du  таңбамен белгіледік, енді 
қолайлы болу үшін оны u  таңбамен де белгілейтін боламыз, 
мысалы, dz

z
udy

y
udx

x
udu












  дифференциалын u  

z
z
uy

y
ux

x
u 












  таңбамен белгілейміз және оны да функцияның 

бірінші ретті дифференциалы (толық дифференциалы немесе 
дифференциалы) дейміз. 

Бізге ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның ),...,,( 21 mxxxA  нүктедегі 
дифференциалы берілсін, ескі белгілеу бойынша: 

                 

      .dx
x
udx

x
u...dx

x
udx

x
udu

m

k
k

k
m

m

 















1

2
2

1
1

            (8.39)                                                                            
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(8.39) формуланың оң жағындағы өрнек, mx,...,x,x 21  
аргументтерге тәуелді және ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде 
дифференциалданатын функция болсын. Бұл ұйғарым орындалу үшін 

),...,,( 21 mxxxfu   функция ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде екі рет 
дифференциалдануы жеткілікті, ал mx,...,x,x 21  аргументтер: не 
тәуелсіз айнымалы, не kt,...,t,t 21  тәуелсіз айнымалар бойынша екі рет 
дифференциалданатын функциялар болуы керек. Онда екі айнымалы 

),( yxfu   функция үшін (8.39) формуладан мына өрнекті 
қарастырайық:  

 






































 dy
y
udx

x
udy

y
udx

x
udu  )(  

 
































 dyy
y
ux

yx
udxy

xy
ux

x
u  2

222

2

2
 

 

  ydy
y
uydxxdy

yx
uxdx

x
u  2

22

2

2
)











 .  

 

Демек, ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде 
mx
u,...,

x
u,

x
u










21
 дербес туындылар 

үзіліссіз болғандықтан (8.17-теорема), ),...,,( 21 mxxxfu   функция да 
осы нүктеде үзіліссіз болады. Сондықтан, ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде 
функцияның бірінші du  дифференциалы бар, ал функция осы нүктеде 
екі рет дифференциалданатын болғандықтан (8.17-теорема, 8.14-
тақырыптағы анықтама және 8.19-8.22 теоремалар), 

mx
u,...,

x
u,

x
u










21
 дербес туындылар осы нүктеде дифференциалданады. 

Олай болса, du  дифференциалы mx,...,x,x 21  аргументтер бойынша 
дифференциалданады. 

Анықтама. mm dxx,...,dxx,dxx  2211  орындалғанда (8.39) 
бірінші дифференциалдан алынған )(du  дифференциалдың 

),...,,( 21 mxxxA  нүктедегі мәні функцияның осы нүктедегі екінші ретті 
дифференциалы деп аталады және ол ud 2  таңбамен белгіленеді. 

 

.)}({
.........1

2

11
.........
11

mmmdxmx

dxx

dxx

dxx

m

k
k

k
dx

x
uduud



 


















 













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Функцияның n -дифференциалын индуктивті жолмен анықтауға 
болады. Функцияның n  ретті дифференциалының анықтамасын 
келтірейік, ол үшін ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның 1n  ретті 
дифференциалы анықталсын әрі ол ud n 1  таңбамен белгіленсін және 
функция ),...,,( 21 mxxxA  айнымалы, не kt,...,t,t 21  тәуелсіз айнымалылар 
бойынша n  рет дифференциалданатын функция болсын. 

Анықтама. mm dxx,...,dxx,dxx  2211  орындалғанда ud n 1  
дифференциалдан алынған )( 1ud n  дифференциалдың ),...,,( 21 mxxxA  
нүктедегі мәні функцияның осы нүктедегі n  ретті дифференциалы 
(қысқаша, n -дифференциалы) деп аталады және ол ud n  таңбамен 
белгіленеді: 

  .udud
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
11
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Функцияның бірінші дифференциалынан екінші 
дифференциалын, ал екінші дифференциалынан үшінші 
дифференциалын, т.с.с. табамыз. Функцияның дифференциалдарын 
есептеу үшін алдымен негізгі екі жағдайды ажыратып алу керек: 

1) функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері тәуелсіз; 
2) функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері kt,...,t,t 21  тәуелсіз 

айнымалары бойынша сәйкесінше ретті дифференциалданатын 
функциялар. 

Алдымен 1-жағдайды қарастырайық, яғни ,( 1xfu  ),...,2 mxx  
функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері тәуелсіз айнымалар болсын, 
онда mdx,...,dx,dx 21  дифференциалдары mx,...,x,x 21  айнымаларға 
тәуелсіз болады. 

Кез келген ),...,,( 21 mxxxA  нүктедегі әрбір kdx  дифференциалды 
бір kx  өсімшеге ғана тең деп алуға болады, онда: 
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теңдігі орындалады. Осы теңдіктен және дифференциалдау 
ережелерден (8.12-тақырып) ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде екі рет 
дифференциалданатын u ),...,,( 21 mxxxf  функция үшін төмендегі 
теңдіктер орындалады: 
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Сонымен, егер функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері тәуелсіз 

айнымалар болса, онда ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде екі рет 
дифференциалданатын u ),...,,( 21 mxxxf  функция үшін 

 

    
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uud

1 1

2
2                              (8.41) 

 
теңдігі орындалады, мұнда біз екі рет дифференциалданатын 
функцияның аралас екінші туындысы диффернциалдау кезегіне 
тәуелсіз болатындығын ескердік. 

Осы курстың ІІ томында, kt,...,t,t 21  айнымаларға тәуелді m  
айнымалы функция  

 
 


m

i

m

k
kiik tta

1 1
 

 
квадрат пішін (форма) деп аталады, мұндағы ika  нақты сандар 
(коэффициенттер) және ол симметриялы деп аталады, егер kiik aa   
болса, ,,1 mi   mk ,1 . 

Демек, егер ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның mx,...,x,x 21  
аргументтері тәуелсіз айнымалар болса, ал ),...,,( 21 mxxxA  нүктеде 
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функция екі рет дифференциалданса, онда A  нүктеде екінші 
дифференциал mdx,...,dx,dx 21  айнымаларға тәуелді симметриялы 
квадрат пішін арқылы анықталады, ал оның коэффициенттері сәйкес 
A  нүктедегі екінші ретті дербес туындыларға тең. 

(8.30) бен (8.41) формулалар символды түрде былай белгіленеді 
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Онда (8.41) формуланы мына түрде жазуға болады 

                    

      .u
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                   (8.42) 

 
Екі айнымалы функция үшін жоғарыдағы анықтаманы мына 

түрде келтіруге болады: ),( 000 yxA  нүктедегі функцияның екінші 
ретті дифференциалы (қысқаша, екінші дифференциалы) деп осы 
нүктеде du  дифференциалдан алынған дифференциалды айтамыз 
және оны есептегенде ол мына шарттарды қанағаттандыруы керек: 

а) du  дифференциалын тәуелсіз y,x  айнымалыларға тәуелді 
функция деп қарастырамыз, яғни du  дифференциалын есептегенде dx  
пен dy -ті тұрақты көбейткіш ретінде қарастырамыз: 

ә) ),( yxA
x
u

  пен ),( yxA

y
u

  функциялардан дифференциал табу 

үшін тәуелсіз x  пен y  айнымалардың өсімшелерін du  
дифференциалды есептегендегі өсімшелерге тең етіп аламыз, яғни ол 
өсімшелер dx  пен dy -ке тең. 

Осы анықтамадан функцияның ),( 000 yxA  нүктедегі екінші 
дифференциалы мына түрде анықталады: 
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мұндағы     2222 , dydydxdx  . 
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Математикалық индукция әдісін пайдаланып, ,( 11 xA ),...,2 mxx  
нүктеде n  рет дифференциалданатын ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның 

mx,...,x,x 21  аргументтері тәуелсіз болса, онда оның n -
дифференциалын мына формуладан анықтаймыз: 
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ал оның символдық түрі былай жазылады: 
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Енді 2-жағдайды қарастырайық, яғни ),...,,( 21 mxxxfu   

функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері kt,...,t,t 21  тәуелсіз айнымалар 
бойынша ,,( 211 xxA  )..., mx  нүктеде екі рет дифференциалдансын. Бұл 
жағдайда функцияның екінші дифференциалының жазылуы бірінші 
жағдайдағыдай емес басқаша болады. Шынында да, 1-жағдайдағы 
(8.40) формуланы осы жағдай үшін жазайық: 
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kxu   функцияның екінші дифференциалының анықтамасы 
бойынша мына теңдікті аламыз: 

 

  mkxddx kk
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Осы теңдікті пайдаланып, функцияның екінші дифференциалын 
мына түрде жазуға болады: 
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Енді   функцияның   (8.39)  бірінші  дифференциалын  (8.44)  

екінші дифференциалымен салыстырсақ, онда екінші дифференциал 
инвариантты бола алмайтынын көреміз. Сондықтан, функцияның 
басқа дифференциалдары инвариантты бола алмайды. 

Дегенмен, кейбір жағдайларда (2-жағдай үшін) функцияның n -
дифференциалының (8.43) символдық түрі сақталады: егер 

),...,,( 211 mxxxA  нүктеде ),...,,( 21 mxxxfu   функция n -рет 
дифференциалданса, ал оның mx,...,x,x 21  аргументтері kt,...,t,t 21  
тәуелсіз айнымалылар арқылы сызықты тәуелсіз болса, яғни  

mktatataax kikiiii ,1,...22110  , онда функцияның осы 
нүктедегі n  дифференциалы үшін (1.43) символдық түрі сақталады. 
Бұл жағдайда ix  функцияның n -дифференциалын мына формуладан 
анықтаймыз: 
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Екі айнымалы ),( yxfu   функция үшін математикалық индукция 

әдісті пайдаланып төмендегі теңдіктерді дәлелдеуге болады: 
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Мысал. Төмендегі функциялардың бірінші және екінші 
дифференциалдарын табайық: 

1)  22 yxfu  ; 
2) yxyxfu   ,),,( ; 
3) 32 ,,),,,( tztytxzyxfu  . 
Шешімі. 1)  22 yxfu   функцияны күрделі функция деп 

дифференциалдайық: 
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ud 2  өрнектің оң жағына қояйық, сонда 
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2) ),( fu   функцияның аргументтері x  пен y -ке тәуелді 

сызықты функция болғандықтан, оның екінші дифференциалының 
символық түрі сақталады. Сондықтан оның екінші дифференциалын 
мына формуладан есептейміз: 

 

 dfdfdu '
y

'
x . 

 

222222 2  dfddfdfud )(
yy

)(
xy

)(
xx , 

 

    dydxdyyxdxyx)yx(dd '
y

'
x  , 

 

    dydxdyyxdxyx)yx(dd '
y

'
x  . 

 

Сонда: 
 

    222222 2 dydxfdydxfud )(
xy

)(
xx  22 dydxf )(

yy  . 
 
3) Бірінші және екінші дифференциалдарын мына формуладан 

анықтаймыз: 
dzfdyfdxfdu zyx

'''  , 
 














 dxdz
zx
fdxdy

yx
fdx

x
fud

22
2

2

2
2 22 




 dydz
zy
f2

2  
 









 2
2

2
2

2

2
dz

z
fdy

y
f zd

z
fyd

y
fxd

x
f 222










 , 

 

мұндағы  dt
t
zdz,dt

t
ydy,dt

t
xdx












 . Сонда:   
 

dttftdtfdtfdu '
z

'
y

'
x

232  , 
 

 22222222 64 dttftdtfdtfud )(
xz

)(
yy

)(
xx  

 

242222232 9412 dttfdttfdttf )(
zz

)(
yy

)(
yz  . 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 182

Сұрақтар мен тапсырмалар: 
Төмендегі функциялардың бірінші және екінші 

дифференциалдарын табыңдар: 
1.  22 3yxfu  ; 
2. tztytxzyxfu  ,,),,,( 32 .  

3.  
y
xzsinu  tz,ty,tx,  32 .  

4. xyzsinu 2 22 tz,ty,tx,  .  
 

8.16.   Тейлор формуласы 
 

Нүктенің маңайында көп айнымалы функцияның 1n  ретке 
дейінгі барлық дербес туындылары үзіліссіз болса, онда функцияны 
бір айнымалы функция сияқты көпмүшелікке жіктеуге болады. 

),...,,( 21 mxxxfu   функцияның ),...,,( 211 mxxxA  нүктедегі n -
дифференциалын A

n |ud  таңбамен белгілейік. 
8.23-теорема. ),...,,( 21 mxxxfu   функция ),...,,( 00

2
0
10 mxxxA   нүктенің 

кейбір   маңайында анықталсын және ол осы маңайда )n(n 01   рет 
дифференциалдансын, онда функцияның ),...,,( 21 mxxxA  нүктедегі 

)()( 0AfAfu   толық өсімшесін мына түрде жазуға болады: 
 

N
n

A
n

AA ud
n

ud
n

udduu |
)!1(

1|
!

1...|
!2

1| 12
000




 ,           (8.45) 

 
мұндағы N  нүкте 0A  нүктенің   маңайындағы нүкте, ал idx  өрнек ix  
айнымалының дифференциалы және ол 0

iii xxx   өсімшеге тең, 

N
k

A
k |ud,|ud 1

0
  өрнектері idx  дифференциалдары арқылы өрнектеледі. 

(8.45) формула ),...,,( 21 mxxxfu   функцияның 0A  нүктедегі Лагранж 
ұсынған қалдық мүше түріндегі Тейлор (қысқаша, Лагранж 
түрдегі Тейлор) формуласы деп аталады, ал  

 

),(|
)!1(

1 1 yxrud
n N

n 


  
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мүше Лагранж ұсынған қалдық мүше деп аталады. ),( yxfu   екі 
айнымалы үшін (8.45) Тейлор формуласы мына түрде жазылады 
(жіктелінеді): 

 ),(),( 0000 yxfyyxxfu  
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


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

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2
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2
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
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
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2
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2 ),( y
y

yxf  
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


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







 ...),(
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1
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3

yxf
y

y
x

x 











 ),(

!
1

00 yxf
y

y
x

x
n

n

 
 

),(
)!1(

1
00

1

yyxxf
y

y
x

x
n

n




















 , 

 

мұндағы );( 10 , 0
20

0
10 yy,xx  . 

Дәлелдеу. )y,x(A 000  нүктенің   маңайынан ,xx(N 0 )yy 0  
нүктені алып, осы екі нүктені түзу сызықпен қосайық. Сонда, осы 
түзудің бойындағы кез келген нүктенің координаттары жаңа t  
айнымалыға тәуелді сызықты функция болады: 

                               

        ytyy,xtxx  00                         (8.46) 
 

және 0NA  кесіндідегі кез келген нүктеге ];[ 10  сегменттен t  
айнымалының мәні сәйкес келеді. 0t  мәнге 0NA  кесіндідегі N  
нүкте, ал 1t  мәнге 0A  нүкте сәйкес келеді. Теореманың шарты 
бойынша )y,x(fu   функция 0A  нүктенің   маңайында 1n  рет 
дифференциалданатын болғандықтан, ол 0NA  кесіндінің бойында t  
айнымалыға тәуелді күрделі функция болады әрі ];[ 10  сегментте 
берілген осы функцияны )t(F  деп белгілейік, яғни )(tF  

,( 0 xtxf  )yty 0 , онда: 
 

]1;0[),0()(),(),( 0000  tFtFyxfytyxtxfu , 
    

   n
n

t
n

FtFtFFtF
!

)0(...
!2

)0('')0(')0()( 2 .
)!1(

)0( 1
)1(





n

n
t

n
F    (8.47)                     
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Енді )(tF  функцияның n  ретті туындыларын ),( yxf  
функциясының туындылары арқылы өрнектейік және (8.47) 
функцияның Тейлор формуласын алайық. Ол үшін (8.46) формуланы 

),( yxf  функцияға қойып, күрделі функцияны қарастырайық және 
(8.29) формуланы пайдаланып, бір аргументке тәуелді )(tF  күрделі 
функцияның туындыларын табамыз, мұнда (8.46) формуладағы функ-
цияның сызықты функция болатындығын көреміз (8.15-тақырып): 

 














 x
x

ytyxtxf
dt
dy

y
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dt
dx

x
ftF ),()(' 00  

 

y
y

ytyxtxf






),( 00 , 
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

 yx
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ytyxtxfx
x

ytyxtxftF ),(2),()('' 00
2

2
2
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



 2

2
00

2 ),( y
y

ytyxtxf  ytyxtxf
y

y
x

x 














 00

2

, . 

 
Математикалық индукция әдісті пайдаланып: 

 

 ytyxtxf
y

y
x

xtF
n

n 














 00
)( ,)(  

 

теңдікті дәлелдеуге болады. Осыдан, 0t  болғанда: 
 
 










 y
y

yxfx
x

yxfF ),(),()0(' 0000 ),( 00 yxf
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y
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yxf
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y
x
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













 , 

…  …  …  … 

       ).,()0( 00
)( yxf

y
y

x
xF

n
n
















                         (8.48) 
 

Осылайша жалғастырып және t  айнымалыны t -ға 
алмастырайық, сонда 

                    

    ),()( 00

1
)1( ytyxtxf

y
y

x
xtF

n
n 


















  .           (8.49) 
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Енді (8.48), (8.49) формулаларды (8.47) формулаға қойып, ондағы 
1t  деп алсақ дәлелдеу керек теңдікті аламыз: 

 








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



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
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yxf
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x
k

FFu
1

00 ),(
!
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1
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1






















 yyxxf
y

y
x

x
n

n

. 

 
Теорема дәлелденді. 
Біз жоғарыда Лагранж түрдегі Тейлор формуласымен таныстық, 

осы сияқты Пеано ұсынған және интеграл түрдегі Тейлор 
формулалары бар. Енді осы формулаларды атап өтейік. 

8.24-теорема. Егер ),...,,( 21 mxxxfu   функция ,( 0
10 xA ),..., 00

2 mxx  
нүктенің   маңайында анықталса және осы маңайда )n(n 11   рет 
дифференциалданса, ал 0

10(xA ),...,, 00
2 mxx  нүктенің өзінде n  рет 

дифференциалданса, онда   маңайдың кез келген )x,...,x,x(A m21  
нүктесінде мына теңдік орындалады: 

 

   ),...,,(),...,,( 00
2

0
121 mm xxxfxxxf                                                                                                                              
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m
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x
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k
1

00
2

0
1

0

2

0
2

1

0
1

),(),...,,(

...
!

1



             (8.50) 

 

мұндағы       )(,... 22
2

2
1

n
m Oxxx    шексіз аз функция, 

егер 0  (немесе m,i,xi 10  ). 
 (8.50) формула Пеано ұсынған қалдық мүше түріндегі Тейлор 

формуласы деп аталады, ал )( nO   Пеано ұсынған қалдық мүше 
деп аталады. 

1.25-теорема. Егер ),...,,( 21 mxxxfu   функция 8.23-теореманың 
барлық шарттарын қанағаттандырса және де ,x(A 0

10 )x,...,x m
00

2  нүктенің 
  маңайында функцияның барлық 1n  ретті туындылары үзіліссіз 
болса, онда (8.45) пен (8.50) Тейлор фоормулаларындағы қалдық 
мүшені мына түрде жазуға болады. 
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   
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Бұл қалдық мүше интеграл түрдегі қалдық мүше деп аталады. 
Мысал. );;(A 1110  нүктеде xyzzyxu 3333   функцияны 

Тейлор формуласы бойынша жіктейік. 
Шешуі. Функцияның дербес туындыларын табайық: 
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Функцияның қалған дербес туындылары )n( 3  нөлге тең, 

сондықтан берілген функция үшін Тейлор формуланы мына түрде 
жазуға болады: 
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мұндағы 1 xdx , 01110  );;(f)A(f , 

 

       ,xyzxzyyzx)A(df

z
y
x

0333333

1
1
1

222
0 





 

 

  222
00

2 )1()1()1(6),( zyxyxfd  
 

)z)(y()z)(x()y)(x( 111111  , 
 



Жоғары математика курсы 
 

 187










 3
3

0
3

3
3

0
3

0
3 )()()( dy

y
Afdx

x
AfAfd  

 










 dydx
yx

Afdz
z

Af 2
2

0
3

3
3

0
3 )(3)(  







 dxdy
xy

Afdzdx
zx

Af 2
2

0
3

2
2

0
3 )(3)(3  

 










 dxdz
xz

Afdzdy
zy

Af 2
2

0
3

2
2

0
3 )(3)(3 







 dxdydz
zyx

Afdydz
yz

Af )(6)(3 0
3

2
2

0
3

 
 

         11118161616 333  zyxzyx . 
 
Сонда іздестіріп отырған Тейлор формула мына түрде 

анықталады: 
        

     


1111
111113 222

zyzx
yxzyxu  

 

         1113111 333  zyxzyx . 
 

8.17.  Функцияның локальды экстремумының қажетті белгісі 
 
E  кеңістігіндегі  00

2
0
10 mx,...,x,xA  нүктенің кейбір маңайында 

анықталған u ,x(f 1  )x,...,x m2   функцияны қарастырайық.  
Анықтама. Егер  00

2
0
10 mx,...,x,xA   нүктенің   маңайындағы кез 

келген ),...,,( 21 mxxxA  нүкте үшін )(Af )( 0Af 0  теңсіздігі орындалса, 
онда  00

2
0
10 mx,...,x,xA  нүктеде ,( 1xfu  ),...,2 mxx  функцияның локальды 

максимумы  бар деп аталады; ал егер )(Af )( 0Af  теңсіздігі орын-
далса, онда ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде функцияның локальды 
минимумы бар деп аталады. 

Демек, 0A  нүктеде функцияның локальды максимумы (мини-
мумы) бар болса, онда 0A нүктенің   маңайында )(Af )( 0Af 0  
( )(Af )( 0Af 0 ) теңсіздігі орындалады. Егер 0A  нүктенің   
маңайында функцияның локальды максимумы (минимумы) бар 
болса, онда 0A  нүкте функцияның максимум (минимум) нүктесі деп 
аталады. 

Анықтама. ,( 1xfu  ),...,2 mxx  функцияның ,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  
нүктеде не локальды максимумы, не локальды минимумы бар болса, 
онда 0A  нүктеде функцияның локальды экстремумы бар деп 
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аталады, ал бұл жағдайда 0A  нүкте функцияның экстремум нүктесі  
деп аталады. 

Енді нүктеде ,( 1xfu  ),...,2 mxx  функцияның локальды 
экстремумының қажетті белгісін қарастырайық. 

8.26-теорема (қажетті  белгісі). Егер ,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде 
,( 1xfu   ),...,2 mxx  функцияның барлық ,x1 mx,...,x2  айнымалары 

бойынша алынған бірінші ретті дербес туындылары және осы 
нүктеде оның локальды экстремумы бар болса, онда функцияның 

,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  нүктедегі барлық бірінші ретті дербес туындылары 
нөлге тең, яғни 

         



0
1

A
x
u   




0
2

A
x
u …=   




0A
x
u
m

0.               (8.51) 

Дәлелдеу. Алдымен,   



0
1

A
x
u 0 теңдікті дәлелдейік, ал қалған 

теңдіктер осы сияқты дәлелденеді. ,x(fu 1 )x,...,x m2  функцияның 
,x1 mx,...,x2  аргументтерін тағайындайық әрі олар 0A  нүктенің сәйкес 

координаттарына тең болсын, яғни  3
0
22 , xxx 00

3 mm xx,...,x  . Онда 
,( 1xfu  ),..., 00

2 mxx  функция 1x -ге тәуелді бір аргументті функция 

болады және оның 0
11 xx   нүктедегі туындысы  0

1
A

x
u


  дербес 

туындыға тең, яғни   0
1

A
x
uu




 . 

Теореманың шарты бойынша, ,( 1xfu  ),...,2 mxx  функцияның 0A  
нүктеде локальды экстремумы бар болғандықтан, ,( 1xfu  ),..., 00

2 mxx  
бір айнымалы функцияның да 1

0x  нүктеде локальды экстремумы бар. 
Олай болса, Ферма теоремасы ([1], 3.6-тақырып) бойынша, 

,( 1xfu  ),..., 00
2 mxx  бір айнымалы функцияның 1

0xx   нүктедегі 

туындысы нөлге тең, онда  0
1

A
x
uu




  дербес туынды да нөлге тең. 

Теорема дәлелденді. 
Жоғарыдағы функцияның локальды экстремумының қажетті 

белгісін мына түрде тұжырымдауға болады: егер ,...,,( 21 xxfu  )mx  
функция 0A  нүктеде дифференциалданса әрі осы нүктеде оның 
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локальды экстремумы бар болса, онда 0A  нүктеде 
0Adu  

дифференциалы нөлге тең. Шынында да, 
 

  



 10
1

0
dxA

x
udu A   




20
2

dxA
x
u …+   m

m
dxA

x
u

0
  

 
өрнегі (8.51) теңдіктер бойынша кез келген  mdx,..,dx,dx 21  үшін нөлге тең. 

Ескерту. (8.51) формуладағы теңдіктер u ),...,,( 21 mxxxf  
функцияның 0A  нүктеде локальды экстремумының тек қажетті белгісі 
ғана, ол функцияның жеткілікті белгісі бола алмайды (мысалды қара). 

Анықтама. u ),...,,( 21 mxxxf  функцияның mx,...,x,x 21  
аргументтері бойынша алынған барлық бірінші ретті дербес 
туындылары ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде нөлге тең болса, онда 0A  нүкте 
функцияның стационар нүктесі деп аталады. 

Жоғарыда айтылғандардан, u ),...,,( 21 mxxxf  функция 
дифференциалданатын ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүкте стационар нүкте болуы 
үшін (8.51) формуладағы теңдіктер осы нүктеде орындалуы керек. 

Демек,    yxfyxu ,,   функция ,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  экстремум 
нүктеде дифференциалданса, онда ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүкте функцияның 
стационар нүктесі болады, бірақ осы тұжырымның кері тұжырымы 
орындалмайды, яғни функция дифференциалданатын стационар 0A  
нүкте осы функцияның экстремум нүктесі болуы да, болмауы да 
мүмкін.  

Мысалы,   xyyxu ,  функцияның  0,0O  нүктеде дербес 
туындылары бар, бірақ осы нүктеде экстремумы жоқ. Шынында да, 
функцияның  0,0O  нүктенің өзіндегі мәні нөлге тең, ал осы нүктенің 
маңайындағы нүктелерде функция әрі оң, әрі теріс мәндерді 

қабылдайды, ал 0



x
u , 0




y
u  функцияның бірінші дифференциалын 

нөлге теңестіретін нүктелер, осы функцияның локальды 
экстремумы бар болуы мүмкін нүктелер деп аталады. Локальды 
экстремумы бар болуы мүмкін нүктелерді табу үшін төмендегі m  
белгісізі m  теңдіктер жүйені шешсек жеткілікті: 
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






























.
x

)x,...,x,x(f
.........

,
x

)x,...,x,x(f

,
x

)x,...,x,x(f

m

m

m

m

0

0

0

21

2

21

1

21

 

 
8.18. Функцияның локальды экстремумының жеткілікті белгісі 

 
8.15-тақырыпта (1-жағдай) екі рет дифференциалданатын u  

),...,,( 21 mxxxf  функцияның mx,...,x,x 21  аргументтері не тәуелсіз 
айнымалы, не басқа айнымалыға тәуелді сызықты функция болса, 
онда функцияның екінші дифференциалын mdx,...,dx,dx 21   
аргументтерге тәуелді квадрат форма арқылы өрнектеп жазуға бола-
тыны белгілі:  

                    ki

m

i

m

k ki
dxdxA

xx
uAud 0

1 1

2

0
2  

  


 ,                      (8.52)                           

мұндағы  

                                     kkiiik
ki

tdxtdxaA
xx
u




 ,,0

2

. 

 
Функцияның локальды экстремумының жеткілікті белгісін 

келтірмес бұрын, сызықты алгебра курсындағы ([12], VІ тарау, ІІ 
том) анықтамалар мен теоремаға тоқталайық: 

Анықтама.  mhhh ,...,, 21  айнымалыларға тәуелді 
            

        mhhhФ ,...,, 21 ki

m

i

m

k
ik hha 

 1 1
                      (8.53) 

 
квадрат форма оң анықталған (теріс анықталған) деп аталады, егер 
бір мезгілде барлығы нөлге тең емес mhhh ,...,, 21 -ның мәндерінде 
квадрат форманың (пішін) мәні қатаң оң (қатаң теріс)  болса. 

Егер (8.53)  квадрат форма не оң, не теріс анықталған болса, онда 
ол анықталған (немесе таңбалы анықталған) деп аталады. 
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Егер (8.53) квадрат форма әрі оң мәнді, әрі теріс мәнді қабылдаса, 
онда ол анықталмаған (таңбасы айнымалы) деп аталады. 

Квадрат матрицаны қарастырайық: 
             

                            





















mmmm

m

m

aaa

aaa
aaa

B

...
............

...

...

21

22221

11211

.                               (8.54) 

 

Симметриялы ( kiik aa  ) В матрицаның негізгі миноры деп мына 
анықтауыштарды айтамыз: 

 

,111 aB     
2221

1211
2 aa

aa
B  ,   

333231

232221

131211

3

aaa
aaa
aaa

B  ,…, 

 

mmmm

m

m

m

aaa

aaa
aaa

B

...
............

...

...

21

22221

11211

 .                                 (8.55) 

     

Сильвестр теоремасы. 1.  (8.53) симметриялы квадрат форма оң  
анықталған квадрат форма болуы үшін (8.54) матрицаның барлық 
негізгі минорлары қатаң оң болуы қажет әрі жеткілікті, яғни  

 
0,...,0,0 21  mBBB ; 

 
2. (8.53) симметриялы квадрат форма теріс анықталған квадрат 

форма болуы үшін (8.54) матрицаның негізгі минорының таңбалары 
ауыспалы болуы қажет әрі жеткілікті (мысалы, 01 B  болсын), яғни 

,...0,0,0 321  BBB  
8.27-теорема (экстремумның жеткілікті белгісі). 

u ),...,,( 21 mxxxf  функция  00
2

0
10 mx,...,x,xA  нүктенің кейбір маңайында 

бір рет дифференциалдансын, екі рет осы нүктенің өзінде 
дифференциалдансын және  00

2
0
10 mx,...,x,xA  стационар нүкте болсын. 

Егер функцияның екінші дифференциалы ,, 21 dxdx  mdx...,  айнымалар 
бойынша оң анықталған (теріс анықталған) (8.52) квадрат формаға 
өрнектелсе, онда функцияның ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде локальды 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 192

минимумы (максимумы) бар. Егер функцияның екінші 
дифференциалы таңбасы айнымалы квадрат формаға өрнектелсе, 
онда функцияның ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде локальды экстремумы жоқ. 
Дәлелдеу. Алдымен теореманың бірінші тұжырымын дәлелдейік, 

яғни анықтық үшін, функцияның екінші (8.52) дифференциалы 
,dx1 ,dx2 mdx...,  айнымалар арқылы оң анықталған квадрат формаға 

өрнектелсе, онда ,,( 0
2

0
10 xxA  )..., 0

mx  нүктеде функцияның локальды 
минимумы бар болатынын дәлелдейік. ,,( 2

0
21

0
10 dxxdxxA  )..., 0

mm dxx   
нүкте ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  стационар нүктенің маңайындағы нүкте 
болсын. Функцияны ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктенің маңайында қалдық 
мүшені Пеано ұсынған Тейлор формуласына жіктейік және 2n  
болсын: 

              2
0

2
00 2

1 OAudAduAfAfu  ,              (8.56)                 
 
мұндағы 

00
2

AA |ud,|du  өрнектер ix  айнымалының idx  дифференциалы 

арқылы анықталады және 0
iii xxdx  ,       22

2
2

1 ... mxxx  . 

Теореманың шарты бойынша 0A  стационар нүкте, яғни 00 

 )A(
x
u
i

, 

mi ,1 , онда функцияның бірінші дифференциалы ,x,x(A 0
2

0
10 )x..., m

0  
нүктеде нөлге тең: 

 

0
0

0 2
2

1
1





















A

m
m

A dx
x
u...dx

x
udx

x
u|du . 

 
Онда (8.52) формуланы пайдаланып, (8.56) Тейлор формуласын 

мына түрде жазуға болады: 
                            

     2

1 1

2

0 2
1 Odxdx

xx
uAfAfu ki

m

i

m

k ki





  
 

.      (8.57) 

 
 (8.57) теңдіктегі 0 болғанда оның оң жағындағы өрнектің оң 

болатынын дәлелдесек жеткілікті, яғни ,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  нүктенің 
жеткілікті аз маңайында    0AfAfu   айырымы оң болады, онда 
функцияның осы нүктеде локальды минимумы бар. Ол үшін (8.57) 
формуланы түрлендірейік: 
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 



  

 

2

1 1

22

2



 Odxdx

xx
uu ki

m

i

m

k ki
 

                    

             


 




  

 

ki
m

i

m

k ki

dxdx
xx
u

1 1

2
2

2
1

,                 (8.58) 

 

мұндағы     



2O
   шексіз  аз  функция,  егер 0 және 

 









 2

2
12 


 dx








 2
2

2 


dx …+ 2
2











 mdx , 
 









2

1


dx









2

2


dx …+ 1

2











mdx , 
                   

                                 .,1,1 midxi 


                                     (8.59) 

 

Онда 









mdx
,...,dx,dx 21  нүкте радиусы 1-ге тең центрі координат 

жүйенің бас нүктесі болатын сферада  жатыр.  Квадрат  форма 
радиусы 1-ге тең сфера бетінде анықталған әрі үзіліссіз функция және 
ол бет тұйық әрі шектелген. 

 

  mhhhФ ,...,, 21  ki

m

i

m

k
ik hha 

 1 1
,    mdxdxdxФ ,...,, 21   

  
m

i

m

k ki xx
u

1 1

2
.  (8.60)                        

 
Онда Вейерштрасстың екінші теоремасы (8.12-теорема) бойынша, 
функция осы жиында өзінің дәл төменгі   мәнін қабылдайды. (8.59) 
формуладан және (8.60) квадрат форма оң анықталғандықтан, дәл 
төменгі шекара   мәні қатаң оң сан болады.    шексіз аз функция, 
егер 0 ,  0AA  , онда жеткілікті аз   үшін      теңсіздігі 
орындалады, онда (8.59) квадрат форманың оң жағы барлық аз   
үшін оң болады, яғни (8.58) формуланың оң жағындағы өрнектің 
таңбасы (8.60) квадрат форманың таңбасымен бірдей болады. Демек, 
егер   0,...,, 21 mdxdxdxФ  болса, онда 0u ; егер   0,...,, 21 mdxdxdxФ  
болса, онда 0u  болады. Сонымен, u ),...,,( 21 mxxxf  функцияның 
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,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде локальды минимумы бар. Осылайша, егер 
екінші (8.52) дифференциал теріс анықталған (8.60) квадрат формаға 
өрнектелсе, онда функцияның ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде локальды 
максимумы бар болатынын дәлелдеуге болады. 

Енді теореманың екінші тұжырымын дәлелдейік, яғни 
функцияның (8.52) екінші дифференциалы анықталмаған квадрат 
формаға өрнектелсе, онда ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктеде функцияның 
экстремумы жоқ болатынын дәлелдейік. Ол үшін анықталмаған 
квадрат форманың мына қасиетін дәлелдейік: егер  mhhhФ ,...,, 21  
анықталмаған квадрат форма болса, онда екі  mhhh  ,...,, 21  мен 
 mhhh  ,...,, 21   айнымалар табылып, осы айнымалар үшін мына 
теңдіктер мен теңсіздіктер орындалады: 

 

      1... 22
2

2
1  mhhh       1

22
2

2
1  '

m
'' h...hh , 

 

      1... 22
2

2
1  mhhh  

 

      1
22

2
2

1  ''
m

'''' h...hh                            (8.61) 
 

  0,...,, 21  mhhhФ ,    0,...,, 21  mhhhФ .                 (8.62) 
 
Таңбасы айнымалы квадрат пішіннің анықтамасы бойынша, 

барлығы бір мезгілде нөлге тең емес  mttt  ,...,, 21  және  mttt  ,...,, 21  екі 
аргумент табылып,   0,...,, 21 mdxdxdxФ ,   0,...,, 21 mdxdxdxФ  
теңсіздіктері орындалады. Енді мына белгілеулерді енгізейік: 

 

     22
2

2
1 ... m

i
i

ttt

th



 , 

     22
2

2
1 ... m

i
i

ttt

th



 . 

 
Осыдан және (8.60) формуладағы квадрат форманың 

анықтамасынан 

            
     

 m
m

m tttФ
ttt

hhhФ 


 ,...,
...

1,...,, 2122
2

2
1

21 ,               
           

             
     

 m
m

m tttФ
ttt

hhhФ 


 ,...,
...

1,...,, 2122
2

2
1

21       (1.63) 

болады және 
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         
     22

2
2

1

2
2

'
m

''

'
i'

i
t...tt

t
h


 ,    

     22
2

2
1

2
2

''
m

''''

''
i''

i
t...tt

t
h


 .    (8.64) 

 
(8.60) теңдікті ескеріп, (8.63) теңдіктен дәлелдеу керек (8.62) 

теңсіздіктерді, ал (8.64) теңдіктерден (8.61) теңдіктерді аламыз. 
Енді (8.61) мен (8.62) формулаларды қанағаттандыратын 

 mhhh  ,...,, 21  мен  mhhh  ,...,, 21  екі айнымалыны тағайындайық және кез 
келген 0  үшін E  жиынында ,...,,(' '

2
'
1 xxA  )'

mx  пен ,...,,( 21 xxA  )mx     
нүктелері табылып 

 

                     AAAA ,, 0                         (8.65) 
 

теңдіктері орындалатынын дәлелдейік, мұндағы i
ii hxxxd 







0
, 

i
ii hxxxd 







0
,  mi ,1 . 

Ол үшін кез келген 0  мен әрбір i  нөмірі үшін iii hxx  0 ,  

iii hxx  0 , m,i 1  және (8.61) теңдіктерді пайдаланып (8.65) 
теңдіктерді аламыз: 

 

        
2020

22
20

110 ..., mm xxxxxxAA  
 

        22
2

2
1 ... mhhh , 

 

        
2020

22
20

110 ..., mm xxxxxxAA  
 

        22
2

2
1 ... mhhh . 

 
u ),...,,( 21 mxxxf  функцияға  00

2
0
10 mx,...,x,xA  нүктенің маңайында 

қалдық мүшені Пеано ұсынған Тейлор формуласын ,...,,(' '
2

'
1 xxA  )'

mx  
пен ,...,,( 21 xxA   )mx   нүктелерге пайдаланайық: 

 

   0AfAf     
 


m

i

m

k
kkiiik oxxxxa

1

2

1

0'0' )(
2
1   

 

   
  

 
ki

m

i

m

k
ik hha

1 1

2

2
1 =    



   mhhhФ ,...,,
2
1

21
2 , 
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   0AfAf     
 


m

i

m

k
kkiiik oxxxxa

1

2

1

00 )(
2
1   

 

   
  

 
ki

m

i

m

k
ik hha

1 1

2

2
1 =    



   mhhhФ ,...,,
2
1

21
2 . 

 
мұндағы     22 o ,   0 , егер 0 . 

Жоғарыдағы (8.62) мен (8.65) теңдіктерді соңғы теңдіктерге 
пайдалансақ, жеткілікті аз 0  үшін мына теңсіздіктер орындалады: 
   0AfAF      0AfAF  . Демек, функцияның ,x,x(A 0

2
0
10 )x..., m

0   
нүктеде  локальды  экстремумы  жоқ.  Теорема дәлелденді. 

8.27-теореманы екі айнымалы )y,x(fu   функция үшін 
тұжырымдайық. 

8.28-теорема (экстремумның жеткілікті белгісі). )y,x(fu   
функция  000 y,xA  нүктенің маңайында бір рет дифференциалдансын, 
ал осы нүктенің өзінде екі рет дифференциалдансын және  000 y,xA  
стационар нүкте болсын, яғни )( 0

' Af x   0
' Af y 0 . 

1. Егер  000 y,xA  нүктеде ),( 00 yx    0)()()(
2

0
)2(

0
)2(

0
)2(  AfAfAf xyyyxx  

болса, онда  000 y,xA  нүктеде функцияның экстремумы бар: 
1 а) егер    00

2 Af xx  болса, онда функция  000 y,xA  нүктеде 
максимум мәнін қабылдайды. 

1 ә) егер    00
2 Af xx  болса, онда функция  000 y,xA  нүктеде 

минимум мәнін қабылдайды. 
2. Егер  000 y,xA  нүктеде ),( 00 yx    0)()()(

2
0

)2(
0

)2(
0

)2(  AfAfAf xyyyxx  
болса, онда функцияның  000 y,xA  нүктеде локальды экстремумы 
жоқ. 

3. Егер  000 y,xA  нүктеде ),( 00 yx    0)()()(
2

0
)2(

0
)2(

0
)2(  AfAfAf xyyyxx  

болса, онда функцияның  000 y,xA  нүктеде локальды экстремумы бар 
болуы да, болмауы да мүмкін. 

1-мысал.  2yxz   функцияның  0,0O  нүктедегі экстремумын 
табайық: 

Шешуі. Стационар нүктелерді тауып, оларды нөлге теңестірейік: 
 

  02 

 yx
x
z ,   02 


 yx
y
z . 
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Осыдан xy  , яғни xy   түзудің бойында орналасқан барлық 
нүктелер функцияның стационар нүктелері болады. Онда ),(O 00  
нүктеде стационар нүкте болады. ),(O 00  нүктедегі екінші ретті дербес 
туындыларды есептейік: 

 

2

0
0

2

2








y
x

x
u ,  2

0
0

2

2








y
x

y
u , 2

0
0

2








y
x

yx
u . 

 

Сонда )0,0(    0)0,0()0,0()0,0(
2)2()2()2(  xyyyxx fff . 

Сонымен, кез келген x  пен y  үшін 0z  және де xy   түзудің 
бойында жатқан барлық нүктелерде 0z  болады. Демек,  0,0O  
нүкте функцияның экстремум нүктесі әрі ол нөлге тең (қатаң емес). 

2-мысал. 53 yxu   функцияның  0,0O  нүктедегі локальды 
экстремумын табайық. 

Шешуі. Стационар нүктелерді табайық: 
 

03 52 

 yx

x
u ,  05 43 


 yx

y
u , 

 
яғни  0,0O  нүкте стационар нүкте болады. Екінші ретті дербес 
туындылардың  0,0O  нүктедегі мәндерін есептейік: 

 

5

0
0

2

2
6xy

x
u

y
x








,  33

0
0

2

2
20 yx

y
u

y
x








, 42

0
0

2
15 yx

yx
u

y
x









. 

 

Онда )0,0(   0)0,0()0,0()0,0(
2)2()2()2(  xyyyxx fff  теңдігі орындалады 

және  0,0O  нүктенің кез келген маңайында функцияның таңбасы 
әртүрлі, сондықтан  0,0O  нүкте функцияның экстремум нүктесі бола 
алмайды. 

3-мысал. 2244 2 yxyxyxu   функцияның экстремумын 
табайық. 

Шешуі.  yxx
x
u 224 3 

 ,  yxx

y
u 224 3 

 . 

Стационар нүктелерді табайық, ол үшін мына жүйені шешеміз:  
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









.0224

,0224
3

3

yxx

yxx
 

 
Сонымен,  1,11 A ,  1,12A ,  0,03A  стационар нүктелер болады. 

Функцияның екінші ретті дербес туындыларының мәндерін 
есептейік: 

10
1

12

2








y
xx

u , 10
1

12

2








y
xy

u , 2
1

1

2








y
xyx

u ,   
 

     4212212, 22  yxyx . 
 

Сонда   0961,1  , 010
1
12

2








y
xx

u , яғни функция  1,11 A  

нүктеде минимум мәнді қабылдайды және ол:   21,1min u . Осы 

сияқты,   01,1  , 010
1
12

2








y
xx

u , яғни функция  1,12A  нүктеде де 

функция минимум мәнді қабылдайды    21,1min u . 
Енді  0,0O  нүктеде функция экстремумының бар болуын 

зерттейік. Бұл нүктеде   00,0   болады. Сондықтан функцияның 
 0,0O  нүктедегі экстремумының бар болуын зерттеу үшін, осы 

нүктедегі функцияның өсімшесін қарастырайық:  
       0,0,0,00,0 upluuu  . 

Егер lp   болса, онда: 
 

 2244 2)0,0();()0,0( llllulluu )2(2 222  lll , 
 

мұндағы )2;0(l . Егер lp   болса, онда   420,0 lu  . Сонымен, 
егер lp   болса, онда     0220,0 24  llu . )2;0(, l ; егер lp   
болса, онда   420,0 lu  0 . Демек, ),(u 00  өсімшесінің таңбасының 
мәні  0,0O  нүктенің маңайында әртүрлі, олай болса,  0,0O  нүктеде 
функцияның экстремумы жоқ. 

4-мысал.  221 yxu    функцияның экстремумын табайық. 
Шешуі. Бірінші ретті дербес туындыларды табайық: 
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222
2

yx
x

x
u





 , 

222
2

yx
y

y
u





 . 

 
Функцияның дербес туындылары және  0,0O  нүктеде 

функцияның бірінші ретті дербес туындылары да жоқ, себебі 
 

   
x
x

x
uxu

xx 






 00
lim0,00,lim ,    

y
y

y
uyu

yy 






 00
lim0,0,0lim  

 
шектер жоқ. Сондықтан,  0,0O  нүкте функцияның экстремум нүктесі 
болып қалуы да мүмкін, ал     220,0, yxuyxu  . Онда 
функцияның  0,0O  нүктеде максимумы бар және ол   10,0max u . 

5-мысал.    2222 yxeyxu   функцияның экстремумын табайық. 
Шешуі. Бірінші ретті дербес туындыларды нөлге теңестіріп, 

стационар нүктелерді табайық: 
 

     

     





















.022

,022

2222

2222

22

22

yeyxye
y
u

xeyxxe
x
u

yxyx

yxyx

 

Осыдан: 
 
 









.01

,01
22

22

yxy

yxx
 

 

Онда 0,0  yx  және 122  yx . Сонымен, берілген функцияның 
стационар нүктелері радиусы 1-ге тең, центрі координат жүйенің бас 
нүктесі болатын шеңбердің бойындағы нүктелер мен координат 
жүйенің бас нүктесі болады. 

Екінші ретті дербес туындыларды табайық: 
 

   23)()2( 2222),(
22

xyxxxeyxu yx
xx  

 

 ,262 22)( 22
yxe yx    

 

   23)()2( 2222),(
22

yxyyyeyxu yx
yy  

 

 ,622 22)( 22
yxe yx    
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   23)()2( 2222),(
22

xyxxyeyxu yx
xy .4 )( 22 yxxye   

 

Сонда 02)0,0()2( xxu , 0)0,0()2( xyu . Онда 0400  ),( , яғни 
 0,0O  нүкте функцияның минимум нүктесі болады,   00,0min u . 

Енді функцияға жеткілікті белгінің 122  yx  шеңберінің 
бойындағы нүктелер үшін орындалатынын тексерейік. Ол үшін 

,(xu )y  функцияны t  айнымалыға тәуелді функция деп қарастырайық, 
яғни   ttetu  , мұндағы  22 yxt  . Бір айнымалы   tu  функцияның 
стационар (кризистік) нүктесін анықтайық: 

 

  tt teetu   ,   01  te t . 
 
Онда 1t  нүкте бір айнымалы функцияның стационар нүктесі 

болады және осы нүкте функцияның максимум нүктесі: 
 

16),(max yxu , егер }1:),{(, 22  yxyxyx . 
 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Экстремумның жеткілікті белгісі. 
2.  232 yxu   функцияның  0,0O  нүктедегі экстремумын 

табыңдар. 
3. 553  yxu  функцияның  0,0O  нүктедегі локальды 

экстремумын табыңдар. 
4. 224 yxu   функцияның  экстремумын табыңдар. 
 
8.19.  Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері 

 
Бізге тұйық әрі шектелген  A  жиынында үзіліссіз және 

дифференциалданатын ,,( 21 xxfu  ..., )mx  функциясы берілсін. Демек, 
функция  A  жиынында шектелген әрі осы жиында өзінің максимум, 
минимум мәндерін қабылдайды және ол бірқалыпты үзіліссіз. 
Вейерштрастың екінші теоремасы (8.12-теорема) бойынша функция 
өзінің ең жоғарғы және ең төменгі шекара мәндерін қабылдайды. Бұл 
нүктелер  A  жиынының ішкі және шекара нүктелері болады. Егер де 
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,,( 0
2

0
10 xxA )..., 0

mx  ішкі нүкте болса, онда ,,( 21 xxfu  ..., )mx  функцияның 
бұл нүктеде локалды экстремумы бар. Олай болса, 8.15-теорема 
бойынша ,,( 0

2
0
10 xxA )..., 0

mx  нүктедегі функцияның бірінші дербес 
туындылары нөлге тең: 

 

00
1



 )A(
x
u

, 00
2



 )A(
x
u

, …, 00 

 )A(
x
u

m
. 

 
Ал бұл теңдеулерді қанағаттандыратын нүктелер функцияның 

стационар нүктелері болады. Сонымен, функцияның ең үлкен және ең 
кіші мәндерін табу үшін мына ережені пайдаланған тиімді: 

1. Функцияның  A  жиынындағы барлық стационар нүктелерін 
табу керек; 

2. Стационар нүктелердегі функцияның мәндерін есептеу керек; 
3. Функцияның шекарадағы мәндерін есептеу керек; 
4. Соңғы екі пункттегі функцияның мәндерін салыстырып, 

функцияның тұйық  A  жиынындағы ең үлкен, ең кіші мәндерін 
табамыз. 

Егер функцияның стационар нүктесі жоқ болса, онда 
функцияның ең үлкен, ең кіші мәндерін табу үшін жоғарыдағы 3 
және 4-пункттерді орындау керек. 

1-мысал.  yxxyu  1  функцияның 0x , ,xy 2 0y  
түзулермен шектелген жиындағы ең үлкен, ең кіші мәндерін табайық 
(9.8-тақырып, 5-мысал). 

Шешуі. 1. Стационар нүктелерді табайық: 
 

 
 







.021
,021

yxy
yxx

 

 

Осы жүйені шешейік: 01 x , 01 y ; 
3
1

2 x , 
3
1

2 y ; 13 x , 13 y ; 

14 x , 04 y  – стационар нүктелер; 
2. Стационар нүктелердегі функцияның мәндерін есептейік:  

 

  010 ,u ,    001 ,u .   
 

  00,0 u ,  

27
1

3
1

3
1







 ,u , 
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8.11-сурет 
 

 

3. Функцияның шекарадағы мәндерін есептейік (шекаралық 
нүктелер үш түзудің бойындағы нүктелердің жиындары). AOB  
үшбұрыштың  2,0A ,  02,A ,  ),(O 00  төбелеріндегі мәндері:   020 ,u ,  
  002 ,u ,   00,0 u  болады; OA  кесіндінің бойында, яғни :x 0  
  ,yu 0  20  y . Демек,  20,y  сегментте   ,yu 0  функцияның 

стационар нүктесі жоқ және   00 u ,   02 u . Олай болса,   000 ,u , 
  002 ,u ; OB  кесіндінің бойында, яғни :y 0    ,xu 0  20  x . 

Демек,  20,x  сегментте   0xu  функцияның стационар нүктесі жоқ 
және   00 u ,   02 u . Олай болса, ),(u 00 0020 ),(u, ; AB  
кесіндінің бойында, яғни 2 yx . Осыдан xy  2 . Онда  
   2 xxxu ,  20,x . Бір айнымалы функцияның  20,  сегменттегі ең 

үлкен, ең кіші мәндерін табайық: 022  xux , 1x  стационар 
нүкте. Онда ,0)0( u  0)2,0( u , ал  ,0)2( u  02 )(u , яғни  ,0)0,2( u  

1)1( u , яғни    11,1 u ; 
4.  y,xu  функцияның барлық мәндерін салыстырсақ, онда функ-

ция өзінің ең үлкен мәнін үшбұрыштың ішкі 







3
1

3
1 ,  нүктеде, ал ең 

кіші мәнін шекара  11,  нүктеде қабылдайды, яғни 





 

27
1

3
1

3
1 ;u ,  

  11,1 u . 
2-мысал.  22 4 yxxu   функцияның 922  yx  дөңгелектегі ең 

үлкен ең кіші мәндерін табайық. 
Шешуі. Функцияның дербес туындыларын анықтайық: 

'
xu x2 4 , '

yu  y2 . Дербес туындыларды нөлге теңестіріп, 
кризистік нүктелерді табамыз: 
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






02
02

y
,x

 

 
Сонда D  дөңгелек облысқа тиісті тек бір ғана нүкте бар, ол 
)0;2( D . Бұл нүктедегі функцияның мәні:   40,2 u . Енді 922  yx  

шеңбердің бойындағы (шекарадағы) кризистік нүктелерді табайық. 
Ол үшін шеңбердің теңдеуінен 2y -ты тауып, u  функцияға қойып, x -
ке тәуелді бір айнымалы функция аламыз: 

  942944 22222  xxxxxyxxu . 
Демек, біз бір айнымалы 942 2  xxu  функцияның  33,  

сегменттегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табатын есепке келдік. 
Олай болса:  xux 4 4 ,0  1x . Сонда  42)1(u 119  , 

213  )(u , 33 )(u . Сонымен, D  дөңгелек облыстағы  942 2  xxu  
функцияның 11min u

D
, 21max 

D
u  болады.        
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9. АЙҚЫНДАЛМАҒАН ФУНКЦИЯ   
 

9.1. Айқындалмаған функцияның бар болуы және оның  
       дифференциалдануы 
 
Алдымен, айқындалмаған функция туралы түсінік берейік. Бізге 

функциялық теңдеу берілсін 
                               0),( yxF                                    (9.1) 

 
және X  жиынындағы кез келген x  элементке (9.1) теңдеудің y  шешімі 
бар болсын. Онда X  жиынындағы әрбір x -ке (9.1) теңдеудің 
анықталған y  шешімі сәйкес келеді. (9.1) теңдеудің бірнеше шешімі 
болуы мүмкін, біз олардың біреуін ғана таңдап аламыз, яғни X  
жиынында )(xfy   функциясы анықталған. Бұл жағдайда, әрбір x -ке 
y  мәнді сәйкес қоятын f  заңдылық немесе ереже айқын түрде 
көрсетілмеген, ал ол (9.1) функциялық теңдеумен берілген. Осылайша, 

)(xfy   функцияның берілу тәсілі айқындалмаған деп аталады, ал 
)(xfy   функцияның өзін айқындалмаған функция дейміз. Демек, 
)(xfy   айқындалмаған функция (9.1) функциялық теңдеудің y  

айнымалы бойынша шешімі болады, яғни кез келген Xx   үшін 
0))(,( xfxF  тепе-теңдігі орындалады. Сонымен, қандай шарт 

орындалғанда (9.1) функциялық теңдеудің y  бойынша тек бір ғана 
шешімі бар болады әрі ол үзіліссіз және дифференциалдана ма деген 
сұрақтарға жауап іздестірейік. 

(9.1) функциялық теңдеудің орнына көп айнымалы функциялық 
                               

                  0),...,,( 21 xxF                                   (9.1) 
 
теңдеуді қарастыруға және жоғарыда )(xfy   айқындалмаған 
функцияға айтылған түсініктерді ,...),( 21 xxz   функция үшін 
келтіруге болады, мұндағы ,..),,( 21 xxz  берілген (9.1) теңдеудің шешімі. 

Біз алдағы тақырыптарда, ,..),,( 21 xxz  айнымалы кеңістікті R  
таңбамен, ал ,...),( 21 xx  айнымалы кеңістікті 'R  таңбамен белгілейтін 
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боламыз және қысқаша жазылу әрі геометриялық түсініктеме келтіру 
үшін, y,x  екі айнымалыға тәуелді функцияны қарастырамыз. 

9.1-теорема. R  кеңістігіндегі ),,( 0000 zyxA  нүктенің кейбір 

маңайында ),,( zyxF  функциясы дифференциялдансын әрі оның 
z
F

  

дербес туындысы осы нүктелерде үзіліссіз болсын. 

Егер ),,( 0000 zyxA  нүктеде ),,( zyxF  функция нөлге тең, ал 
z
F

  

нөлге тең болмаса, онда жеткіліктігінше аз 0  саны үшін 'R  
кеңістігіндегі ),( 00

'
0

yxA  нүктенің маңайы табылып, осы маңайдың 
барлық нүктелері үшін  |zz| 0  теңсіздікті қанағаттандыратын тек 
бір ғана ),( yxz   функция табылады әрі ол 

                          
                            0),,( zyxF                                    (9.2) 

 
теңдеудің шешімі болады және ол шешім жоғарыда айтылған 

,( 0
'
0

xA )0y  нүктенің маңайында үзіліссіз әрі дифференциалданады. 
Дәлелдеу. Теореманың дәлелдеуін үш бөлікке бөліп дәлелдейік. 

Алдымен, жеткіліктілігінше аз 0  саны үшін ),( 00
'
0

yxA  нүктенің 
маңайында  |zz| 0  теңсіздікті қанағаттандыратын тек бір ғана 

),( yxz   функция табылатынын және ол (9.2) теңдікті 
қанағаттандыратынын дәлелдейік. (9.2) теңдеу R  кеңістікте S  
бетті анықтайтыны бізге аналитикалық геометриядан (1-б, VIIІ тарау, 
8.5-тақырып) белгілі және теореманың шарты бойынша 

,,( 00 yxF 0)0 z  болғандықтан, ),,( 0000 zyxA  нүкте S  бетте жатыр. (9.2) 
теңдеудің z  бойынша бір мәнді анықталуын геометриялық тұрғыдан 
қарағанда ол мынаны білдіреді: 0A  нүктеге жақын орналасқан S  
беттің бөлігін XOY  жазықтығына бір мәнді проекциялауға болады 
(9.1-сурет). 
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9.1-сурет 
 
Анықтық үшін ),,( 0000 zyxA  нүктедегі 

z
F

  дербес туындының 

таңбасы оң болсын. Онда 0A  нүктеде 
z
F

  дербес туынды үзіліссіз 

болғандықтан және үзіліссіз функцияның таңбасы тұрақты болуы 
теорема (X, 10.7-тақырып) бойынша ),,( 0000 zyxA  нүктенің маңайы 

табылып, осы маңайдың барлық нүктелерінде функцияның 
z
F

  дербес 

туындысы оң болады. Осы маңайды   шар деп алайық және оның 
центрі ,( 00 xA ), 00 zy , ал радиусы жеткілігінше аз болсын. Енді 

),,( 0000 zyxA  мен ),,( 0000 zyxA  нүктелер   шардың ішінде 
жататындай, 0  санын жеткілігінше аз сан етіп тағайындайық. Oл 
үшін   санды   шардың радиусынан кіші болатындай тағайындасақ 
жеткілікті. Бұл жағдайда   саны төменнен нөлмен шектелген және 
оны өте аз сан етіп алуымызға болады. Енді  00 zzz  
сегментте бір айнымалы ),,( 00 zyxF  функцияны қарастырайық. Осы 
функцияға геометриялық тұрғыдан қарағанда мынаны білдіреді: біз 
негізінде үш айнымалы ),,( zyxF  функцияны 21AA  кесінді бойында 

қарастырамыз (9.1-сурет). 
z
F

  функция ),,( 0000 zyxA  нүктеде және 

оның   маңайында (шарда) оң болғандықтан, онда ол   00 z,z  
сегментте де оң болады. Олай болса, ),,( 00 zyxF  осы сегментте өспелі 
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функция. Теореманың шарты бойынша, 0),,( 000 zyxF , яғни 
  00 z,z  сегменттің ортасында ),,( zyxF  функция нөлге тең 
болғандықтан, сегменттің сол жағындағы  0zz  нүктеде 
функцияның мәні теріс, яғни 0),,( 000  zyxF , ал оң жағындағы 

 0zz  нүктеде функцияның мәні оң, яғни ,,( 00 yxF  0)0  z . Енді 
екі айнымалы ),,( 0 zyxF  және ,,( yxF )0 z  функцияларын 
қарастырайық, яғни геометриялық тұрғыдан қарағанда, ,(xF ), zy  
функцияны XOY  координат жазықтығына параллель болатын екі 
жазықтықта қарастырамыз, олардың біреуі ),,( 0001 zyxA  нүктеден, 
ал екінші ),,( 0002 zyxA  нүктеден өтеді. Жоғарыда айтылғандай, 

0),,( 000  zyxF , ,,( 00 yxF 0)0  z  және ),,( zyxF  функция   
шардың барлық нүктелерінде үзіліссіз болғандықтан, үзіліссіз 
функцияның таңбасы тұрақты болу теоремасы бойынша, XOY  
координат жазықтығына параллель жазықтықтарда ),,( zyxF  
функцияның 1A  мен 2A  нүктелеріндегі таңбасы сақталатындай осы 
нүктелердің маңайлары табылады. Осы нүктелердің маңайларының 
центрі ),,( 0001 zyxA  мен ,( 02 xA ), 00 zy  нүктелері, ал қабырға-
ларының ұзындығы жеткілігінше аз 2  болатын ашық квадрат 
болсын (9.1-сурет). Сонымен, ,(xF ), zy  функциясы квадрат 
жазықтықтардың әрқайсысында өз таңбасын сақтайды (өзгертпейді), 
яғни аналитикалық тұрғыдан қарағанда мына теңсіздіктер 
орындалады: 

                         







,0),,(
,0),,(

0

0




zyxF
zyxF

                              (9.3) 

 
егер  |xx| 0 ,  |yy| 0 . Жоғарыдағы квадраттың 
қабырғаларының ұзындығын таңдағанда, квадраттың екеуі де   
шардың ішінде жататындай  -ны мейлінше етіп таңдаймыз. 
Квадраттың қабырғасын жоғарыдағыдай таңдауға болады, себебі 1A  
мен 2A  нүктелер   шардың ішкі нүктелері болғандықтан. Онда, 
осылайша таңдап алынған   үшін  

              

     |xx| 0 ,  |yy| 0 ,  |zz| 0                        (9.4) 
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теңсіздіктерді қанағаттандыратын R  кеңістіктің кез келген ),,( zyx  
нүктелері   шардың ішінде жатыр. (9.4) теңсіздікті геометриялық 
тұрғыдан қарастырсақ, онда ол центрі 0A  нүкте, қабырғалары ,OX  

OZ,OY  осьтеріне параллель, ұзындықтары сәйкес 2 , 2 -ға тең 
тікбұрышты ашық параллелепипед. Осы параллелепипедті П  
таңбамен белгілейік. Параллелепипед   шардың ішінде 
орналасқандықтан, параллелепипедтің барлық нүктелері үшін 

z
F

  

дербес туынды оң болады және де (9.3) теңсіздік бойынша ),,( zyxF  
функция параллелепипедтің жоғарғы табанының нүктелерінде оң, ал 
төменгі табанында теріс болады. 

Енді ),,( zyxF  функцияны П  параллелепипедтің ішкі ),,( zyx  
мәндері (нүктелері) үшін қарастырып, (9.2) теңдеудің z  бойынша бір 
мәнді шешілетінін дәлелдейік. Ол үшін 'R  кеңістігінен 
координаттары      

      |xx| 0 ,  |yy| 0                             (9.5) 
 
теңсіздіктерді қанағаттандыратын кез келген )y,x('A  нүктені 
қарастырайық. Басқаша айтқанда, ),(' yxA  нүкте XOY  жазықтығында 
орналасқан центрі ),( 00

'
0 yxA  нүкте болатын, қабырғаларының 

ұзындығы 2 -ға тең квадраттың ішкі нүктесі болсын. Енді мына 
тұжырымды дәлелдейік: 'A  нүктенің yx,  координаты үшін 

,( 0 z )0 z  интервалынан тек бір ғана z  саны табылып, 
),,( zyxF 0  теңдігі орындалады. Бұл тұжырымды геометриялық 

тұрғыдан қарасақ, онда ол геометриялық мына мағынаны береді: OZ  
осіне параллель болатын және П  параллелепипедті қиятын кез келген 
түзу S  бетті П  параллелепипедтің ішкі тек бір ғана нүктесінде 
қияды. Дәлелдеу үшін, (9.5) теңсіздікті қанағаттандыратын x  пен y -ті 
тағайындайық және z  аргументті )z,y,x(F  функцияны   00 z,z   
сегмнентте, яғни )z,y,x(F  функцияны ''

' AA 21  кесіндіде қарастырамыз, 
мұндағы 'A1 пен 'A2  нүктелер 'A  нүктеден өтіп әрі OZ  осіне параллель 
болатын түзудің параллелпипед табандарымен қиылысатын нүктелері 
(9.1-сурет). Функцияның ];[ 00   zz  сегменттегі 

z
)z,y,x(F


  дербес 

туындысы оң болғандықтан, ),,( zyxF  осы сегментте өспелі функция 
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болады, басқаша айтқанда, функция ''
' AA 21  кесіндіде өспелі. Олай бол-

са, 0)( '
1 AF  мен 0)( '

2 AF  теңсіздіктерінен мынадай қорытындыға 
келеміз:   00 z,z  сегменттің ішінен 0),,( zyxF  теңдеуді 
қанағаттандыратын тек бір ғана z  мәні табылады. Бұл 
қорытындының геометриялық мағынасы мынадай: '' AA 21  кесіндінің 
бойында S  бетке тиісті тек бір ғана ),,( zyxA  нүкте табылады (9.1-
сурет). ),( yxz   функция (9.5) маңайдың әрбір ),(' yxA  нүктесіне 

);( 00   zz  интервалынан тек бір ғана z  мәні сәйкес келетін және 
сол z  үшін 0),,( zyxF  теңдігі орындалатын функция болсын. 
Сонымен, біз мына тұжырымды дәлелдейік: (9.5) маңайда  |zz| 0  
теңсіздікті қанағаттандыратын тек бір ғана ),( yxz   функция 
табылады және ол (9.2) теңдеуді қанағаттандырады. Теореманың 
бірінші бөлігі дәлелденді. 

Енді теореманың екінші бөлігін дәлелдейік, яғни (9.5) маңайдың 
кез келген ),(' yxA  нүктесінде ),( yxz   функция үзіліссіз болады. 
(9.5) маңайдың кез келген ),(' yxA  нүктесіне R  кеңістіктен ),,( zyxA  
нүкте сәйкес келеді және ),,( zyxA  нүктеде ,(xF 0), zy  болады әрі 
осы нүктенің маңайында дифференциалданады, ал функцияның осы 
нүктедегі 

z
F

  дербес туындысы нөлге тең емес. Демек, (9.5) 

маңайдың кез келген ),(' yxA  нүктесіне орындалатын белгілер 
),( 00

'
0

yxA  нүктеге де орындалады, онда теореманың екінші бөлігін 
дәлелдеу үшін, )y,x(z   функцияның ),( 00

'
0

yxA  нүктедегі 
үзіліссіздігін дәлелдесек жеткілікті, яғни жеткілігінше аз 0  саны 
үшін 0  саны табылып,  |xx| 0 ,  |yy| 0   теңсіздіктерді 
қанағаттандыратын кез келген x  пен y  үшін  |zz| 0  теңсіздігі 
орындалса, мұндағы ),( yxz  , 0z ),( 00 yx .  

Егер мұндағы   санын теореманың бірінші бөлігін дәлелдегендей 
алсақ, онда (9.4) теңсіздік   санының бар болуын қамтамасыз етеді, ал 
  санын қажеттілігінше аз сан болатындай алуымызға болады. Олай 
болса, ),( yxz   функцияның үзіліссіздігі дәлелденді. Енді осы 
функцияның ),( 00

'
0

yxA  нүктедегі үзіліссіздігін өсімше түрде 
келтірейік (8.5-тақырып). ),( yxz   функцияның ),( 00

'
0

yxA  нүктедегі 
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y,x   өсімшелеріне сәйкес келетін өсімшесін z  таңбамен белгілейік, 
онда 00  y,x  болғанда 0z  болады.  

Енді теореманың, ең соңғы, үшінші бөлігін дәлелдейік, яғни (9.5) 
маңайдың кез келген ),(' yxA  нүктесінде ),( yxz   функция 
дифференциалданатынын дәлелдейік. Теореманың екінші бөлігін 
дәлелдегендей, ),( yxz   функцияның ),( 00

'
0 yxA  нүктенің өзінде 

дифференциалданатынын дәлелдесек жеткілікті. Ол үшін 
функцияның ),( 00

'
0 yxA  нүктедегі x  пен y  өсімшелеріне сәйкес 

келетін функцияның толық өсімшесін есептейік.  
Біріншіден, 0),,( 000 zyxF  және  ),,( 000 zyyxxF 0  

болғандықтан, ),,( zyxF  функцияның ),,( 0000 zyxA  нүктедегі z,y,x   
өсімшелерге сәйкес келетін толық өсімшесі нөлге тең: 

            
  0),,(),,( 000000  zyxfzzyyxxFF .            (9.6) 

 
Екіншіден, ),,( zyxF  функция ),,( 0000 zyxA  нүктеде 

дифференциалданатын болғандықтан, оның толық өсімшесі мына 
формуладан анықталады: 

 

       





 






















 



 z
z
Fy

y
Fx

x
FF ,                (9.7) 

 

мұндағы 
z
F,

y
F,

x
F








  дербес туындылар ),,( 0000 zyxA  нүктеде алынады 

және 000  ,,  болады, егер ,0x  0,0  zy  болса. (9.6) 
мен (9.7) формулаларды салыстырып,  

 

      0





 






















 

 z

z
Fy

y
Fx

x
F                    (9.8) 

 

теңдігін аламыз. ),( yxz   функция ),( 00
'
0 yxA  нүктеде үзіліссіз 

болғандықтан (теорема дәлелдеуінің екінші бөлігінде дәлелденген), 
онда 00  y,x  болғанда, 0u  болады. Сондықтан 00  ,  
және де 0 болса, онда 00  y,x  болады. Теореманың шарты 
бойынша, ),,( zyxF  функцияның ),,( 0000 zyxA  нүктеде z  бойынша 
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алынған дербес туындысы нөлге тең емес, яғни 0)( 0 

 A

z
F  және егер 

00  y,x  болса, жоғарыда айтылған 0  болады. Онда 

жеткілікті аз x  пен y  үшін 0



z
F  теңсіздік орындалады. Олай 

болса, (9.8) теңдіктің екі жағын да нөлге тең емес 



z
F  өрнегіне 

бөлейік, сонда 

         




















































 y

z
F
y
F

x

z
F
x
F

z .                         (9.9) 

 
Енді бөлшек функция шегінің теоремасын пайдаланайық: 

                

              


















z
F
x
F

z
F
x
F

, 


















z
F
y
F

z
F
y
F

,                  (9.10) 

 
мұндағы 00  ,  болады, егер  00  y,x  болса. 

Жоғарыдағы (9.9) бен (9.10) формулаларды салыстырып, 
 

yxy

z
F
y
F

x

z
F
x
F

z 














































  

 
теңдікті аламыз. Бұл формула, ),( yxz   функцияның ,( 00 xA )0y  
нүктеде дифференциалданатынын дәлелдейді. Теорема дәлелденді. 

Ескерту. Теореманың шартындағы ),( 000 yxA  нүктеде 
z
F

  дербес 

туындыға қойылған үзіліссіздік шартты қоймауға болады, бірақ бұл 
жағдайда дербес туынды мына шартты қанағаттандыруы керек: 

z
F

  

дербес туынды ),( 000 yxA  нүктенің өзінде әрі оның кейбір 
маңайында нөлге тең емес болуы және осы маңайда оның 
таңбасы сақталынуы қажет. 
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Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Айқындалмаған функцияның анықтамасы.  
2. Функцияның өзі айқындалмаған функция. 
3. Функцияның берілу тәсілі айқындалмаған функция. 

 
9.2.  Айқындалмаған функцияның дербес туындылары 
 
Айқындалмаған функцияның дербес туындыларын табу үшін 

9.15-теорема 0),,( zyxF  функциялық теңдеу үшін орындалсын. 
Онда ),( yxz   функцияның толық өсімшесіне 

             

                       yxy

z
F
y
F

x

z
F
x
F

z 
















































                    (9.11) 

 
теңдігі орындалады, мұндағы 00  , , егер ,x 0  0y  болса. 
Онда ),( yxz   функцияның дербес туындылары мына формуладан 
анықталады: 

                       

z
F
x
F

x
z








 , 

z
F
y
F

y
z








 .                         (9.12) 

 

Осы сияқты, егер айқындалмаған функция mx,...,x,x 21  аргументке 
тәуелді болса, онда оның дербес туындылары мына формуладан 
анықталады: 

 

                 m,k,

z
F
x
F

x
z k

k
1








 .                     (9.13) 

 
Егер де айқындалмаған функцияның нүктедегі екінші ретті 

дербес туындысы бар болуын қамтамасыз ету үшін 9.1-теоремада 
),,( zyxF  функцияға қойылатын шартты толықтыруымыз 

(күшейтуіміз) керек, яғни функция, қарастырылып отырған нүктеде, 
екі рет дифференциалдануы керек. Осы толықтырған шарт 
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орындалсын деп ұйғарып, екінші ретті дербес туындыларды табайық. 
Ол үшін дифференциалданатын үш аргументті ),,( zyx  функцияны 
қарастырайық және де мұндағы, z  айнымалының өзі y,x  
аргументтері бойынша дифференциалданатын функция болсын. Онда 

),,( zyx  функцияны x  пен y  екі аргументті күрделі функция ретінде 
қарастыруға болады. Осы күрделі функциядан x  пен y  бойынша 
алынған дербес туындылары ),,( zyx  функцияның толық дербес 

туындылары деп аталады және ол 
Dx
D  және 

Dy
D  таңбаларымен 

белгіленеді. Күрделі функцияны дифференциалдау ережесі бойынша 
),,( zyx  функцияның толық дербес туындыларын мына формуладан 

табамыз: 

xx
z

zDx
D














,  
yy

z
zDy

D











 . 

 
Енді айқындалмаған функцияның екінші ретті дербес 

туындыларын есептейік. Анықтық үшін 
yx

u


2
 дербес туындыны 

есептейік, ол үшін (9.12) формуладағы 
x
z

  бірінші дербес туындыны 

y  бойынша дифференциалдайық әрі ондағы 
x
F

  пен 

y
F

  дербес 

туындылардың әрқайсысы да z,y,x  аргументтерге тәуелді, ал z  
айнымалы y,x  аргументтерге тәуелді функция болсын, онда 

 





























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













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


















2

2

z
F

Dy
z
FD

x
F

Dy
x
FD

z
F

Dy
z
F
x
F

D

yx
z  

 

2

2

2
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
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
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


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







































z
F

yz
F

y
u

z
F

x
F

yx
F

y
z

zx
F

z
F

. 
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Осы екінші ретті туындыдағы 
y
z

  дербес туындының орнына 

(9.12) формуладағы екінші дербес туындыны қояйық, сонда  
  

       
3

2

2

2222

2


























































z
F

z
F

x
F

zy
F

y
F

x
F

z
F

z
F

yx
F

z
F

y
F

zx
F

yx
u  .     (9.14) 

 

Осы сияқты қалған дербес туындыларды табуға болады. 
1-ескерту. ),( yxF  функция үшін (9.12) формула мына түрде 

анықталады  
 

( zxxfy  )()( ):
))(,(
))(,(

),(
),(

)(' '

'

)(
'

'

xfxF
xfxF

yxF
yxF

xf
y

x

xfyy

x 


. 

 

Бұл жағдайда, мысалы, ))x(f,x(F '
x  дербес туындыны есептеу 

үшін, алдымен )y,x(F  функциядан x  бойыша туынды аламыз, содан 
соң y -тің орнына )(xfy   функцияны қоямыз, кері орындауға 
болмайды. Ал екінші туындыны табу үшін, осы функциядан тағы да 
бір рет туынды аламыз: 

 

      











))(,(
))(,()('' '

'

xfxF
xfxF

dx
dxf

y

x . 

 
2-ескерту. Егер 0),( 00

' yxFy  теңсіздігі орындалмаса, яғни 
0),( 00

' yxFy  теңдігі орындалса, онда 0A  нүктенің маңайында 
0),( yxF  теңдеуінің y  бойынша бірнеше шешімі болуы мүмкін. 

Мысалы, 01),( 22  yxyxF  теңдеуіне 0)0,1( F , 0)0,1(' yF  
теңдіктері орындалады. )0,1(0A  нүктенің маңайында 1x  үшін, 

0),( yxF  теңдеуінің y  бойынша нақты шешімі жоқ, ал 1x  үшін 
теңдеудің үзіліссіз екі шешімі бар, олар 21 xy  , y  21 x . 

0),( 22  yxyxF , 0)0,0()0,0( '  yFF  теңдеуінің y  бойынша 0x  
үшін шешімі жоқ. 8.28-теоремадағы 0),( 00

' yxFy  шарт ,( 00 xA )y0  
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нүктенің маңайында тек бір ғана )(xfy   функцияның бар болуы 
үшін жеткілікті, бірақ ол қажетті шарт емес. Мысалы, 

,(xF 0) 33  yxy  теңдеуі үшін )0,0(O  нүктеде )0,0(F 0)0,0(' yF  
теңдіктері орындалады, дегенмен де, бұл теңдеу )0,0(O  нүктенің 
маңайында тек бір ғана xy   ))(( xfy   функцияны анықтайды. 

Мысал. 03432  yxz  функцияның 
yx
z


2
 дербес туындысын 

есептейік. 

Шешуі. (9.12) формуладан:
z

x
x
z

2
3 2



 , 

z
y

y
z 32



 . Осыдан және 

(9.14) формуланы пайдаланып, 
yx
z


2
 дербес туындыны табамыз:  

 

3

3222 3
2

3
z

yx
y
z

z
x

zDy
x
zD

yx
z


































 . 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 

1. 022 322  yxz  функцияның 
yx
z


2
 дербес туындысын 

есептеңдер. 

2. 0342  yxyxz  функцияның 
yx
z


2
 дербес туындысын 

есептеңдер. 
 
9.3  Беттің және жазық қисық сызықтың ерекше нүктелері 
 
Декарт координат жүйесінде 0),,( zyxF ( 0),( yxF ) теңдеумен 

берілген S  бетті ( L  жазық қисық сызықты) қарастырайық, мұндағы, 
функция ),,( zyxF  ( ),( yxF ) өзінің барлық аргументтері бойынша S  
беттің ( L  қисық сызықтың) кез келген нүктесінің белгілі бір 
маңайының барлық нүктелерінде бірінші ретті үзіліссіз дербес 
туындылары бар болсын. S  беттің ( L  қисық сызықтың) осы нүктесі  
ерекше нүкте  деп аталады, егер ),,( zyxF  ( ),( yxF ) функцияның осы 
нүктедегі бірінші ретті туындылары нөлге тең болса. Ерекше 
нүктенің маңайында 0),,( zyxF  ),(( yxF )0  теңдеуге 9.1-
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теореманы қолдануға болмайды, яғни ,,( yxF 0) z  ( 0),( yxF )  
теңдеуі ),(,, yxzyx  айнымалыларының кем дегенде біреуі бойынша 
шешіледі деп тұжырымдаған дұрыс емес. Сондықтан, S  беттегі             
( L  қисық сызықтағы) ерекше нүктеге жапсарлас (мейлінше жақын) 
орналасқан беттің бөлігі координат жазықтықтардың (қисық сы-
зықтардың бөлігі координат осьтердің) біреуінде бір мәнді 
проекцияланбауы мүмкін. S  беттегі ( L  қисық сызықтағы) ерекше 
нүктенің маңайындағы бет (қисық сызық) бөлігінің құрылысы 
күрделі болады, сондықтан оны қосымша зерттеуге тура келеді.  

S  беттегі ( L  қисық сызықтағы) ерекше емес нүктелер 
қарапайым (жай) нүктелер деп аталады. Қарапайым нүктелердің 
маңайына 9.1-теореманы қолдануға болады, сондықтан қарапайым 
нүктеге жапсарлас орналасқан S  беттің (L  қисық сызықтың) бөлігін 
кем дегенде, бір координат жазықтығына (координат осіне) бір мәнді 
проекциялауға болады, демек беттің бұл бөлігін зерттеу оңайланады. 
Енді 9.1-теореманы пайдаланып, )(xfy   функцияның кері 
функциясы бар болуын қамтамасыз ететін белгіге тоқталайық. 

)(xfy   функцияны функциялық 0)(),(  yxfyxF  теңдеу түрінде 
қарастырамыз. Онда кері функцияның бар болуы жайындағы сұрақ, 
жоғарыда айтылған функциялық теңдеудің x  бойынша шешілуі 
туралы сұрақпен бірдей. Олай болса, 9.1-теореманы және осы 
теоремаға келтірілген ескертуді ескеріп, мынадай қорытындыға 
келеміз: егер 0x  нүктенің кейбір маңайында )(xfy   функцияның 
туындысы нөлге тең болмаса әрі оның таңбасы сақталса, онда 0x  
нүктенің маңайында, )(xfy   функцияның, 0y  нүктенің маңайында 
анықталатын және дифференциалданатын )(1 yfx   кері функциясы 
бар және кері функцияның 0y  нүктедегі туындысы (9.12) фор-
муланың екінші формуласы бойынша   1

0
' )(


xf -ге тең болады. 

 
9.4.  Функциялық теңдеулер жүйенің шешімі туралы теорема 
 
Өткен тақырыпта, бір ғана теңдеумен берілген функциялық 

теңдеу арқылы айқындалмаған функцияның бар болуын және оның 
дифференциалданатынын қарастырдық. Ал енді осы тақырыпта саны 
m  айқындалмаған функциядан құралған функциялық теңдеулер  
жүйесін қарастырамыз: 



Жоғары математика курсы 
 

 
 217

     
















,0),...,,,,...,,(
.........

,0),...,,,,...,,(
,0),...,,,,...,,(

2121

21212

21211

mnm

mn

mn

zzzxxxF

zzzxxxF
zzzxxxF

                   (9.15) 

 
мұндағы n,m  – натурал сандар.           

Функциялық теңдеулер жүйесінің шешімін                              

   












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),...,,(
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n

xxxz

xxxz
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                           (9.16) 

 

түрінде іздестірейік. Өткен тақырыпта қойылған негізгі сұраққа (9.15) 
функциялық теңдеулер жүйесіне қояйық, яғни (9.15) жүйенің 

,z,z 21 mz...,  айнымалары бойынша өрнектелген (9.16) формула 
түріндегі шешімін іздестіру.   

Анықтама. Егер (9.16) формуладағы ),...,,( 21 ni xxx  
функциялардың әрқайсысы өзінің nx,...,x,x 21  айнымаларының өзгеру 
облысында үзіліссіз әрі дифференциалданса, онда бұл шешім D  
облыста үзіліссіз әрі дифференциалданады деп аталады.                

Енді мына белгілеулерді енгізейік: nx,...,x,x 21 , mz,...,z,z 21  
айнымалардан анықталған mn   кеңістікті R  таңбамен, ал ,x,x 21 nx...,  
айнымалардан анықталған n  кеңістікті 'R  таңбамен белгілейік. (9.15) 
жүйедегі mF,...,F,F 21  функцияларды және олардың бірінші ретті 
дербес туындыларынан анықталған Якоби анықтауышы (якобиан 
анықтауышы) деп аталатын мына анықтауышты қарастырайық және 
ол былай бегіленеді 
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9.2-теорема (9.1-теореманың жалпыламасы) R  кеңістігіндегі 
,,( 0

2
0

0 1
xxA  ),...,,,..., 00

2
0
1

0
mn zzzx  нүктенің кейбір маңайында m  функция 
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,0),...,,,,...,,(
,0),...,,,,...,,(
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mnm
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                      (9.18) 

 
дифференциалдансын әрі олардан mz,...,z,z 21  айнымалары бойынша 
алынған дербес туындылары 0A  нүктеде үзіліссіз болсын. Егер (9.18) 

функциялар 0A  нүктеде нөлге тең, ал 
),...,,(
),...,,(

21

21

m

m

zzzD
FFFD  якобиан 

анықтауышы нөлге тең болмаса, онда жеткіліктігінше аз ,01   
002  ,...,  сандары үшін 'R  кеңістігіндегі ),...,,( 00

2
0

0 1 nxxxA  нүктенің 

маңайы табылып, осы маңайда 1
0
11  |zz| , 2

0
22  |zz|  ,…, 

mmm |zz|  0  теңсіздіктерді қанағаттандыратын тек бір ғана (9.16) 
функциялар табылады әрі олар (9.15) жүйенің шешімі болады және ол 
шешім жоғарыда айтылған 'A0  нүктенің маңайында үзіліссіз әрі 
дифференциалданады. Теореманы дәлелдеусіз қабыл алып, (9.15) 
функциялық теңдеулер жүйенің дербес туындыларын есептейік. Бұл 
жағдайда 9.2-теорема орындалсын деп ұйғарайық. Онда, (9.16) 
функциялар (9.15) жүйенің шешімі. Осы шешімді (9.15) жүйеге 
қойып, тепе-теңдікті ix  бойынша дифференциалдайық, сонда 
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мұндағы m,l 1 . Соңғы жүйе 
l

m

ll x
z,...,

x
z,

x
z








 21  m  белгісізі бар сызықты 

теңдеулер жүйесі және бұл жүйенің анықтауышы якобиан 
анықтауышы әрі ол 0A  нүктеде нөлге тең емес. Олай болса, Крамер 
теоремасы бойынша ([1], 3.2-теорема) соңғы жүйенің тек бір ғана 
шешімі бар және ол шешім мына формуладан анықталады: 

),...,,(
),...,,(

),...,,,,...,,(
),...,,(

21

21

1121

21

m

m

mklk

m

l

k

zzzD
FFFD

zzxzzzD
FFFD

x
z 

  функциялық теңдеулер жүйенің 

екінші, үшінші, т.с.с. дербес туындыларын табу үшін (9.17) 
функцияларға қосымша шарт талап етеміз, мысалы, екінші ретті 
дербес туындыны табу үшін, (9.17) функциялар қарастырылып 
отырған нүктеде екі рет дифференциалдануы жеткілікті. 

1-мысал. 0
2
1

 xysiny  функцияның тек бір ғана y )(x  

түрдегі шешімі бар болатынын дәлелдейік, ;(x ) . 

Шешуі. xyyyxF  sin
2
1),(  болсын. Онда 1'

yF 0
2
1

ycos  

болады. Демек, тағайындалған x -тің мәні үшін ),( yxF  функциясы y  
аргумент бойынша өспелі және кез келген тағайындалған x -тің мәні 
мен қажеттілігінше үлкен |y|  мәндері үшін мына теңсіздіктер 
орындалады: 

 

0,0),(  yyxF , 0,0),(  yyxF . 
 

),( yxF  үзіліссіз болғандықтан, кез келген x  үшін тек бір ғана y -
табылып, осы мәндер үшін 0),( yxF  теңдігі орындалады, яғни кез 

келген y  үшін y  0
2
1

 xysin  теңдеуі тек бір ғана )x(y   

функцияны анықтайды. 
2-мысал. 1623  yxyzz  функциясы )2;4;1(0A  нүктенің кейбір 

маңайында тек бір ғана ),( yxz   функцияны анықтайды. 
Шешуі. 16),,( 23  yxyzzzyxF  функциясы ;1(0A )2;4  

нүктенің кез келген маңайында диффренциалданады, ал '
zF xyz 23  

дербес туынды 0A  нүктеде үзіліссіз әрі )2;4;1(F 0 , 08)2;4;1(' zF , 
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яғни ),,( zyxF  функциясы 9.1-теореманың барлық шарттарын 
қанағаттандырады. Сондықтан, 0A  нүктенің кейбір маңайында 

1623  yxyzz  теңдеуінің тек бір ғана z  ),( yx  шешімі бар және 
де 241  );( . ),,( zyxF  функциясы 0A  нүктенің маңайында екі рет 
дифференциалданатын болғандықтан, ),( yxz   функциясы )4;1('

0A  
нүктенің маңайында екі рет дифференциалданады. 

      
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. ),,( zyx  функцияның толық дербес туындылары. 

2. 0
3
1

 xysiny  функцияның тек бір ғана y )(x  түрдегі 

шешімі бар болатынын дәлелде, ;(x ) .      
3. 2523  yxyzz  функциясы )3;4;1(0 A  нүктенің кейбір 

маңайында тек бір ғана ),( yxz   функцияны анықтайтынын көрсет. 
 
9.5. Тәуелді функциялар және функциялардың тәуелсіздігінің  
       жеткілікті белгісі. Функциялық матрица 
 
Біз m  өлшемді ашық D  облысында анықталған және 

дифференциалданатын бірдей n  аргументті m  функцияны 
қарастырайық: 
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                 (9.19) 

 

мұндағы mn  . 
Анықтама. (9.19) функциялардың біреуі, мысалы kz  қалған 

функцияларға D  облысында тәуелді деп аталады, егер D  
облысының барлық ),...,,( 21 nxxx  нүктелеріне  

 

      ),...,,,...,,( 1121 nkkk zzzzzz                       (9.20) 
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теңдігі орындалса, мұндағы, ),...,,,...,,( 1121 nkk zzzzz   функция өзінің 
аргументтерінің өзгеру облысында анықталған және 
дифференциалданатын функция. 

(9.19) функциялар D  облысында тәуелді деп аталады, егер осы 
функциялардың біреуі қалғандарына тәуелді болса. 

Егер дифференциалданатын ,,,...,,( 1121  kk zzzz )..., nz  функция 
жоқ болып, D  облысының барлық нүктелері үшін (9.20) теңдік 
орындалса, онда mz,...,z,z 21  функциялары D  облысында тәуелсіз 
деп аталады. Басқаша айтқанда, егер (9.19) функциялардың кез келген 
біреуі қалғандарына тәуелді болмаса, онда (9.19) функциялар D  
облысында тәуелсіз деп аталады. 

9.3-теорема. Егер (9.19) функциялар ,,,...,,( 0
1

00
2

0
10 mm xxxxA )..., 0

nx  
нүктенің маңайында анықталса әрі дифференциалданса және осы 
функциялардың якобиан анықтауышы 0A  нүктеде m  айнымалардың 
біреуі бойынша нөлге тең болмаса, онда (9.19) функциялар 0A  
нүктенің маңайында тәуелсіз болады. 

Дәлелдеу. 0A  нүктеде 
),...,,(
),...,,(

21

21

n

m

xxxD
zzzD - якобиан анықтауышы нөлге 

тең болмасын. Теореманы кері жориық, яғни 0A  нүктенің маңайында 
mz,...,z,z 21  функциялары тәуелді болсын. Демек, mz,...,z,z 21  

функциялардың бірі, мысалы, kz  функция 0A  нүктенің маңайындағы 
барлық нүктелер үшін қалған функциялар арқылы өрнектеледі: 

              ),...,,,...,,( 1121 mkkk zzzzzz  ,                     (9.21) 
 

мұндағы   дифференциалданатын функция. Күрделі функцияны 
дифференциалдау ережені пайдаланып, kz  функциядан кез келген  lx  
айнымалы бойынша туынды табайық: 
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1
,              (9.22) 

 
мұндағы m,l 1 . Егер (9.22) формуладағы m,...,,l 21  мәндерінің кез 
келгенін 0A  нүктеде алсақ, онда (9.21) якобиан анықтауышының k  
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жатық жолының сәйкес коэффициенттері ,
z

,
z 21 



  

mkk z
,...,

z
,

z
...,










 11
 

болатын қалған жатық жолдарының сызықты комбинациясы арқылы 
өрнектелінеді дейміз. Олай болса, 0A  нүктеде (9.21) якобиан 
анықтауышы нөлге тең, ал бұл тұжырым теорема шартына қайшы 
келеді. Осы қайшылық теореманы дәлелдейді. 

Енді (9.19) функциялар ),...,,( 00
2

0
10 mxxxA  нүктенің кейбір 

маңайында анықталсын әрі дифференциалдансын және оның барлық 
бірінші ретті дербес туындылары 0A  нүктенің өзінде үзіліссіз болсын. 
(9.19) функциялардың дербес туындыларынан анықталған 
функциялық матрица деп аталатын m  жатық, n  тік жолдардан 
құралған мына матрицаны қарастырайық: 
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                      (9.23) 

 
9.4-теорема. (9.23) функциялық матрицаның: 1) r  ретті миноры 

),...,,( 00
2

0
10 nxxxA  нүктеде нөлге тең болмасын; 2) барлық 1r  ретті 

минорлары 0A  нүктенің кейбір маңайында нөлге тең болсын, онда r  
ретті минордағы r  функциялар 0A  нүктенің маңайында тәуелсіз, ал 
қалған функциялардың әрқайсысы осы  r  функцияларға 0A  нүктенің 
маңайында тәуелді, мұндағы rm  . 

Дәлелдеу. (9.23) функциялық матрицаның жоғарғы сол 
жағындағы  r  ретті миноры 0A  нүктеде нөлге тең болмасын, яғни 

 

0

)(...)()(
............

)(...)()(

)(...)()(

00
2

0
1

0
2

0
2

2
0

1

2

0
1

0
2

1
0

1

1






























A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

r

rrr

r

r

. 

 



Жоғары математика курсы 
 

 
 223

Онда rz,...,z,z 21  функциялардың 0A  нүктенің маңайындағы 
тәуелсіздігін 9.3-теоремадан аламыз. Олай болса, mrr z,...,z,z 21   
функциялардың кез келгені 0A  нүктенің маңайында rz,...,z,z 21  
функцияларына тәуелді болатынын дәлелдесек жеткілікті. Дәлелдеу 
барысында (9.19) функциялардың алғашқы r  функцияларына назар 
аударатын боламыз және 00

2
0
1 rz,...,z,z  таңбалармен мына 
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сандарды белгілейік. Онда rn   өлшемді ,...,,,,...,,( 2121 xxzzz r )nx  
айнымалы кеңістігі ),...,,,,....,,( 00

2
0
1

00
2

0
10 nr xxxzzzN  нүктенің маңайында 

(9.19) функциялардың алғашқы  r  функциялары 
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         (9.25) 

 
теңдеулер жүйесінің тек бір ғана шешімі болады әрі ол 
дифференциалданады. Шынында да, rF,...,F,F 21  функцияларының 
бәрі де ,,...,,( 00

2
0
10 nxxxN ,, 00

1 2
zz  )..., 0

rz  нүктеде нөлге тең, ал якобиан 

  01
),...,,(
),...,,(

21

21  r

r

r

zzzD
FFFD  болатынына оңай көз жеткізуге болады. Онда, 

9.2-теореманың шарттары орындалады. Демек, (9.21) 
функциялардың алғашқы r  функциялары (9.25) функциялық теңдеу-
лер жүйесінің шешімі болады. Екінші жағынан, (9.24) минорға тең 

),...,,(
),...,,(

21

21

r

r

zzzD
FFFD  якобиан 0N  нүктеде нөлге тең емес, олай болса, осы 

нүктенің маңайында (9.25) теңдеулер жүйесі rx,...,x,x 21  айнымалары 
бойынша бір мәнді шешіледі, яғни 0N  нүкте маңайының барлық 
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нүктелерінде (9.25) жүйенің дифференциалданатын тек бір ғана 
шешімі бар және ол шешімді былай белгілейік: 

 























).,...,,,,....,,(
.........

),,...,,,,....,,(
),,...,,,,....,,(

2121

212122

212111

rnrrrr

rnrr

rnrr

zzzxxxx

zzzxxxx
zzzxxxx






                   (9.26) 

 
(9.26) форрмуладағы теңдеулер мен (9.19) формуладағы теңдіктер 

,,( 0
2

0
10 xxN ,x..., n

0 ),...,, 000
1 2 rzzz  нүктенің маңайында эквивалентті. Егер 

(9.26) формулада анықталған rx,...,x,x 21 -ді (9.19) формуладағы 
алғашқы r  теңдеудегі ,, 21 xx rx..., -ге қойсақ, онда (9.19) теңдеудің 
алғашқы r  теңдеуі ,...,x,x rr 21  ,xn  rz,...,z,z 21  айнымалар бойынша 
тепе-теңдікке айналады: 
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мұндағы ),...,,,,...,,()( 2121 rnrr zzzxxx  . (9.27) тепе-теңдіктерді lx  
айнымалар бойынша дифференциалдайық және ,z1 rz,...,z2  
айнымалары ,xr 1  nr x,...,x 2  айнымаларына тәуелді болмайтынын 
ескерсек ( n,rl 1 ), онда 
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теңдіктері орындалады және олар ),...,,( 00
2

0
10 nxxxA  нүктенің кейбір 

маңайындағы барлық nrr x,...,x,x,...,x,x 121   нүктелер үшін де 
орындалады. 

Енді 0A  нүктенің кейбір маңайында 1rz  функциясы ,...,z,z 21 rz  
функцияларына тәуелді болатынына көз жеткізу үшін, (9.26) 
формуладан анықталған rx,...,x,x 21  мәндерді (9.19) формуладағы 1r   
теңдікке қояйық ( rm  ): 

 
))(),...,(),(( 2111   rrrz   

 
және оны   әрпімен белгілейік: 

       
     ),...,,,,...,,( 21211 rnrrr zzzxxxz   .                 (9.29) 

 
Осы белгілеуден соң, теореманы дәлелдеу үшін ,...,,( 0

2
0
10 xxA )0

nx  
нүктенің жеткілікті аз маңайындағы ,...,x,x,...,x,x rr 121  nx  
айнымалардың мәндері үшін   функция nrr x,...,x,x 21   айнымаларына 
тәуелсіз болатынын дәлелдесек жеткілікті. Ол үшін 0A  нүктенің 
жеткілікті аз маңайындағы барлық nx,...,x,x 21  мәндер үшін  

 

       n,rl,
xl

10 

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                     (9.30) 
 
теңдігі орындалатынын дәлелдесек жеткілікті. Ол үшін (9.29) күрделі 
функцияны lx  айныма бойынша дифференциалдайық: 
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Енді (9.23) матрицаның төмендегі 1r -ретті минорын 

қарастырайық: 
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Теореманың шарты бойынша 0A  нүктенің маңайындағы барлық 
нүктелерде (9.32) минор нөлге тең. ),....,31.2(),31.2( 21  )31.2( 1r  
теңдіктерді (9.32) минордың соңғы тік жолы элементтерінің сәйкес 
алгебралық толықтауышына ([12], 1.4-тақырып) көбейтейік және 
саны 1r -ге тең осы теңдіктерді мүшелеп қосайық. Анықтауыштың 
кез келген тік жолының элементтерін оның алгебралық 
толықтауыштары көбейтінділерінің қосындысы осы анықтауыштың 
мәніне тең ([12], 1.4-теорема): 

 

1,1,1 



  rkA
x kr

l

, 

 

мұндағы 1krA  анықтауыштың 
l

k

x
  элементтерінің алгебралық 

толықтауышы және ол 0A  нүктенің маңайында нөлге тең емес (9.24) 
анықтауышқа тең. (9.23) матрицаның элементтеріндегі барлық дербес 
туындылар 0A  нүктеде үзіліссіз, сондықтан (9.24) анықтауышы 0A  
нүктеде үзіліссіз. Олай болса, үзіліссіз функция таңбасының тұрақты 
болуы теорема бойынша, (9.23) матрицаның анықтауышы 0A  
нүктенің маңайында да нөлге тең емес. Онда, соңғы теңдіктен дә-
лелдеу керек (9.30) теңдікті аламыз. Теорема дәлелденді. 

1-мысал. 211 xxy  , 212 xxy   функциялары ),(O 00  нүктенің кез 
келген маңайында тәуелсіз болатынын дәлелдейік. 

Шешуі. 1y  мен 2y  функциялар үшін 1x  мен 2x  айнымалары 
бойынша якобиан анықтауышын құрайық: 
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Осыдан якобиан анықтауышы ),(O 00  нүктеде нөлге тең. Бірақ та 
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нүктенің )0(U  маңайы үшін 9.3-теореманың шарттары орындалады, 
олай болса, 1y  мен 2y  функциялары  )0(U  маңайында үзіліссіз. 

2-мысал. Егер  
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Функциялары  берілсе, онда сандар осінің кез келген нүктенің 
кейбір маңайында 1y  функциясы 2y  функциясына тәуелді болатынын, 
ал бүкіл сандар осінде 1y  функциясы 2y  функциясына тәуелді 
болмайтынын дәлелдейік. 

Шешуі. 1x  теңсіздікті қанағаттандыратын сандар осіндегі кез 
келген x  нүктеге 1y  мен 2y  функциялардың арасындағы тәуелділікті 

2111 )( yyy   формуласымен өрнектейтін маңайды, ал 1x  үшін 
0221  )y(y  формуламен өрнектейтін маңайды табуға болады. 

Сондықтан, 1y  функциясы 2y  функциясына x  нүктенің кейбір 
маңайында тәуелді болады. Енді 1y  функциясы барлық сандар осінде 

2y  функциясына тәуелсіз болатынын көрсетейік. Ол үшін кері 
жориық, яғни бүкіл сандар осінде 1y  функциясы 2y  функциясына 
тәуелді болсын. Онда барлық x  үшін дифференциалданатын )( 2y  
функциясы табылып, 1y )( 2y  теңдік орындалады, яғни )(11 xyy  , 

)(22 xyy   функцияларды )( 21 yy   теңдікке қойғанда, бұл теңдік x  
айнымалы бойынша тепе-теңдікке айналады: ))(()( 21 xyxy  . Осы 
тепе-теңдіктегі 2x  болсын делік және 0)2(1 y ,  )2(2y 1  
теңдіктерді ескеріп, 01  )(  теңдігін аламыз. Енді 1x  болсын және 

1)1(1 y , 1)1(2 y  теңдіктерін ескеріп, 11  )(  теңдігін аламыз. 
Сонымен, 01  )(  және 11  )(  теңдіктері бір-біріне қарама-қайшы 
келеді. Демек, бүкіл сандар осінде )(1 xy  функциясы )(2 xy  
функциясына тәуелді емес. 

3-мысал. 43211 xxxxy  , 43212 xxxxy  ,    2
313 xxy  

 242 xx    функцияларын сызықты тәуелділікке зерттейік. 
Шешуі. 321 y,y,y   функциялардың функционалды матрицасын 

құрайық 
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       


















42314221 2222
1111

1111

xxxxxxxx
A  

 
Бұл матрицаның нөлге тең емес екінші ретті миноры бар, мысалы 

02
11

11



, ал үшінші ретті барлық минорлар нөлге тең. Онда 9.4-

теорема бойынша, 1y  мен 2y  функциялары ),,,( 4321 xxxxA  нүктенің 
маңайының әрбір нүктесінде тәуелсіз, яғни 4E  кеңістігінде олар 
тәуелсіз, ал 3y  функция )(1 xy  пен )(2 xy  функцияларына A  нүктенің 
кейбір маңайының әрбір нүктесінде тәуелді. Дегенмен, осыдан 3y  
функция 1y  мен 2y  функцияларға бүкіл 4E  кеңістігінде тәуелді деп 
айтуға болмайды (2-мысал). Бірақ та 321 y,y,y  функциялары 

3y  2
2

2
12

1 yy   өрнекпен түрленетінін оңай көз жеткізуге болады, 

яғни 3y  функция бүкіл 4E  кеңістікте 1y  мен 2y  функцияларына 
тәуелді. Сонымен, 321 y,y,y  функциялары 4E  кеңістікте тәуелді 
болады. 

 
9.6.  Функцияның шартты экстремумы 
 
Біз 8.18-тақырыпта функцияның локальды экстремумын 

қарастырдық, мұнда функцияның аргументтері ешқандай қосымша 
шартқа байланыссыз болды. Математикада функцияның экстремумын 
іздестіргенде оның аргументтері қосымша шартқа байланысты 
болады. Осындай функцияның экстремумы шартты экстремум  деп 
аталады. 

Мысалы, 22 yxz   функцияның аргументтері 01 yx  
теңдеуге байланысты болатын 22),( yxyxz   функцияның 
экстремумын табу керек болсын, яғни ),( yxz  функцияның 
экстремумын бүкіл XOY жазықтығында емес 01  yx  түзуінің 
бойында ғана іздестіру керек. Ол үшін 22 yxz   функциядағы y  
айнымалының орнына 01  yx  түзуден y -ті тауып қоямыз:  

 

122)( 2  xxxz . 
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             9.2-сурет 
 
Енді бір айнымалы 122 2  xx)x(z  функцияның экстремумын 

табайық (9.2-сурет): 24'  xz , 4'' z , 
2
1

x . Онда )(xz  функциясының 

2
1

x  нүктеде 
2
1

2
1







z  минимумы бар. Сонымен, 01  yx  түзумен 

байланысты ,(xz  22) yxy   функциясының 







2
1

2
1

2 ;A   нүктедегі 

шартты минимумы minu  
2
1

 -ге тең болады. Ал 22),( yxyxz   

функцияның шартсыз минимумы ),(O 00  нүктеде қабылдайды және 
ол 0)0,0( z -ге тең. 9.2-суреттен  2),( xyxz 2y  функцияның XOY  
жазықтықтағы минимумы осы функцияның yx  01   түзуі 
бойындағы минимумымен бірдей емес екенін байқауға болады. 

Енді mn   айнымалы 
 

         ),...,,,,...,,( 2121 mn yyyxxxfz                 (9.33) 
 
функцияның аргументтері байланыс шарттар (теңдеулер) деп 
аталатын 

  
















0),...,,,,...,,(
.........

,0),...,,,,...,,(
,0),...,,,,...,,(

2121

21212

21211

mnm

mn

mn

yyyxxxF

yyyxxxF
yyyxxxF

                 (9.34) 
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m  теңдеумен байланысқан (9.33) функцияның шартты экстремумын 
табайық және ),...,,,,...,,( 00

2
0
1

00
2

0
10 mn yyyxxxA  нүктенің координаттары 

(9.34) байланыс теңдеулерді қанағаттандырсын. 
Анықтама. (9.34) теңдігі орындалғанда (9.34) функцияның 0A  

нүктеде шартты максимумы (минимумы) бар деп аталады, егер 0A  
нүктенің маңайы табылып, координаттары (9.34) теңдікті 
қанағаттандыратын осы маңайдың кез келген 

,( 1xA ,...,,,,..., 212 yyxx n )my  )( 0AA   нүктесі үшін )(Af )( 0Af  
( )(Af )( 0Af ) теңсіздігі орындалса. 

Демек, координаттары (9.34) байланыс шарттарды 
қанағаттандыратын 0A  нүктедегі функцияның шартты максимумы 
(минимумы) дегеніміз, 0A  нүктенің кейбір маңайындағы барлық 
нүктелерге қатысы жоқ, тек координаттары (9.34) теңдіктерді 
қанағаттандыратын 0A  нүктенің маңайындағы нүктелердегі (9.33) 
функция мәндерінің ең үлкен (ең кіші) мәні. 

Байланыс (9.34) шарттары бар (9.33) функцияның шартты 
экстремумын табу үшін (9.34) теңдеулердегі ,...,,,,...,,( 2121 yyxxxF ni )my  
функциялар 0A  нүктенің кейбір маңайында дифференциалдансын 
және 0A  нүктенің өзінде ,,...,,( 21 ni xxxF  ),...,, 21 myyy  функциядан 

my,...,y,y 21  айнымалары бойынша алынған дербес туындылары 
үзіліссіз, ол якобиан анықтауышы 

 

            mi
yyyD
FFFD

m

m ,1,0
),...,,(
),...,,(

21

21                       (9.35) 

 
болсын деп ұйғарайық. Онда, 9.2-теорема бойынша жеткілікті аз 

m,...,,  21  оң сандары үшін ),...,,( 21 nxxx  айнымалы кеңістігіндегі 
),...,,( 00

2
0
1

'
0 nxxxA  нүктенің маңайы табылып, осы маңайдың барлық 

нүктелерінде 
1

0
11 ||  yy , 2

0
22 ||  yy  ,…, mmm yy  || 0  

 

теңсіздіктерді қанағаттандыратын 
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 
 

 














mmm

m

m

xxxy

xxxy
xxxy

,...,,
..................................

,,...,,
,,...,,

21

2122

2111






                                (9.36) 

 

функциялары анықталады әрі олар тек біреу ғана және (9.34) жүйенің 
дифференциалданатын шешімі болады. Табылған (9.36) 
функцияларды (9.33) формулаға қойып, (9.34) байланыс теңдеулері 
бар (9.33) функцияның 0A  нүктедегі шартты экстремумының бар 
болуын табу есебінен, nx,...,x,x 21  аргументті  

 
,,(,,...,,( 21121 xxxxxfz n   )),...,,(),...,..., 21 nmn xxxx ),...,,( 21 nxxx . (9.37) 

 

күрделі функцияның )x,...,x,x(A n
' 00

2
0
10  нүктедегі шартсыз 

экстремумының бар  болуын табу есебіне келеміз ((9.37) функцияның 
шартсыз экстремумын табуды 8.17, 8.18-тақырыптарда 
қарастырғанбыз). 

Енді шартты экстремумды іздестіргенде (9.34) байланыс 
теңдеулерді шешпей-ақ, 0A  нүктедегі функцияның шартты 
экстремумы бар болуының ең болмағанда қажетті белгісін табу 
жолын қарастырайық. Ол үшін (9.33) функция 0A  нүктеде 
дифференциалдансын әрі осы нүктеде (9.34) байланыс шартттары бар 
(9.33) функцияның шартты экстремумы бар болсын (немесе (9.37) 
функцияның 'A0  нүктеде шартсыз экстремумы бар болсын). 
z ),...,,( 21 nxxx  функция экстремумының 'A0  нүктедегі қажетті 

белгісі бойынша, осы функцияның 0A  нүктедегі бірінші ретті 
дифференциалы кез келген  mdx,...,dx,dx 21  бойынша нөлге тепе-тең: 

 

0)(...)()( '
02

'
0

2
1

'
0

1













 m
m

dxA
x

dxA
x

dxA
x

dz .           (9.38) 

 
Бірінші дифференциалдың инварианттылық қасиеті бойынша 

және (9.37) формуланы пайдаланып, (9.38) формуланы мына түрде 
жазайық: 
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











 n
n

dxA
x
fdxA

x
fdxA

x
fdz )(...)()( 020

2
10

1
 

                                       

         ,0)(...)( 010
1









 m
m

dyA
y
fdyA

y
f               (9.39) 

 
мұндағы mdy,...,dy,dy 21  дифференциалдар (9.36) функциялардың 
дифференциалдары. Олай болса, (9.39) теңдік ,dy,dy 21  mdy..., бойынша 
нөлге тепе-тең емес. Енді (9.34) жүйенің шешімі болатын (9.36) 
функцияларды (9.34) байланыс шарттарға қойдық деп есептейік. Бұл 
жағдайда, (9.34) байланыс шарттар тепе-теңдіктерге айналады және 
оларды дифференциалдайық: 
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             (9.40) 

 
мұндағы дербес туындылар ),...,,,,...,,( 21210 mn yyyxxxA  нүктеде алынған.   

Ұйғаруымыз бойынша, (9.35) якобиан анықтауышы 0A  нүктеде 
нөлге тең емес, олай болса (9.40) сызықты теңдеулер жүйедегі 

mdy,...,dy,dy 21  дифференциалдарын ,...,dx,dx 21 mdx  дифференциалдар 
арқылы сызықты функция ретінде өрнектеуге болады. Осы 

mdy,...,dy,dy 21  өрнектерді тауып, (9.39) теңдікке қояйық және оларды 
mdx,...,dx,dx 21  өрнектері бойынша жинақтап мына теңдікті аламыз: 

02211  nndxA...dxAdxA , мұндағы, nA,...,A,A 21  таңбалары арқылы 
0A  нүктедегі f , ,F1 mFF ,...,2  функциялардың дербес туындылары бел-

гіленген. 
Соңғы теңдеуде тек қана тәуелсіз айнымалардың 

дифференциалдары ғана бар, олай болса бұл теңдіктен 
 

     000 21  nA,...,A,A                       (9.41) 
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теңдіктерін аламыз. (9.41) теңдіктермен) (9.34) байланыс шарттарды 
біріктіріп, (9.34) байланыс шарттары бар (9.33) функция 
экстремумы бар болуының қажетті белгісін табамыз: 

   

     000 21  nA,...,A,A , 000 21  mF,...,F,F .         (9.42) 
 
Сонымен, функцияның шартты экстремумы бар болуы мүмкін 

болатын ),...,,,,...,,( 000000
0 2121 mn

yyyxxxA  нүктені табу үшін mn   белгісізі 
бар mn   теңдеулер жүйесін шешу қажет: 

 











.,1,0),...,,,,...,,(

,,1,0),...,,,,...,,(

2121

2121

niyyyxxxA

miyyyxxxF

mni

mni
 

 
Осы жүйені mn y,...,y,y,x,...,x,x 2121  белгісіздері арқылы шешіп, 

A нүктенің координатын табамыз.                                                
Енді функцияның шартты экстремумын табу үшін, 0A  нүктедегі 

2d  екінші ретті дифференциалдың (квадрат пішіннің) таңбасын 
есептеу керек, яғни егер 02 


d  

2(d )0  болса, онда (9.33), 
(9.34) функцияның 0A  нүктеде шартты минимумы (максимумы) бар. 

Біз жоғарыда функцияның шартты экстремумын айнымаларды 
айыру әдісі деп аталатын әдіспен анықтадық. 

Енді функцияның шартты экстремумын табу үшін Лагранж әдісі 
деп аталатын әдісті қарастарайық. 

                                                                                                                         
9.7.  Лагранждың белгісіз көбейткіштер әдісі 
 

1. Біз жоғарыдағы тақырыпта, nx,...,x,x 21  айнымаларды тәуелсіз, 
ал ,y1  my,..,y2  айнымаларды nx,...,x,x 21  айнымаларға тәуелді функция 
ретінде қарастырдық. Көп жағдайда, осы айтылған есепті 
күрделендіре түседі. Сондықтан Лагранж ұсынған әдіспен 
танысайық. Ол үшін (9.40) жүйені, әзірше белгісіз ,, 21  ..., m  
тұрақты көбейткіштерге көбейтейік: 
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Осы жүйеге (9.39) теңдікті мүшелеп қосайық және 

,dx,dx 21 ..., mdx , ,dy1  mdy,...,dy2  дифференциалдары арқылы жинақтап 
жазайық: 
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Осыдан:   

 



 ...dy

y
fF...FF mm

1
1

2211  

 





 m
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mm dy
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fF...FF 2211  
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
  

 

мұндағы mmF...FFf  2211  функцияны  ,( 1x ),...,,,,..., 212 mn yyyxx   
әрпімен белгілейік, онда: 
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,                 (9.43) 
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мұндағы функция 
 

mm F...FFf  2211  
 
Лагранж функциясы деп аталады. Өткен тақырыпта 
,( 1xFi ,,,..., 12 yxx n  im Fyy ),...,2  функцияға қойылған шарттар 

орындалсын деп ұйғарайық және белгісіз m,...,,  21  тұрақты 
көбейткіштерді 

 

                         000
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
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y
,
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                          (9.44) 

 
теңдіктері орындалатындай етіп таңдап алайық. (9.44) теңдіктері 
орындалатындай ),1( mii   көбейткіштерді таңдап алуға болады, 
себебі (9.44) теңдіктері мына сызықты жүйеге өрнектелінеді: 
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және ұйғаруымыз бойынша осы жүйенің якобианы нөлге тең емес. 
Енді (9.43) теңдікке (9.44) теңдіктерді пайдаланып, мына теңдікке 
келеміз: 

                       02
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.                    (9.45) 

 

Жоғарыда айтылғандай, nxxx ,...,, 21  айнымалары тәуелсіз 
болғандықтан (9.45) теңдіктен мына теңдіктерді аламыз: 
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Енді (9.44) пен (9.46) теңдіктерге (9.33) функцияның (9.34) 
байланыс-шарттарын біріктіріп, mn 2  теңдеулер жүйесін аламыз: 

 

    









































.F,...,F,F

,
y

,...,
y

,
y

,
x

,...,
x

,
x

m

m

n

000

000

000

21

21

21
                            (9.47) 

 
Бұл жүйеден функцияның шартты экстремумы бола алатын 

нүктенің mn   ),...,,,,...,,( 2121 mn yyyxxx  координатын және саны m -ге 
тең m,...,,  21  көбейткіштерді анықтаймыз. 

Осы айтылғандарды қорыта келе мына тұжырымға келеміз 
(шартты экстремумның қажетті белгісі): Егер     

1) ),...,,,,...,,( 2121 mn yyyxxxfu   функция  ,( 0
0 1

xA  
),...,,,,..., 00000

212 mn
yyyxx  нүктеде дифференциалданса әрі осы нүктеде 

функцияның (9.34) байланыс шарттары бойынша шартты экстремумы 
бар болса; 

2) (9.34) байланыс шарттарына 0A  нүктенің кейбір маңайында 
9.2-теореманың барлық шарттары (9.36) функцияларға орындалсын. 
Онда m,...,,  21  сандары табылып, Лагранж функцияның барлық 
бірінші ретті дербес туындылары 0A  нүктеде нөлге тең, яғни (9.47) 
теңдіктер орындалады. 

 
9.8.  Шартты экстремумның жеткілікті белгісі 
 
Функцияның шартты экстремумының 0A  нүктедегі (9.47) қажетті 

белгісі орындалсын деп ұйғарайық әрі осыған қосымша (9.33) 
функциялардың екінші ретті дифференциалы 0A  нүктенің маңайында 
бар болсын және барлық екінші ретті дербес туындылары 0A  
нүктенің өзінде үзіліссіз болсын. Енді (9.33) функцияның 

,,...,,( 21 nxxxA ),...,, 21 myyy  мен ),...,,,,...,,( 00
2

0
1

00
2

0
10 mn yyyxxxA  нүкте-

лердегі айырымын қарастырайық: 
 

 ),...,,,,...,,()()( 21210 mn yyyxxxfAfAf  
 

   ),...,,,,...,,( 00
2

0
1

00
2

0
1 mn yyyxxxf .                           (9.48) 
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Осы сияқты Лагранж функцияның осы нүктелердегі айырымын 
қарастырайық:  

 

 ),...,,,,...,,()()( 21210 mn yyyxxxfAA   
 

 ...),...,,,,...,,( 212111 mn yyyxxxF  
 

 ),...,,,,...,,( 2121 mnmm yyyxxxF ),...,,,,...,,( 00
2

0
1

00
2

0
1 mn yyyxxxf  

 

 ...),...,,,,...,,( 212111 mn yyyxxxF  
 

).,...,,,,...,,( 2121 mnmm yyyxxxF  
 
Осыдан (9.34) теңдіктерді ескеріп, 

       

 ),...,,,,...,,()()( 21210 mn yyyxxxfAA   
          

            ),...,,,,...,,( 212111 mn yyyxxxF                          (9.49) 
 
теңдікті аламыз. (9.48) бен (9.49) салыстырсақ, онда (9.33) функция 
мен Лагранж функцияның экстремумдары бірдей. Олай болса, 8.17 
және 8.18-тақырыптарды пайдаланып, (9.34) байланыс шарттары бар 
(9.33) функцияның 0A  нүктедегі шартты экстремумының жеткілікті 
белгісін табу үшін, (9.47) теңдеулерге қосымша Лагранж функцияның 

0A  нүктедегі екінші ретті дифференциалының таңбасын анықтау 
керек. Онда, 8.17 және 8.18-тақырыптардан:  

(9.34) байланыс шарттары бар (9.33) функцияның 0A  
нүктедегі минимумы (максимумы) бар, егер 0

0
2  A|d  ( 0|

0
2 Ad  ) 

теңсіздігі орындалса. 
Функцияның экстремумы бар болуы мүмкін 

,...,,( 0
2

0
10 xxA ,xn

0 ),...,, 00
2

0
1 myyy  нүктедегі Лагранж функцияның осы 

нүктедегі екінші ретті дифференциалын mn y,...,y,y,x,...,x,x 2121  
айнымалардың барлығы тәуелсіз деп қарастырғанда да есептей 
аламыз. Шынында да, жалпы жағдайда 2d  дифференциалы инвари-
антты емес және егер my,...,y,y 21  айнымалылары ,...x,x 21 nx,  
айнымаларына тәуелді болса, онда 
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Функцияның экстремумы бар болуы мүмкін 0A  нүктеде 
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теңдіктері орындалады. Сондықтан, m  nx,...,x,x 21 , my,...,y,y 21  
айнымалары тәуелсіз болғанда да екінші ретті дифференциалды 
(8.44) формуладан табамыз, яғни 
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d ,           (9.50) 

 
мұндағы ndx,...,dx,dx 21  тәуелсіз айнымалардың дифференциалы, ал 

,dy1 mdy,...,dy2  дифференциалдар (9.36) функциялардың ),...,,( 21
'
0 nxxxA  

нүктедегі дифференциалдары. 
1-мысал. Лагранж әдісін пайдаланып, 1 xz , 1 xzy  

байланыс шарттары бар 2),,( zyxzyxf   функцияның шартты 
экстремумын табайық. 

Шешуі. Лагранж функциясын құрайық  ( mmF...Ff  11 ): 
 

)1()1( 21
2  xzyxzzyx  . 

 
(9.47) теңдеулер жүйесін құрайық (5-теңдеу: 3 айнымалы, екі 

байланыс шарт): 
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Осы жүйенің 21  ,,z,y,x  белгісіздерін табамыз (жүйенің тек бір 

ғана шешімі бар): 1x , 1y , 0z , 11  , 12  . Демек, f  
функцияның шартты экстремумы бар болуы мүмкін нүкте тек 

);;(A 0110   нүкте ғана, )0;1;1(0 A  нүктенің маңайында 








01
01

2

1

xzyF
,xzF

 жүйенің тек бір ғана )(),( xzxy  шешімі бар 

болатынын атап өтейік, бізге ол шешім әзірше қажет емес және ол 

шешімді айқын түрде табуға болады. Енді 







1
1

xzy
,xz  жүйеге )(),( xzxy  

шешімдерді қойдық деп ұйғарып, осыдан алынған тепе-теңдікті 
дифференциалдайық: 

 








,xdzzdxdy
,dxdz

0
0








.dx)zx(dy
,dxdz

 

 
Енді Лагранж функцияның екінші дифференциалын есептейік: 

 

  dxdzdzd 2
22 22  . 

 
Осы өрнекке 12  , dxdz  -ті қойып, оң анықталған dx  бір 

айнымалы квадрат форманы аламыз: 
 

0)(4)(29)(2 2222  dxdxdxd  . 
 
Осыдан 01 xz , 01 xzy  байланыс шарттары бар 

f 2zyx   функцияның );;(A 0110   нүктеде минимумы бар, ол 
0)0;1;1(0 min  f -ге тең. 
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Осы мысалды, айнымаларды ажырату (айыру) әдісі деп 
аталатын әдіспен функцияның экстремумын табайық. Ол үшін 
байланыс шарттарды бір жүйеге келтіріп, жүйені y  пен z  
айнымалары бойынша шешейік: y  2x 1x , 1 xz . Анықталған y  
пен z  өрнектерді f  функцияға қойсақ, онда біз бір айнымалы 

 22)( xxf 24 x  функцияны аламыз. Осыдан    xf x4  04  , 
1x . Онда )(xf  функцияның экстремумы бар бола алатын тек бір 

ғана нүкте бар, ол 1x  нүкте. Енді 04)('' xf , яғни 0)1('' f . 
Сонымен, )(xf 22x 24  x  функцияның 1x  нүктеде минимумы 
бар, ол  42)1(minf 02  -ге тең. Бір айнымалы функцияның 

1minx  нүктесіне сәйкес келетін ),,( zyxf  функцияның минимум 
нүктесін байланыс шарттардан табамыз, яғни 1y , 0z . Сонымен, 
байланыс шарттары бар ),,( zyxf  функцияның )0;1;1(0 A  нүктеде 
минимумы бар, ол 0)0;1;1( f -ге тең. 

2-мысал. Айнымаларды айыру әдісімен 
 








1
13121212444 333

yx
,zyxzyx  

 
байланыс шарттары бар zyxzyxf ),,(  функцияның шартты 
экстремумын табамыз. 

Шешуі. Байланыс шарттар )(xy  және )(xz  айнымалары бойынша 
шешілді және оларды осы жүйеге қойып, тепе-теңдік алдық деп 
есептейік те оның екі жағын да дифференциалдайық: 

 

     







.dydx
,dzzdyydxx

0
0121212121212 222

 

 
Осыдан  














.dx
z

xdz

,dxdy

1
21

2
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Енді ),,( zyxf  функцияны дифференциалдайық:  dxdf dzdy  , 
осы дифференциалдағы dx  пен dy -ке жоғарыдағы өрнектерді қойып, 
dx  бойынша жинақтайық, сонда: 

 

Adxdx
z

xdf 




1
12

2 , 
 

мұндағы 
1
12

2 




z
xA . Байланыс шарттар мен 0A  теңдікті біріктіріп, 

жүйе құрайық және одан  z,y,x  белгісіздерді табайық: 
 




















.
z

x
,yx

,zyxzyx

0
1
12

1
13121212444

2

333

 

 

Осыдан 
2
1

x , xy  , 0z , яғни 
2
1

x , 
2
1

y , 0z . Демек, соңғы 

жүйенің тек бір ғана шешімі бар. 





 0

2
1

2
1

0 ;;A  нүкте f  функцияның 

экстремумы бар болуы мүмкін нүктесі. Енді dx
z
xdf

1
12

2 


  теңдікті бір 

рет дифференциалдайық: 
 

dx
z

zdzxdxzfd 22

2
2

)1(
2)12()1(2




 , 

 

мұндағы dx
z

xdz
1

21
2 


 -ті қойып, fd 2  екінші дифференциалдың 







 0

2
1

2
1

0 ;;A  нүктедегі таңбасын анықтаймыз: fd 2 0)(2 2 dx . 

Сонымен, )z,y,x(f  функцияның 0A  нүктеде шартты минимумы бар 
және ол 10

2
1

2
1







 ;;f -ге тең. 

3-мысал. xyzu   функцияның 3222  zyx  беттегі шартты 
экстремумын Лагранж әдісін пайдаланып есептейік. 

Шешуі. Ол үшін Лагранж функциясын құрайық: 
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 3222  zyxxyz  
 
және оның z,y,x  айнымалары бойынша дербес туындыларын 
анықтайық: 
 

xyz'
x  2 , yxz'

y  2 , zxy'
z  2 . 

 
Енді  -ны және экстремум мүмкін болатын нүктенің 

координатын табу үшін мына жүйені шешейік: 
 

















.zyx

,zxy
,yxz
,xyz

03

02
02
02

222

 

 

Осы жүйені ,z,y,x  белгісіздері бойынша шешіп, 
2
1

1  -ге 

сәйкес келетін төрт )1;1;1(1M , )1;1;1(2 M , ;1(3 M ); 11  , 

)1;1;1(4 M , ал 
2
1

2
 -ге сәйкес келетін төрт )1;1;1(5 M , 

)1;1;1(6 M , )1;1;1(7 M , ;1(8M )1;1   нүктелерді табамыз. 
Лагранж функцияның екінші ретті дифференциалын анықтайық: 

 

   xdydzydxdzzdxdydzdydxd  22 2222 . 
 

Алдымен, 
2
1

1  , )1;1;1(1M  нүктедегі 2d  функцияның (квадрат 

пішіннің) таңбасын есептейік. Сонда:  
 

  222
11

2 dzdydx,Md    dydzdxdzdxdy2  
 

   dzdydxdzdydx  222 . 
 
Функцияның байланыс шартынан 1M  нүктедегі dz -ті есептейік: 

 

 
11

222 MM ydyxdx|zdz   dydxdydxdz  . 
 



Жоғары математика курсы 
 

 
 243

dz -тің мәнін ),( 11
2  Md -ге қояйық, сонда ),( 11

2  Md  
 2)( dydx  2dz 0)(2 22  dydxdz . Сонымен, 1M  нүктеде 

функцияның максимумы бар: 1)( 1max Mu . Енді 
2
1

1  , )1;1;1(2 M  

нүкте үшін  12
2 , Md dxdzdxdydzdydx 22222  dydz2 . 

Байланыс шарттан: dzdydx  . Онда:  
 

),( 12
2  Md  2)( dydx  2dz 0)(2 2  dzdy . 

 
Демек, 2M  нүктеде u  функцияның максимумы бар )( 2max Mu 1. 

Осылайша, 43 M,M  нүктелерде 
2
1

1   болғанда функцияның 

максимумы бар және олар 1-ге тең, яғни  
 

)( 1max Mu 1)()()( 4max3max2max  MuMuMu . 
 

Енді 
2
1

2
 , )1;1;1(5 M  нүктедегі 2d  функцияның таңбасын 

анықтайық: 
 

           dxdzdxdydzdydxMd 22),( 222
52

2  dydz2 ,   
 
мұндағы 0 dzdydx . Онда:  

 

0)(2)(),( 222
25

2  dydxdzdydxMd  . 
 
Демек, u  функцияның 5M  нүктеде минимумы  бар: )( 5min Mu 1 . 

Осы сияқты, 876 M,M,M  нүктелерде де функцияның шартты 
минимумы –1-ге тең, яғни  

 
 )()( 6min5min MuMu 1)()( 8min7min  MuMu  

 
4-мысал. );;(A 3000  нүктеден 842 222  zyx  эллипсоидқа 

тиісті нүктеге дейінгі ең үлкен арақашықтықты анықтайық.  
Шешуі: Эллипсоидтың кез келген ),,( zyxA  нүктесінен )3;0;0(0A  

нүктеге дейінгі ең үлкен арақашықтықты 322 )3(  zyx  
формуладан табамыз. Ең үлкен арақашықтықты табу үшін, 
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2222 )3(  zyxf   функцияның 0842 222  zyx  байланыс 
шарты бойынша анықталған экстремумын тапсақ жеткілікті. Ол үшін 
Лагранж функциясын табайық: 

 

))3(()3( 222222  zyxzyx   
және                             































0842

862

042

022

222 zyx

,zz
z

,yy
y

,xx
x

 

 

жүйені қарастырайық. Эллипсоидтың OX  осімен беттескен, олай 
болса, 0x . Сондықтан, 022  xx  теңдеуден 1 -ге тең болады. 
Жүйенің екінші және үшінші теңдеулерінен 10  z,y .  

Онда жүйенің ең соңғы теңдеуінен 2x  болады. Сонымен, 
),,( zyxf  функцияның экстремумы бар болуы мүмкін нүктесі екеу: 

);;(A 1021   және )1;0;2(2 A  842 222  zyx  теңдеуге ),( yxzz   
шешімі қойылды деп есептеп, тепе-теңдікті дифференциалдайық: 

 
042  zdzydyxdx . 

 

Осыдан dy
z

ydx
z

xdz
24

 . Енді Лагранж функцияның екінші 

дифференциалын табайық:  
 

 222 ))(21(2))(1(2 dydxd  2))(81(2 dz . 
 
Соңғы теңдікке 1 , 1A  немесе 2A  нүктенің координаттарын 

және dy
z

ydx
z

xdz
24

  өрнекті қояйық, сонда осы екі жағдайда да dx  

пен dy  арқылы өрнектелген теріс анықталған квадрат формаға 
келеміз:  

2)(2 dy 0)(5,3 2  dx . 
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Демек, ),,( zyxf  функцияның 842 222  zyx  байланыс 
шарттары бойынша, 1A  мен 2A  нүктелерде шартты максимумы бар, 
яғни эллипсоидта 1A  мен 2A  екі нүкте бар, ол нүктелер )3;0;0(0A  
нүктеден ең үлкен арақашықтықта орналасқан, ол арақашықтық  

52 -ге тең. 
5-мысал. yxyxu 161222   функцияның 2522  yx   

облыстағы ең үлкен және ең кіші мәндерін есептейік. 
Шешуі. Берілген функция 2522  yx  тұйық шектелген облыста 

үзіліссіз. Сондықтан Вейерштрастың екінші теоремасы бойынша 
(8.12-теорема), функция осы облыста өзінің ең жоғарғы мен ең 
төменгі мәндерін қабылдайды. Бұл жағдайда функцияның ең үлкен 
(ең кіші) мәні функцияның 2522  yx  жиынындағы )(infsup uu -на 
тең. Енді функцияның x  және y  айнымалары бойынша дербес 
туындысын анықтайық: 122  xu'

x , 162  yu'
y . Осы дербес 

туындыларды нөлге теңестіріп шешейік:   
 








.y
,x

0162
0122

 

 
Осыдан 86  y,x . Бұл нүкте 2522  yx  жиынға тиісті емес 

( 258436  ). Сондықтан функция usup , uinf  мәндерін 2522  yx  
шеңбердің бойында қабылдайды. 

Енді Лагранж функциясын құрайық:  
 

)25(1612 2222 yxyxyx   . 
 

Лагранж функцияның дербес туындыларын табайық: 
 

xx'
x  2122 , yy'

y  2162 . 
 

Осы дербес туындыларды нөлге теңестіріп және оны шеңбердің 
теңдеуімен біріктіріп, жүйені ,y,x  белгісіздері арқылы шешейік: 

 














.yx

,yy
,xx

25

8
6

22
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Сонда біз шартты экстремумның мүмкін болатын нүктенің 
координатын табамыз: 43 11  y,x  және 43 22  y,x . Осы 
нүктелердегі функцияның мәндерін есептейік: 75)( 1 Mu , 

125)( 2 Mu . Сонда 125sup u , 75inf u . 
 
9.9. Айнымаларды алмастыру 
 
Көп жағдайда математикалық теңдеулердегі айнымаларды басқа 

айнымаларға алмастырып, сол теңдеудің ықшамды немесе қарапайым 
теңдеуін аламыз. Ықшамды теңдеудің түріне қарап, оның формасын 
анықтау немесе зерттеу және оның шешімін табу жеңіл болады.   

1. Алдымен, ),...,'',',,( )(
1

nyyyyxF  функцияны қарастырайық, 
мұндағы y  айнымалы x -ке тәуелді функция. Берілген 1F  
функцияның аргументтерін жаңа t  мен z  айнымаларына 
алмастыру керек болсын, мұндағы t  тәуелсіз айнымалы, ал z  
айнымалы t -ға тәуелді функция және y,x  айнымалары  t  мен  z  
айнымаларымен  








0),,,(
,0),,,(

2

1

ztyxg
ztyxg

                         (9.52) 

 
формула арқылы байланысты. Соңғы жүйе айнымаларды 
алмастыру (енгізу) формуласы деп аталады. (9.52) жүйе жеткілікті 
рет дифференциалданатын ),(),,( 21 ztfyztfx   функцияларды 
анықтасын. z  функция t -ға тәуелді функция болғандықтан,   

)())(,(1 txtztfx  , )())(,(2 tytztfy   функциялары t -ға тәуелді 
күрделі функция. 1F  функцияның аргументтерін t  мен z -ке 
алмастыру үшін мына ережені орындаған тиімді. 

1а) (9.52) жүйенің )(),( tyytxx   шешімдерін осы жүйеге қойып, 
тепе-теңдік аламыз: 

 

 
 







.0)(,),(),(
,0)(,),(),(

2

1

tzttytxg
tzttytxg

 

 
Осы тепе-теңдіктердің екі жағында t  бойынша дифференциалдап, 

сызықты теңдеулер жүйесін аламыз:   
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dt
dxx 


, 

dt
dyy 


, 

dt
dzz 


; 

 

1ә)  соңғы теңдеулер жүйені 

x  пен 


y  арқылы шешеміз: 

1б) 1F  функциядағы 'y  туындыны t  мен z  айнымалары арақылы 
өрнектейміз:  

x
y

dx
dyy'

x  ; 
 

1в) 1F  функцияның жоғарғы ретті туындысын табу үшін 

dt
d

xdx
d


1  символдық түрдегі формуланы пайдаланамыз. Мысалы, ''

xxy  

екінші туындыны табу үшін 1в) пункттегі символдық түрдегі 
формуланың сол жағындағы өрнекке '

xy -ті, ал оң жағындағы өрнекке 
1б) пункттегі формуланы қоямыз, сонда: 

 

32
'' 11



































x

xyxy

x

xyxy

xx

y
dt
d

x
yxx ; 

 

1г) Жоғарыда анықталған  )t(yy),t(xx  , 




x

yy'
x , 3

''







x

xyxyyxx  

өрнектерді берілген )y,...,''y,'y,y,x(F )n(
1  функцияға қойсақ жеткілікті.        

Ескерту. Егер (9.52) айнымаларды алмастыру (енгізу) формула x  
пен y -ті айқын түрде  t  мен  z  арқылы анықтаса, онда жоғарыдағы 
ереже оңайланады. 

2. 





















 ,...

y
z,

yx
z,

x
z,

y
z,

x
z,z,y,xF 2

22

2

2

2  функциясын қарастырайық, 

мұндағы z  айнымалы x  пен y  айнымаларына тәуелді функция. 
Берілген 2F  функцияның аргументтерін жаңа w,v,u  
айнымаларына алмастыру керек болсын, мұндағы v,u  тәуелсіз 
айнымалар, ал w  функция u  мен v -ға тәуелді функция және z,y,x  
айнымалары wvu ,,  айнымаларымен  
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  0),,,,,( wvuzyxgi , 31,i                     (9.53) 
 
формула арқылы байланысты. (9.53) формула айнымалыны 
алмастыру (енгізу) формуласы деп аталады. 

Айнымалыны алмастыру формуласы не ескі z,y,x  айнымалары 
арқылы, не жаңа w,v,u  айнымалары арқылы шешіліп беріледі. Осы 
екі жағдайды жеке-жеке қарастырайық. 

2’) (9.53) айнымалыны алмастыру формуласы мына түрде 
берілсін: 













),,,(
),,,(
),,,(

3

2

1

wvufz
wvufy
wvufx

                                     (9.54) 

 
мұндағы ),,( wvufi  жеткілікті рет дифференциалданатын функциялар, 

31,i  . 
Енді айнымаларды алмастыру үшін (2’ жағдай үшін) мына 

ережені орындайық: 
2’а) (9.54) жүйені дифференциалдайық: 

 

dw
w
fdv

v
fdu

u
fdx












 111 ,  dw
w
fdv

v
fdu

u
fdy












 222 ,  
 

dw
w
fdv

v
fdu

u
fdz












 333 , 
 
мұндағы w  функция u  мен v  аргументті функция болғандықтан, dw  

dvwduw '
v

'
u  . Осы өрнекті 2’а) пунктке қойып мына жүйені аламыз: 

 





















,dv
Dv
Dfdu

Du
Dfdz

,dv
Dv
Dfdu

Du
Dfdy

,dv
Dv
Dfdu

Du
Dfdx

33

22

11

 

 

мұндағы  '
u

iii w
w
f

u
f

Du
Df








 , 31,i,w
w
f

v
f

Dv
Df '

v
iii 








 . 
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2’ә) егер  

0

1

22

1



Dv
Df

Du
Df

Dv
Df

Du
Df

 

 
болса, онда 2’а) пункттегі соңғы жүйенің алғашқы екі теңдеуінің du  
мен dv  арқылы анықталған тек бір ғана шешімі бар болады: 

 
















 










 




;dy
Dv
Dfdx

du
Dfdv

,dy
Dv
Dfdx

dv
Dfdu

12

12

1

1

 

 
2’б) анықталған du  мен dv -ні 2’а) пункттегі соңғы жүйенің 

үшінші теңдеуіне қояйық: 
 







 


 dx

Du
Df

Dv
Df

Dv
Df

Du
Dfdz 23231 .dy

Du
Df

Dv
Df

Dv
Df

Du
Df







 


 13131  

 

Осы теңдікті dyzdxzdz '
y

'
x   дифференциалмен салыстырып, '

xz  
пен '

yz  дербес туындылардың w,v,u  айнымалары арқылы 
өрнектелетін өрнекті табамыз: 

 

dx
Du
Df

Dv
Df

Dv
Df

Du
Dfz'

x 





 


 23231 , dx

Du
Df

Dv
Df

Dv
Df

Du
Dfz'

y 





 


 13131 ; 

 
2’в) ),( yxz  функцияның екінші ретті дербес туындыларын w,v,u  

айнымалары бойынша өрнектеу үшін 2’б) пунктте анықталған '
y

'
x z,z  

теңдіктерді дифференциалдаймыз, мысалы '
xz  функцияны мына түрде 

жазайық: 
),,,,( '''

vux wwwvuFz  . 
 

Осыдан   dFzd '
x   немесе  '

u
'
w

'
w

'
v

'
u

''
xy

''
xx dwFdwFdvFduFdyzdxz '

u
  

+ '
v

'
w

dwF '
v

. 
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Соңғы өрнекке dvwduwdw '
v

'
u  ,  duwdw uuu

''' dvwuv
'' ,  duwdw ''

vu
'
v  

dvw ''
vv  өрнектерін және du  мен dv -ге 2’ә) пункттегі өрнекті қояйық, 

содан соң теңдеудің екі жағындағы dx  пен dy -тің коэффициенттерін 
теңестіріп, ''

xxz  және ''
xyz  өрнектерді жаңа айнымалар арқылы 

анықтаймыз. ''
yyz  өрнекті осылайша табамыз. Осылайша қалған 

жоғарғы ретті дербес туындыларды жаңа айнымалар арқылы 
өрнектеп жазамыз да, оларды 2F  функцияға қойып, 2F  функцияны 
жаңа айнымаларға алмастырамыз. 

Енді екінші жағдайда қарастырайық. 
2’’) (9.53) айнымалыны алмастыру формуласы мына түрде 

берілсін: 

                      












),,,(
),,,(
),,,(

3

2

1

zyxfw
zyxfv
zyxfu

                            (9.55) 

 

мұндағы ),,( zyxfi  жеткілікті рет дифференциалданатын 
функциялар, 31,i  .  

Енді айнымаларды алмастыру үшін (2’’-жағдай үшін) мына 
ережені орындайық: 

2’’а) (9.55) жүйені дифференциалдайық: 
 

dz
z
fdy

y
fdx

x
fdu












 111 , dz
z
fdy

y
fdx

x
fdv












 222 , 
 

dz
z
fdy

y
fdx

x
fdw












 333 . 

 

Осы жүйеге dyzdxzdz '
y

'
x   өрнекті қойып, мына жүйені аламыз: 

 





















,dy
Dy
Dfdx

Dx
Dfdw

,dy
Dy
Dfdx

Dx
Dfdv

,dy
Dy
Dfdx

Dx
Dfdu

33

22

11
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мұндағы '
x

iii z
z
f

x
f

Dx
Df








 , '
y

iii z
z
f

y
f

Dy
Df








 , 31,i  . 

2’’б) dvwduwdw '
v

'
u   теңдікке 2’’а) пункттегі dw,dv,du  

өрнектерді қоямыз: 
 









 dy

Dy
Dfdx

Dx
Dfwdy

Dy
Dfdx

Dx
Df '

u
1133









 dy

Dy
Dfdx

Dx
Dfw'

v
22 . 

 
Осы теңдіктің екі жағындағы dx  пен dy  дифференциалдарының 

коэффициенттерін теңестіріп, '
xz  және '

yz  белгісіздерге тәуелді жүйе 
аламыз; 

2’’б) соңғы жүйенің ( '
xz , '

yz  белгісіздерге тәуелді жүйе) 
коэффициенттері '

uw  пен '
vw  және ескі z,y,x  айнымаларға тәуелді. '

xz  
пен '

yz  белгісіздерді табамыз, соңғы жүйеден: ),,,,( '''
vux wwzyxFz  , 

),,,,( '''
vuy wwzyxGz  ; 

2’’в) )y,x(z  функцияның екінші дербес туындыларын табу үшін, 
Fz'

x  , Gz '
y   функцияларын дифференциалдаймыз, бірінші 

теңдеуден:   dFzd '
x  ,  

 
'''''''''''

'' vwuwzyxxyxx dwFdwFdzFdyFdxFdyzdxz
vu

 . 
 

Соңғы теңдікке dyzdxzdz yx
''  , dvwduwdw ''

uv
''

uu
'
u  , 

dvwduwdw vvvuv
'''''   және 2’’а) пункттегі екінші жүйедегі dw,dv,du  

өрнектерді, содан соң 2’’б) пункттегі '
xz , '

yz  өрнектерді қоямыз. 
Осыдан шыққан теңдіктің dx  пен dy  дифференциалдардың 
коэффициенттерін теңестіріп жүйе аламыз. Осы жүйеден ''

xxz , ''
xyz  

белгісіздерді анықтаймыз. Осы сияқты, ''
yyz  белгісізді wvu ,,  айныма-

лары арқылы өрнектейміз. 
2’’г) жоғарыда анықталған өрнектерді 2F  функцияға қойып, 

берілген функцияны  wvu ,,  айнымалары арқылы өрнектейміз. 
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1-мысал. Айнымаларды алмастыру формуласы 










0

0
222

222

utx

,xyu  

түрінде берілген 032  xxy'yy  теңдеуді жаңа t  мен u  айнымалары 
арқылы өрнектейік, мұндағы )t(uu  . 

Шешуі. 2’) жағдайдағы өрнектерді қолданамыз: )(txx  , )(tyy  , 
)(tzz   функциялар алмастыру формуланың шешімі болсын және осы 

функцияларды сол формулаға қойып, тепе-теңдік алдық деп есептейік 
те, тепе-теңдіктің екі жағында t  айнымалы бойынша 
дифференциалдайық: 








.0
,0

uutxx
xxyyuu



 

 

Осы жүйені x  пен y  бойынша шешейік, сонда: 
 

x
uutx 




 , 
y

tuuy 





2
. 

 

Онда 
)(
)2('

uuty
tuux

x
y

dx
dyyx 










 . Осы өрнекті берілген теңдеуге 

қойып және айнымаларды алмастыру формуласын пайдаланып, 

берілген теңдеуді жаңа uu  2

2

2
)1(

u
ut




  мен u  айнымалар бойынша 

өрнектелген теңдеуді аламыз: 
 

2

2

2
)1(

u
utuu




 . 
 

2-мысал. Айнымаларды алмастыру формуласы tgtx  , 
tcos

uy   

түрінде берілген   yyx  ''1
22  теңдеуді t  мен u  айнымаларына 

алмастырып теңдеуді шешейік (жаңа теңдеуді). 
Шешуі. 2’) жағдайдағы ережені пайдаланамыз. Айнымаларды 

алмастыру формулалардың екі жағын да t  айнымалы бойынша 
дифференциалдайық: 

    
tcos

x 2
1

 , 
tcos

tsinutcosuy 2





 . 
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Енді 'y  пен ''y -ті табайық:  
 

tsinutcosu
x
y'y  



,   











uutcostsinutcosu
dt
d

x
''y 31




. 
 

Берілген теңдеуді жаңа айнымаларға алмастырғанда 0

u  

теңдеуді аламыз. Соңғы теңдеуді шешейік: 1)( Ctu  , )t(u 21 CtC  , 
constC,C 21 . Сонда 21)( CtCtu   функциядан ескі айнымаға 

көшейік: 
2

21 1)( xCarctgxCy  . 
 

3-мысал. Айнымаларды алмастыру фоормуласы 
y
xu  , 

2

22 yxv 
 , w  

2
xy

  түрінде берілген zyzxzf '
y

'
x 2  өрнекті w,v,u  

айнымаларға алмастырайық, мұндағы )v,u(ww  . 
Шешуі. 2’’) жағдайдағы ережені пайдаланамыз. Айнымаларды 

алмастыру формуласын дифференциалдайық және dxzdz '
x dyz'

y  
өрнекті пайдаланамыз:  

 

 



















.dyzdxz
z
xydy

z
xdx

z
ydw

,ydyxdxdv

,dy
y
x

y
dxdu

'
y

'
x2

2

 

 
w  функция u  мен v  айнымаларына тәуелді болғандықтан, dw  

dvwduw vu
''   теңдігі орындалады. Осы теңдікке жүйедегі dw,dv,du  

өрнектерді қояйық:   
 

   dyzdxz
z
xydy

z
xdx

z
yydyxdxwdy

u
x

y
dxw yxvu

''
2

'
2

' 







 . 

 
Теңдіктің екі жағындағы dx  пен dy  дифференциалдарының 

коэффициенттерін теңестіріп, '
xz  пен '

yz -ке тәуелді жүйе аламыз: 
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












.1

,1

'
2

''
2

'
2

''

yvu

xvu

z
z
xy

z
xyww

y

z
z
xy

z
yxww

y
 

 

Осыдан '
xz  пен '

yz  белгісіздерді табамыз: 
 

'
2

'
2

2
'

vux w
y
zw

xy
z

x
zz  ,   '

2

2
'

3

2
'

uuy w
xy
zw

y
z

y
zz  . 

 

Анықталған '
xz  пен '

yz -ті берілген f  өрнекке қояйық: 
'1
vw

x
xz

y
zf 






  . 

Енді айнымаларды алмастыру формуласын пайдаланып, 
іздестіріп отырған өрнекті аламыз:   

 

 
'

22

2

1
4

vw
uw

uvf


 . 
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10. ЕСЕЛІ ИНТЕГРАЛДАР 
 

10.1.  Негізгі ұғымдар 
 
Осы курстың бірінші бөлімінде біреселі интегралды қарастырып, 

оны физика, механика есептерін шығаруға болады. Осы сияқты екі, 
үш, т.с.с еселі интегралдардың көмегімен физика, механика есептерін 
шығаруға болады, мысалы, дененің массасын, атқарылған жұмысты, 
т.с.с. оларды есептеуге қажетті еселі интегралды қарастыратын 
боламыз.  

Еселі интегралдарды қарастырмас бұрын квадратталатын жазық 
фигура, немесе қысқаша, квадратталатын фигура туралы түсінік 
берейік. Бізге L  жазық қисық сызықпен шектелген Q   фигураның 
шекарасы деп аталады. Демек, L  қисық сызығы жазықтықты екі 
бөлікке бөледі. Q  жазық фигураның ішінде жатқан мүмкін болатын 
барлық фигураларды Q  таңбамен, ал Q  жазық фигураның өзі тиісті 
болатын барлық фигураларды Q   таңбамен белгілейік және Q  мен Q  
фигуралардың аудандарын сәйкес    QS,QS  таңбалармен белгілейік 
(10.1-сурет). Егер де Q  фигураға іштей бірде-бір фигура сала 
алмайтын болсақ, онда Q  фигураның ауданы нөлге тең дейміз. 
Демек, Q  жазық фигураға іштей сызылған фигуралар жоғарыдан 
шектелген, ал осы фигураға сырттай сызылған фигуралар төменнен 
шектелген. Олай болса, Q  жазық фигураға іштей сызылған фигуралар 
аудандарының ең жоғарғы шегі бар, яғни 

 
 

QQ
SupQSS


    ,QS  

 
осы сияқты Q  фигураға сырттай сызылған фигуралар аудандарының 
ең төменгі шегі бар, яғни   

 

   QSinfQSS
QQ

  . 

 

Мұнда S  мен S сандары Q  фигураның сәйкес ішкі мен 
сыртқы аудандары деп аталады және 

  SS  теңсіздігі орындалады. 
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Егер 
  SS  теңдігі орындалса, онда 

  SSS  саны Q  фигураның 
ауданы деп аталады. 

 

   10.1-сурет 
 

Бұл жағдайда, Q  фигураның ауданы бар немесе ауданы 
есептелінетін немесе квадратталынатын  фигура деп аталады. Жазық 
фигура квадратталынуы үшін кез келген 0 санына Q  фигураға 
сырттай әрі іштей сызылған фигуралар табылып,      QSQS  
теңсіздігінің орындалуы қажет әрі жеткілікті. Осы тұжырымды басқаша 
келтірейік, ол үшін мына анықтаманы пайдаланайық. Q  фигураның L  
сызығының ауданы нөлге тең деп аталады, егер кез келген 0E  
санына ауданы E -ден кіші көпбұрыш табылып, L  шекара сызығының 
барлық нүктелері осы көпбұрышқа тиісті болса.    

Енді жоғарыдағы тұжырымды былай тұжырымдауға болады: Q  
фигура квадратталыну үшін фигура шекарасының ауданы нөлге тең 
болуы қажетті әрі жеткілікті. Мысалы, кез келген  ,tx    ,ty   

  ;at   түзуленуші қисық сызықтың ауданы нөлге тең, мұндағы  ,t  
 t  функциялары әрі олардың туындылары үзіліссіз және  b;a  

сегментте үзіліссіз  xfy   функцияның қисық сызығының да ауданы 
нөлге тең. Демек, егер кез келген фигураның шекарасы саны санаулы 
үзіліссіз қисық сызықтар   xfy   теңдеуімен берілсе, онда ол фигура 
квадратталынады. 

Енді табаны XOY  координат жазықтығындағы D  облыспен, 
жоғарыдан   0 y,xfz  бетпен, ал жасаушылары OZ  осіне паралель 
болатын цилиндрлік бетпен шектелген V  денені қарастырайық (10.2, а-
сурет), мұндағы  y,xfz   функция D  облыста анықталсын және 
үзіліссіз болсын. Осы V  дененің көлемін табайық. Ол үшін, D  облысты 
фигураны еркімізше ішкі нүктелері ортақ болмайтын n  кіші iD  



Жоғары математика курсы 
 

 257

облыстарға (фигуралар) бөліктейік (10.2 б-сурет), n.i 1  және осы кіші 
бөліктердің аудандарын iD  таңбамен белгілейік (10.2, в-сурет). iD  
бөліктерінің әрқайсысынан кез келген  iii y,xA  нүкте алайық. 

 

    
 

10.2-сурет 
 
Бұл нүкте iD  фигураның ішкі немесе шекара нүктелерінің бірі 

болсын. Осылайша бөліктеу нәтижесінде V  денені төменнен (табаны) 
nD,...,D,D 21  фигуралармен, ал жоғарыдан  y,xfz   беттің 

бөліктерімен, ал бүйір жақтарының жасаушылары OZ  осіне 
параллель болатын тік қисық сызықты nV,...,V,V 21  цилиндрлік 
денелерді аламыз. Кіші цилиндрлік денелер көлемдерінің қосындысы 
жуық шамамен V  дененің V  көлеміне тең, ал осы қосынды V   
дененің V  көлеміне тең болу үшін, n  бөлікке бөліктеудің санын 
шексіздікке артттырып, теңдік алуға болады. Енді осы 
айтылғандарды іске асырайық. Ол үшін iV  кіші дененің көлемін 
табайық (10.2, в-сурет). iV  дененің табанының ауданы iD -ге, ал 
биіктігі  y,xfz   функцияның  iii y,xP  нүктедегі мәніне тең, онда iV  
дененің көлемі iV   iii y,xfD   болады. Осы көбейтіндіден 1-ден 
бастап n -ге дейін қосынды алайық (кіші iV денелердің саны n -ге тең, 

ni ,1        

           ii

n

i
i yxfDV ,

1
 


.                                  (10.1) 

 
Сонымен, V  дененің көлемі жуық шамамен (10.1) қосындының 

мәніне тең. Енді (10.1) қосындыдан n  болғанда шекке көшіп (егер 
ол шек бар болса), V  дененің дәл көлемін табамыз: 
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 ii

n

i
in

yxfDV ,lim
1

 


. 
 

Осы сияқты V  дененің массасын, ауырлық центрін, статикалық 
моментін, т.б. табуға болады. 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар. 
1. Фигураның шекарасы. 

 
10.2.  Екі еселі интегралдың анықтамасы 
          және оның бар болуы 
 

  yxD , : ,bxa  dyc   тіктөртбұрышта анықталған әрі 
үзіліссіз  y,xfz   функция берілсін. Енді  b;a  сегментті еркімізше 

,x,x 10  nx...,  нүктелерімен n  бөліктерге: ,bx...xxx n  2100  ал 
 d;c  сегментті ,y0  ,y1 my...,  нүктелермен m  бөліктерге бөлейік: 

 ...yyc 10  .dym   Осы ix  мен iy  нүктелерден  ,n.k 1 m.l 1  
сәйкес OXOY ,  осьтеріне параллель түзулер жүргізейік (10.2-сурет). 
Осылайша  b;a  мен  d;c  сегменттерін бөліктерге бөлуді   таңбамен 
белгілейік. Онда D  тіктөртбұрыш саны mn  -ге тең дербес 
тіктөртбұрыштарға бөлінеді және олар элементар фигуралар деп 
аталады: 

  

    ,yyyxxxD likkkl   11 ,nk 1  .ml 1  
 
Енді әрбір klD  дербес тіктөртбұрыштан (элементар 

фигуралардан) кез келген   kllk Py,xP   нүкте алайық және  kk x;x 1  
мен  ll y;y 1  сегменттерінің ұзындықтарын сәйкес kx  мен ly  
таңбамен белгілейік: 

 

1 kkk xxx ,  1 lll yyy , 
 
ал klD  дербес тіктөртбұрыштың ауданы klD  болсын, мұндағы 

kx  kk x;x 1    lll y;yy 1 .  
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10.3-сурет 
 
Онда lkkl yxD   болады. Бұл жағдайда, D  тіктөртбұрыштың  

ауданы үшін lk

n

k

m

l
yxD  

 1 1
 теңдігі орындалады. Енді 

  kllk Py;xP   нүктедегі  y,xf  функцияның мәнін klD  ауданға 
көбейтейік:   klkk Dyxf ;  және осы көбейтіндіден k  индекс, содан 
соң l  индекс бойынша сәйкес 1-ден  n -ге, 1-ден  m -ге дейін қосынды 
алайық:  

      kllk
m

l

n

k
klkl DyxfPDJ  


;,

11
.                        (10.2) 

 
Сонымен, D  облысты жоғарыдағы   бөліктеу нәтижесінде және 

 kl yxP ,  нүктені алу бойынша (10.2) қосындыны анықтадық.  
Анықтама. D  тіктөртбұрышты   бөліктеуі бойынша бөліктеуге 

әрі  kl y,xP   нүктені таңдап алуымызға сәйкес келген (10.2) қосынды 
D  тіктөртбұрыштағы  y,xf  функцияның интеграл қосындысы деп 
аталады. 

Енді klD  дербес тіктөртбұрыштар диоганальдарының ең үлкен 
ұзындығын   деп белгілейік, яғни       22max lk yx  . 

Анықтама. 0  болғанда J  саны (10.2) интеграл 
қосындының шегі деп аталады, егер кез келген 0  санына 0  
саны табылып, D  облысты кез келген бөліктеу үшін   теңсіздігі 
орындалса әрі klD  тіктөртбұрышқа тиісті кез келген  lk y;xP  нүкте 
үшін  
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                       JPDJ klkl ,                                (10.3) 
 

теңсіздігі орындалса.  
Демек, (10.2) интеграл қосынды D  облысты бөліктеу әдісіне және 

 lk y;xP  нүктені klD  тіктөртбұрыштан таңдап алу әдісіне тәуелсіз 
болады. Басқаша айтқанда, D  тіктөртбұрышты әрі klP  нүктені 
еркімізше таңдап алғанға сәйкес келетін кез келген (10.2) интеграл  
қосындыларға (10.3) теңсіздігі орындалуы керек.  

Егер 0  болғанда (10.2) интеграл қосындының шегі бар болса, 
онда ол шек D  тіктөртбұрыштағы  y,xf  функцияның екі еселі 
интегралы деп аталады және ол былай белгіленеді: 

 

    
 D

kllk
m

l

n

k
dxdyyxfDyxfJ .,,lim

110
 

 
Бұл жағдайда,  y,xf  функция D  тіктөртбұрышта 

интегралданады деп аталады. Сонымен, 1-бөлімде бір еселі 
анықталған интегралға дәлелденген тұжырымдарды дәлелдеуге 
болады: D  тіктөртбұрышта интегралданатын кез келген  y,xf  
функция осы облыста шектелген. Сондықтан, біз алдағы та-
қырыптарда шектелген функцияларды қарастыратын боламыз. 

Енді тіктөртбұрышты облыста екі еселі интегралдың бар болуын 
қарастырайық. Ол үшін 1-бөлімде қарастырылған бір айнымалы 

 xfy   функцияның sS ,  қосындыларына, J,J  интегралдарына 
орындалатын тұжырымдар толығымен  y,xf  фунцияға да 
орындалатынын ескертейік ([1], 6.1–6.5-тақырыптар) және олардың  
дәлелдемесі  бір айнымалы функциядағыдай дәлелденеді: 

 

kl

n

k

m

l
kl DMS  

 1 1
, kl

n

k

m

l
klms   

 1 1
,         

 

 SJ inf ,  sJ sup ,            
 
мұндағы klkl m,M  сандары  y,xf  функцияның klD  тіктөртбұрыштағы 
сәйкес ең жоғарғы, ең ең төменгі шекаралары, S  пен s  Дарбудың 
жоғарғы және төменгі қосындылары. Функцияның D  тіктөртбұрышты 
облыста интегралдану белгісінің негізгі теоремаларын дәлелдеусіз 
қабыл алып, оларды атап өтеміз ([1], 6.3, 6.4-теорема).  
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10.1-теорема. D  тіктөртбұрышта шектелген  y,xf  функция осы 
тіктөртбұрышта интегралдану үшін кез келген 0  санына D  
төртбұрышты бөліктейтін   бөліктеуі табылып,  sS  теңсіздігі 
орындалуы қажет әрі жеткілікті.   

10.2-теорема.  D  тіктөртбұрышта үзіліссіз кез келген  y,xf  
функция осы тіктөртбұрышта  интегралданады.  

Анықтама. D  тіктөртбұрышта  y,xf  функцияға R -қасиет 
орындалады деп аталады, егер:   

1) D  төртбұрышта  y,xf  функция шектелсе;   
2) Кез келген 0  сан үшін ауданы  -нан кіші элементар фигура 

табылып,  y,xf  функция графигінің барлық нүктелері және оның 
үзілісті нүктелері осы фигураға тиісті болса.  

Осы анықтаманы кез келген D  облыс үшінде келтіруге болады.  
10.3-теорема Егер D  тіктөртбұрышта  y,xf  функцияға R -қасиет 

орындалса, онда функция D  тіктөртбұрышта интегралданады.  
Жоғарыда келтірілген анықтамалар мен теоремалар толығымен 

кез келген шектелген D  жиыны үшін де орындалады. Біз D  облысты 
XY,OX  осьтеріне параллель түзулермен дербес тіктөртбұрыштарға 

бөліп, екі еселі интегралдың анықтамасын және оның бар болуын  
анықтадық. D  облысты қисық сызықпен бөліктеу арқылы екі еселі 
интегралдың анықтамасын беруге және бұл анықтама жоғарыда 
келтірілген анықтамамен эквивалентті болады.  

Ескерту. Егер D  облыста   1y,xf  болса, онда шектелген D  
облыстың ауданы мына формуладан анықталады: 

 


D

dxdyS . 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Функцияның интеграл қосындысы. 
2.  Функцияның екі еселі интегралы. 
 
10.3.  Екі  еселі интегралдардың қасиеттері 
 
Бір еселі анықталған интегралға орындалатын қасиеттер екі еселі 

интегралға да орындалады ([1], 6.6–6.8-тақырыптар). Сондықтан, біз 
олардың тек тұжырымдарын ғана келтіреміз.  
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1-қасиет. Егер  ,y,xf   y,x  функциялары D  облыста 
интегралданса және ,, 21 constcc   онда    yxcyxfc ,, 21   функцияда 
D  облыста интегралданады және  

 

  10.4-сурет 
 

          
D DD

dxdyyxcdxdyyxfcdxdyyxcyxfc ,,,, 2121   

 
теңдік орындалады. 

2-қасиет. Егер  y,xf  пен  y,x  функциялары D  облыста 
интегралданса онда    yxyxf ,,   функция да осы облыста 
интегралданады. 

3-қасиет. Егер  y,xf  функция D  облыста интегралданса және 
ауданы нөлге тең   қисық сызығы осы облысты ортақ ішкі нүктесі 
жоқ 1D  мен 2D  байланысты облыстарға бөлсе, онда функция 1D  мен 

2D  облыстарда интегралданады және болады (10.4-сурет). 
 

  
D

dxdyyxf ,  
1

,
D

dxdyyxf +  
2

,
D

dxdyyxf . 

 
4-қасиет. Егер  y,xf  және  y,x  функциялар D  облыста 

интегралданса және облыстың барлық нүктелерінде    y,xy,xf    
теңсіздігі орындалса, онда  

 
  

D
dxdyyxf ,  

D
dxdyyx,  

 

теңсіздік орындалады. 
5-қасиет. Егер  y,xf  функция D  облыста интегралданса, онда 

 yxf ,  функцияда осы облыста интегралданады және  
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    
DD

dxdyyxfdxdyyxf ,, . 

 
6-қасиет (орта мән туралы теорема). Егер  y,xf  пен  y,x  

функциялары D  облыста интегралданса,  y,x  функция осы облыста 
теріс (оң) емес болса, M  мен  m  сандары  y,xf  функцияның D  
облыстағы сәйкес ең жоғарғы, ең төменгі шекарасы болса, онда 

Mm   теңсіздігін  қанағаттандыратын    саны табылып,  
 

      
D D

dxdyy,xdxdyy,xy,xf
 

 
теңдігі орындалады. 

Осы қасиеттен: егер  y,xf  функция байланысты D  облыста 
үзіліссіз болса, онда осы облыста  y,xA  нүкте табылып,  y,xf  
және        dxdyyxyxfdxdyyxyxf

DD
  ,,,,   болады. 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Екі  еселі интегралдардың қасиеттері. 
2. Орта мән туралы теорема. 

 
10.4.  Екі еселі интегралды есептеу 
 
Алдымен, екі еселі интегралды D  тіктөртбұрышты облыста 

есептейік. 
10.4-теорема.   dycbxayxD  ,:,  тіктөртбұрышты 

облыста  y,xf   функцияның  
 

       
D

dxdyyxfJ ,                               (10.5) 
 

екі еселі интералы бар болсын. 
Егер кез келген   bax ,  үшін  

                              

      
d

c
dyyxfxJ ,                               (10.6) 

 
анықталған (бір еселі) интегралы бар болса, онда қайталанған 
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            
d

c

b

a

b

a
dyyxfdxdxxJ ,         

 
интегралы бар және мына теңдік орындалады: 

               

         
d

c

b

aD
dyyxfdxdxdyyxf ,, .                      (10.7)     

 
Дәлелдеу. Тікбұрышты D  облысты  ...xxxa 210  bxn   

және dy...yyyc n  210  нүктелермен OYOX ,  осьтеріне 
параллель түзулермен mn   дербес төртбұрыштарға бөлейік (10.3-
сурет): 

 

    llkkkl yyyxxxD   11  , n.k 1 , ml ,1 ,  
 

1 kkk xxx ,  1 lll yyy , 
 
және lkD  тіктөртбұрыштағы  y,xf  функцияның сәйкес ең үлкен 
және ең кіші шекарасы lklk m,M  болсын. Онда барлық  klDyx ,  үшін 

 

  klkl Myxfm  ,  
 
теңсіздігі орындалады. Теңсіздіктегі kxx  болсын, мұндағы 

 kkk x,xx 1 . Соңғы теңсіздікті айнымалы бойынша 1ly -ден ly -ге 
дейін y  айныма бойынша интегралдайық: 

 

  



l

l

l

l

l

l

y

y
klk

y

y

y

y
kl dyMdyyxfdym

111

, .     

Осыдан: 
  lkllkl yMxJym k  , 

 
мұндағы )x(J k  интегралы бар, себебі (10.6) интеграл бар. Соңғы 
теңсіздікті 1-ден m -ге дейін l  бойынша қосынды алайық, сонда 

 



m

l
lkl kxJym

1




m

l
lkl yM

1
. Соңғы теңсіздікті krk xxx  1 -ға 

көбейтіп, 1-ден n -ге дейін k  бойынша қосынды алайық, сонда 
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             
 


m

l

m

l
lkl

n

k
kk

n

k
lkl

n

k
k yMxxxJymx k

1 1111
.         (10.8) 

 
Егер klD  дербес тіктөртбұрыштардың ең үлкен диаметрі   болса, 

әрі ол нөлге ұмтылса, онда klD  дербес тіктөртбұрыштардың ең үлкен 
kx  қабырғасы да нөлге ұмтылады. (10.8) теңсіздіктің ортасында  xJ  

функцияның интеграл қосындысы, ал оның оң жағы мен сол жағында 
екі еселі интегралдың сәйкес төменгі мен жоғарғы қосындылары. 
Сондықтан, 0 kx  болғанда, екі еселі интегралдың төменгі мен 

жоғарғы қосындысы екі еселі интегралға ұмтылады, онда   



n

k
kxxJ k

1
 

интеграл қосындының да интегралы бар және ол осы екі еселі 

интегралға ұмтылады, яғни     
d

c

b

a

b

a
dyyxfdxdxxJ , .       

Демек, қайталанған екі еселі интеграл бар. Теорема дәлелденді. 
(10.7) формуланың оң жағындағы бірінші интеграл сыртқы, ал 

екінші интеграл ішкі интеграл деп аталады. Тіктөртбұрышты об-
лыста екі еселі интегралды есептегенде кез келген интегралдан 
бастап есептеуге болады. 

Дәлелденген теореманың тұжырымында екі еселі интегралдың 
және  d,c  сегментте тағайындалған кез келген y  үшін 

   
b

a
dxyxfyJ ,1  интегралының бар болуын ұйғарып, қайталанған 

 

        
b

a

d

c

d

c
dxyxfdydyyJ ,1                           (10.9) 

 
интегралының да бар болуын дәлелдеуге болады. 

Енді кез келген қисық сызықты облыс үшін екі еселі интегралды 
қайталанған интегралға келтіруге болатынын қарастырайық. 

2. Бізге      xyyxybxayxD 21,:,   облыста анықталған 
 y,xf  функция берілсін, мұндағы  xy1 ,  xy2  функциялары  b,a  

сегментте үзіліссіз болсын (10.5-сурет). Тұйық D  облыста OY  осіне 
параллель жүргізілген түзулер  xy1  пен  xy2  қисық сызықтарымен 
екіден артық емес нүктелерде қиылыссын, яғни D  облыстың оң жағы 

bx  , сол жағы ax        
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10.5-сурет 
 
түзулерімен, ал жоғарыдан  xyy 22   төменнен  xyy 11   қисық 
сызықтармен шектелген (шенелген). 

3.5-теорема. D  облыста анықталған  yxf ,  функцияның екі еселі  
 

    dxdyyxf
D

,  

 
интегралы бар болсын және кез келген  bax ,  үшін 

 

   
 

 


xy

xy
dyyxfxJ

2

1

,      

 
интеграл бар болсын, онда: 

 
 

 


xy

xy

b

a
dyyxfdx

2

1

,    

 
интегралы бар және мына теңдік орындалады: 

                            

           dxdyyxf
D

,  
 

 


xy

xy

b

a
dyyxfdx

2

1

, .                   (10.10) 

 
Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін    xymind,xyminc 21   болсын. Енді 

D  облысты   dyc,bxa:y,xD 1  тіктөртбұрыштың ішіне 
орналастырайық  және  1D  облысында қосымша 

 

облыстың нүктелері  үшін, 





,

D),y,x(f
)y,x(*f

0
 қалған нүктелер үшін 
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функцияны қарастырайық. Онда  yxf ,  функция 10.3-теореманың 
барлық шарттарын қанағаттандырады. Шынында да, ол D  облысында 
интегралданады, яғни облысы үшін ),(*),( yxfyxf   теңдігі 
орындалады, ал тіктөртбұрыштың қалған D/D1  облысында ол нөлге 
тең және интегралданады: 

 
dxdyyxfdxdyyxf

DD
),(*),(   ,  0),(*

\1

 dxdyyxf
DD

. 

 

Осыдан:  
           dxdyyxfdxdyyxf

DD
),(*),(

1

  .                      (10.11) 

 
Теореманың шарты бойынша  b,a  сегменттегі кез келген x  үшін 

 xJ   интегралы бар, онда  
 

      
)(

)(

)( 2

1

1
),(*),(*),(*

xy

xy

xy

c

d

c
dyyxfdyyxfdyyxf 

d

xy
dyyxf

)(2

),(*     (10.12) 

 
интегралы да бар, себебі теңдіктің оң жағындағы үш интеграл бар. 
Шынында да,   xy,c 1  және   dxy ,2  сегменттері D  облысына тиісті 
емес әрі олардың әрқайсысында  yxf ,  функция нөлге тең және 

 

 
 

 
 

xy

xy
dyyxf

2

1

,    

интегралы  

 
 

 


xy

xy
dyyxf

2

1

,          

 
интегралына тең, ал соңғы интеграл теореманың шарты бойынша бар. 
(10.12) формуланың оң жағындағы бірінші және үшінші интегралдар 
нөлге тең болғандықтан: 
 

      
)(

)(

2

1

),(*),(*
xy

xy

d

c
dyyxfdyyxf .                      (10.13) 
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Сонымен, 1D  облыста анықталған  yxf ,  функция осы облыста 
10.3-теореманың барлық шарттарын қанағаттандырады, демек, 

 yxf ,  функцияның 1D  облыстағы екі еселі интегралы қайталанған 
интеграл арқылы есептелінеді:   

 

        
d

c

b

aD
dyyxfdxdxdyyxf ,, . 

 
Осыдан және (10.11), (10.13) теңдіктерден дәлелдеу керек 

теңдікті аламыз: 

                     
 

 
 

xy

xy

b

aD
dyyxfdxdxdyyxf

2

1

,, .                  (10.14) 

 
1-ескерту. Біз жоғарыда OY  осіне параллель жүргізілген x const  

түзулер  xy1 , мен  xy2  қисық сызықтарды екіден артық емес 
нүктелерде қисын деп жорыдық, ал егер OX  осіне параллель түзулер 
 yx1 ,  yx2  қисық сызықтарды екіден артық нүктелерде қиятын болса 

(10.6-сурет),  
 

 
 

10.6-сурет 
 

онда екі еселі интеграл мына формула бойынша есептелінеді: 
                       

        
 

 
 

yx

yx

d

cD
dxyxfdydxdyyxf

2

1

,, .                      (10.15) 

 
Қисық сызықта екі еселі интегралды есептегенде ішкі 

интегралдан бастап есептеу қажет. Егер де (10.14) формуламен екі 
еселі интегралды есептеу қиындыққа әкелсе, онда интегралды (10.15) 
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формуламен есептеген тиімді (немесе керісінше). Бұл жағдайда екі 
еселі интегралдың интегралдау ретін өзгерту қажет болады. 

 

 
 

10.7-сурет 
       
2-ескерту. Егер D  облыстың шекарасын x const  немесе 

y const  түзулері екіден артық нүктелерде қиса (10.7-сурет), онда 
10.4-теорема орындалатындай D  облысты кіші облыстарға бөлеміз, 
әр облысты екі еселі интеграл арқылы есептеу керек. 

3-ескерту. Егер    dxdyyxf
D

  интегралы 1D  :y,x ,bxa   

 yc   b   тіктөртбұрышты облыста бар болса, онда мына теңдік 
орындалады: 

   dxdyyxfJ
D

  =    
d

c

b

a
dyydxxf  . 

 
Берілген D  облысты ixx   және kyy   ( n,i 0 , k m,0 ) 

түзулермен еркімізше кіші ikS  тіктөртбұрыштарға бөліктейміз, бұл 
жағдайда ix  мен ky  кіші тік төртбұрыштар төбелерінің 
координаттары болады және мына интеграл қосындыны 
қарастырайық: 

 
 


n

i

m

k
kiki yxyxfS

0 0
)()( . 

Осыдан: 







 





  



m

k
kk

n

i
ii yyxxfS

00
)()( . 

 
Кіші ikS  тіктөртбұрыштардың жеткілігінше аз бөліктеріне 

төмендегі шектер орындалады: 
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JS  ,  


b

a

n

i
ii dxxfxxf )()(

0
,  






1

0
)()(

m

k

d

c
kk dyyyy . 

 
Онда дәлелдеу керек теңдік орындалады. 
4-ескерту. Интегралдық теңдеулер теориясында жиі 

қолданылатын Дирихле формуласы деп аталатын 
 

 dxdyyxf
D

,  =   
x

a

b

a
dyyxfdx ,  

b

y

b

a
dxyxfdy ,   

 
формуланы дәлелдейік, мұндағы D  :y,x by,ax,xy,bxa  ,  

 yxf ,  функция D  облыста анықталған және шектелген (10.8-
сурет).  

 

 
 

 

10.8-сурет 
 
Дәлелдеу үшін 1D  :y,x byc,bxa   тіктөртбұрышты 

облысты және көмекші  yxF ,  функцияны қарастырайық: 
 

     
 








.,,0

,,,,
,

1Dyx
Dyxyxf

yxF   

 
Онда  )y,x(F  функция үшін 

 

 
b

a

b

a
dyyxFdxJ ,1 ,   

b

a

b

a
dxyxFdyJ ,2   
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интегралдары бар. Енді 1D  облысты ixx   және kyy   ( 10  n,i , k  
10  m, ) OX  пен OY  осьтеріне параллель түзулермен бөліктейік. 

Сонда D  облыс кіші ikS  тіктөртбұрыштарға бөліктенеді. Кіші 
тіктөртбұрыштардың әрқайсысынан еркімізше )yx(P kiik  нүкте алып, 
төмендегі екі интеграл қосындыны қарастырайық: 

 

  













 

1

0

1

0
1 ,

n

i
i

m

k
kki xyyxFS ,   














 

1

0

1

0
2 ,

m

k
k

n

i
iki yxyxFS . 

 
Егер 1D  облысты жеткілігінше кіші бөліктерге бөлсек, онда 0  

саны үшін  11 SJ ,  221 SJ  теңсіздіктері орындалады, 
мұндағы 1S  мен 2S  тең болғандықтан, 21 JJ   болады. Енді кез келген 
тағайындалған сәйкес  bax ;  және  bay ;   үшін мына теңдіктер 
орындалады: 

 

  
b

a
dyyxF ,   

x

a
dyyxF ,   

b

x
dyyxF ,  

x

a
dyyxf , . 

 

  
b

a
dxyxF ,   

y

a
dxyxF ,   

b

y
dyyxF ,  

b

y
dyyxf , . 

 
Онда 21 JJ    теңдігінен дәлелдеу керек Дирихле формуласын 

аламыз: 

      
b

a

b

a

b

y

x

a
dxyxfdydyyxfdx ,, . 

 
1-мысал. Екі еселі  dxdyyxf

D
,  интегралды берілген облыста 

интегралдау ретін өзгертейік, яғни екі еселі интегралды қайталанған 
(10.14) және (10.15) формулалар арқылы өрнектейік: 

1)   xyxyxyxD 3,,1:, 2  . 
2)   axaxyxaxyyxD 2,2,2:, 2  . 
1. Алдымен екі еселі интегралды (10.14) формуламен 

интегралдайық. Ол үшін 2xy  , xy 3 , 1x  теңдеулермен берілген 
функциялардың графигін салайық (10.9, а-сурет). Сонда D  облыста 
функциялар 10.4-теореманың барлық шарттарын қанағаттандырады 
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және ол жоғарыдан xy 3  түзумен, төменнен 2xy    параболамен, сол 
жағы 0x , оң жағы  1x  түзулерімен шектелген. Онда D  облысты 
мына түрде жазуға болады:  

 

 xyx,x:y,xD 310 2  . 
 

 
                                 

а)                                             ә) 
10.9-сурет 

 
Бұл жағдайда, x  айнымалы   1;0  сегментте өзгергенде y   

айнымалы 2xy    параболадан xy 3  түзуге дейін өзгереді, яғни 
(10.14) формуладан 

 

   dyyxfdxdxdyyxfJ
D

x

x
  

1

0

3

2
,, .                  

 
Енді екі еселі интегралды (10.15) формулаға келтірейік. Бұл 

жағдайда, D  облыс жоғарыдан  3y , төменнен  0y  түзулермен, 

сол жағы  
3
yx    түзумен, ал оң жағы екі 1x  және yx   сәйкес түзу 

және қисық сызықтармен шектелген (10.9, ә-сурет). Онда D  облысты 
1x  түзумен yx   қисық сызықтың қиылысу нүктесі арқылы 1D  

мен 2D  облыстарға бөлеміз. Осы облыстардың әрқайсысының оң 
жақтары мен сол жақтары тек бір ғана түзу немесе қисық сызықпен 
шектелген, яғни әрбір облыстағы функциялар 10.4-теореманың 
барлық шарттарын қанағаттандырады. Енді екі еселі интегралды 1D  
облыста (10.15) формулаға келтірейік. Бұл облыста y   айнымалы  1;0  
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сегментте өзгергенде x  айнымалы тек қана 
3
yx   түзуден yx   

параболаға дейін өзгереді (басқа түзу немесе қисық сызық жоқ), 
сондықтан 

 

  dxdyyxfdxdyyxfJ
DD 1

),(),( ,),(
2

dxdyyxf
D
  

 

     
1

1

0
3

,,
D

y

y
dxyxfdydxdyyxf . 

 
Енді екі еселі интегралды 2D  облыста (10.15) формулаға 

келтірейік. Бұл облыста y  айнымалы  3;1  сегментте өзгергенде x  
айнымалы тек қана 

3
yx   түзуден  1x  түзуге дейін өзгереді. 

Сондықтан: 

     
2

3

1

1

3

,,
D y

dxyxfdydxdyyxf . 

 

Сонымен   J  dxdyyxf
D

, =    
1

0
3

,
y

y
dxyxfdy   

3

1

1

3

,
y

dxyxfdy . 

2. Енді (10.14) формула бойынша интегралдайық. y 22 xax  
қисық сызығы радиусы 1-ге, центрі ),a(A 0  нүктедегі шеңбер, ал 
y ax2  қисық сызығы – гипербола, ax 2  түзу. Осы қисық 
сызықтармен шектелген D  облыс 10.10, а-суретте көрсетілген. D  
облыс жоғарыдан әрі төменнен сәйкес y ax2  және y 22 xax  қисық 
сызықтармен ғана шектелген. Сондықтан (10.14) формула бойынша: 

 

    



a ax

xaxD
ydyxfdxdxdyyxfJ

2

0

2

2 2

,, . 

 

Енді (10.15) формула бойынша J  интегралдың интегралдану 
ретін өзгертейік. Бұл жағдайда, D  облысты 1D , 2D , 3D  облысқа 
бөлеміз (10.10,ә-сурет), мұндағы:    









 22
2

1 ,
2

,;0:, yaax
a

yxayyxD , 
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а)                                      ә) 
10.10-сурет 

 

    22
2 ,2,;0:, yaaxaxayyxD  , 

 

   








 ax
a

yxaayyxD 2,
2

,2;:,
2

3 . 

 
Демек, 1D  облыс үшін: y  айнымалы 0-ден a -ға дейін өзгергенде 

x  айнымалы 
a

yx
2

2
  қисық сызықтан 22 yaax   қисық сызыққа 

дейін өзгереді.  
2D  облыс үшін: y  айнымалы 0-ден 2a -ға дейін өзгергенде x  

айнымалы 22 yaax  қисық сызықтан ax 2  түзуге дейін 
өзгереді.  

Онда: 
 

21

),(),(
DD

dxdyyxfdxdyyxfJ 
3

),(
D

dxdyyxf  
 

    


dxy,xfdy
a yaa

a
y0

2

22

2
    



dxyxfdy
a a

yaa0

2

22

,   dxy,xfdy
a a

a
y

 
2

0

2

2

2
.   

  
2-мысал. Екі еселі интегралдың интегралдау ретін өзгертейік. 

 

  
2

0

sin

0
,

x
dyyxfdx . 
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Шешyі.  xyxD sin0,20    облыс 10.11-суретте 
бейнеленген. Берілген интегралды мына тұрде жазайық: 

 

   
2

0

sin

0
,

x
dyyxfdx    



0

sin

0
,

x
dyyxfdx   





2 0

sin
,

x
dyyxfdx . 

 
Енді әрбір екі еселі интегралдың сәйкес 1D  мен 2D  облыстарда 

интегралдау ретін өзгертейік.  
1D  облыс үшін:  

y  айныма  10,  сегментте өзгергенде x  айныма yx arcsin -тен 
yx arcsin  -ке дейін өзгереді. 

 

   10.11-сурет 
      

2D  облыс үшін:  
y  айныма  0,1  сегментте өзгергенде x  айныма yarcsin -тен 

yarcsin2  -ке дейін өзгереді, онда 
 

 
 y

y

x
dxyxfdydyyxfdx

arcsin

arcsin

1

0

sin

0

2

0
),(),(








y

y
dxyxfdy

arcsin2

arcsin

0

1
),(




. 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Екі еселі интегралды тік төртбұрышты облыста интегралдау. 
2. Екі еселі интегралды қисық сызықты облыста интегралдау.   
3. Дирихле формуласы. 
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10.5  Екі еселі интегралда айнымалыны алмастыру 
 

Бір еселі интегралда айнымалыны алмастырғандай, екі еселі 
интералда да y,x  екі айнымалыны u  мен v  жаңа айнымалыға 
алмастырып, екі еселі интегралды есептеуге болады. Ол үшін декарт 
координат жүйеде екі XOY  пен UOV  жүйелерді және олардағы сәйкес 
нүктелердің координаттары ),( yx  пен ),( vu  болсын. XOY  координат 
жүйеде l  қисық сызықпен шектелген тұйық квадратталатын D , ал 
UOV  координат жүйеде 'l  қисық сызықпен шектелген тұйық 
квадратталатын 'D  облыстары берілсін (10.12-сурет).  

'D  облыста анықталған  
        

                 '),(),,(),,( Dvuvuyvux                       (10.16) 
 
функциялары берілсін және ол 'D  облыстың барлық ),( vu  
нүктелеріне D  облыстың барлық ),( yx  нүктелерін түгелдей қамтитын 
сәйкестік қойсын. 
 

 
 

 

10.12-сурет 
 
Демек,  (10.16) функция 'D  облысты D  облысқа бейнелеуді 

анықтайды. Осы бейнелеу төмендегі шарттарды қанағаттандырсын:  
І. (10.16) бейнелеу өзара бір мәнді бейнелеу болсын, яғни 'D  

облыстың әртүрлі ),( vu  нүктесіне D  облыстан әртүрлі ),( yx  нүкте 
сәйкес қойылған.  

ІІ. 'D  облыста ),( vu  мен ),( vu  функцияларының бірінші ретті 
үзіліссіз дербес туындылары бар болсын. 
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ІІІ. 
vu

vu

vuD
yxD

''
''

),(
),(




  якобиан анықтауыш 'D  облыстың барлық 

нүктелерінде нөлге тең емес болсын. 
Сонымен, D  облыстың әрбір ),( yx  нүктесіне 'D  облыстың әрбір 
),( vu  нүктесі, ал 'D  облыстың әрбір ),( vu  нүктесі D  облыстың әрбір 
),( yx  нүктесіне сәйкес келеді. Бұл жағдайда, (10.16) функция UOV  

жазықтықтағы 'D  облысты XOY  жазықтығындағы D  облысқа 
бейнелеу деп аталады, ал D  облыс 'D  облыстың бейнесі, ал 'D  облыс 
D  облыстың түп бейнесі деп аталады.  

Демек, 'D  облысты D  облысқа бейнелеу бірмәнді болғандықтан, 
D  облыста u  мен v -ге тәуелді (10.16) теңдеудің тек бір ғана шешімі 
бар: 

                        ),(),,( yxvyxu l                              (10.17) 
 
және де якобиан анықтауышындағы дербес туындылар үзіліссіз 
болғандықтан, якобиан анықтауышы 'D  облыста өзінің таңбасын 
сақтайды әрі (10.16) бейнелеу мен оған кері (10.17) бейнелеулердің 
якобиан анықтауыштары арасында мына қатынас орындалады: 

 

.1
),(
),(

),(
),(


yxD
vuD

vuD
yxD

 

 
Енді 'D  облыста 0uu   түзуін қарастырайық. Осы түзуге D  

облыста  
     ),(),,( 00 vuyvux                              (10.18) 

 
параметр теңдеуімен анықталатын тегіс қисық сызық сәйкес келеді, 
мұндағы v -параметр (10.13-сурет). Осы сияқты, 'D  облысындағы  

0vv   түзуге D  облыста  
 

   ),(),,( 00 vuyvux                              (10.19) 
 
параметр теңдеуімен анықталатын тегіс қисық сызық сәйкес келеді, 
мұндағы u -параметр (10.33-сурет). 'D  облысындағы координат 
осьтеріне параллель түзулерді (10.16) бейнелеумен D  облыстағы 
(10.18) бен (10.19) қисық сызықтарына бейнеленгендегі осы қисық 
сызықтар u  мен v -ның координат сызықтары деп аталады. (10.16) 
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бейнелеу өзара бірмәнді бейнелеу болғандықтан, тек бір ғана (10.18) 
қисық сызық D  облысының әрбір ),( yx  нүктесінен өтеді және 0v  
тұрақты мәнге сәйкес келетін тек бір ғана (10.19) қисық сызық өтеді.  

Сондықтан тұрақты 0u  мен 0v  мәндерді D  облысының 
нүктелерінің координаттары ретінде қарастыруға болады әрі бұл 
нүктелерден өтетін түзу сызықтар емес қисық сызықтар болады. D  
облысындағы тұрақты 0u  мен 0v  мәндерін осы облыстағы ),( 000 vuM  
нүктенің қисық сызықты координаттары деп аталады (10.13-сурет). 

 

 
 

10.13-сурет 
 
Сонымен, 'D  облысты D  облысқа бейнелегенде 'D  облыстағы 

тіктөртбұрыш D  облысындағы қисық сызықты төртбұрышқа 
бейнеленеді. Сондықтан, (10.16) формуланы ескі тік бұрышты ),( yx  
координатты жаңа қисық сызықты ),( vu  координатқа көшіретін 
формула ретінде қарастыруға болады. Осы сияқты, D  облыстың l  
шекарасына бейнеленеді, ал ішкі нүкте ішкі нүктеге бейнеленеді. 

Қисық сызықты координат ретінде ),(   поляр координатты 
қарастыруға болады (10.14-сурет). Поляр координатымен ),( yx  
тікбұрышты координат арасындағы байланыс мына формула арқылы 
беріледі (10.14, а-сурет):  

 
  .20,0,sin,cos   yx            (10.20) 

 
Поляр координатында координат қисық сызықтары центрі 

координаттың бас нүктесі болатын, ал радиустары осы центрден 
шығатын сәуле болатын концентрлі шеңберлер   ,( const ,const  
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10.14, ә-сурет). Енді декарт координаттан поляр координатына 
көшердегі якобиан анықтауышын есептейік: 

             

   ,0
cossin
sincos

),(
),(),( 
















 






yy

xx

vuD
yxDvuI         (10.21) 

 
  

       
 

а)                                                     ә) 
10.14-сурет 

 
яғни якобиан анықтауыш 00  y,x  нүктеден өзге барлық нүктелерде 
нөлге тең емес.  

Егер 'D  пен D  тұйық квадратталатын облыстар болса және I-III 
шарттар орындалса, онда D  облыстың ауданы үшін мына теңдік 
орындалады: 

           
D D

dudv
vuD
yxDdxdyS

'
.

),(
),(                         (10.22) 

 
Енді айнымалыны алмастыруды екі еселі 

                                          

    
D

dxdyyxf ),(                                     (10.23) 

 
интегралға қолданайық. 

10.6-теорема. Егер D  және 'D  тұйық квадратталатын облыстар, 
),( yxf  функция ауданы нөлге тең жиындардың нүктелерінен өзге D  

облыста шектелген және үзіліссіз, ал (10.16) бейнелеу I-III шарттарды 
қанағаттандырсын, онда мына теңдік орындалады: 
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 
D D

dudvvuIvuvufdxdyyxf .),()),(),,((),(
'

          (10.24) 

 
Бұл формула екі еселі интегралдағы айнымалыны алмастыру 

формуласы деп аталады. 
Дәлелдеу. 'D  облысты i'l  бөлікті – тегіс қисық сызықтармен '

iD  
бөліктерге бөлейік. 'D  облыстағы i'l  бөлікті – тегіс қисық сызықтарға 
D  облыстан сәйкес келетін il  бөлікті – тегіс қисық сызықтар D  
облысты iD  бөліктерге бөледі және D  облыстағы әр бөліктердің 
ауданы iS  болсын. Осы iD  бөліктерден кез келген ),( ii yx  нүкте 
алып, (10.23) интегралдың интеграл қосындысын қарастырайық:  

i
n

i
ii Syxf 

1
),(  және әрбір iD  бөліктің ауданын (10.22) формуланы 

пайдаланып анықтайық:  
 

   
iD

i dudvvuIS .),(  

 
Енді соңғы интегралға екі еселі интегралдың орта мәні туралы 

теореманы қолданайық (10.3-тақырып, 6-қасиет): ,),( iiii vuIS   
мұндағы i  i'D  бөліктің ауданы, ),( ii vu  нүкте i'D  бөліктегі кез 
келген нүкте. Осыдан және екі еселі интегралдың интеграл 
қосындысынан:  

,),(),(
1

iii

n

i
ii vuIyxf 


 

 
мұндағы ),( ii vu  нүкте i'D  бөліктің кез келген нүктесі болғандықтан, 

),( ii vu  нүктені ),(),,( iiiiii vuyvux    теңдігі орындалатындай етіп 
алайық, яғни iD  бөліктегі ),( ii yx  нүктеге сәйкес келетін i'D  бөліктегі 
нүкте ),( ii vu нүкте болсын, онда интеграл қосындыны мына түрге 
өрнектеледі: 

  .),()),(),,((
1

iii

n

i
iiii vuIvuvuf  


              (10.25) 

 
Бұл қосынды екі еселі 

        

          dudvvuIvuvuf
D

),()),(),,((
'
                 (10.26) 
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интегралдың 'D  облыстағы интеграл қосындысы болады, ал бұл екі 
еселі интеграл бар, себебі интеграл астындағы функция 'D  облыста 
шектелген және үзіліссіз. Енді 'D  облысты шексіз көп бөліктерге 
бөлейік, сонда әрбір бөліктің   диаметрі нөлге ұмтылады, онда 
(10.25) интеграл қосынды 0  болғанда, біріншіден, (10.23) екі 
интегралға, ал екіншіден, (10.26) интегралға ұмтылады. Демек, ол 
интегралдар тең, яғни (10.24) теңдік орындалады. Дәлелденді. 

Егер (10.23) екі еселі интегралға (10.20) алмастыруды қолдансақ, 
онда  

 
D D

dfdxdyyxf
'

)sin,cos(),(   

 
теңдігі орындалады.  

1. Егер поляр координат жүйесінің полюсі D  облысының сыртқы 
нүктесі болса (10.15-сурет), онда екі еселі интегралды мына 
формуламен есептейміз: 

 

  
D

dfddxdyyxf
2

1

2

1

)(

)(
.)sin,cos(),(








  

 

    10.15-сурет 
 

2. Егер поляр координат жүйенің полюсі D  облысының ішкі 
нүктесі болса (10.16-сурет), онда:  
 

     10.16-сурет 
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  
D

dfddxdyyxf
 


2

0

)(

0
.)sin,cos(),(   

 
3. Егер поляр координат жүйенің полюсі D  облысының 

шекарасына тиісті болса (10.17-сурет), онда: 
 

    10.17-сурет 
 

  
D

dfddxdyyxf
2

1

)(

0
.)sin,cos(),(






  

 
Төмендегі мысалдарда 

D
dxdyyxfI ),(  интегралды поляр 

координат жүйесіне көшірейік. 
1-мысал.  222:),( RyxyxD  . 
Шешуі. Алдымен декарт координатындағы Ryx  22  

дөңгелектің теңдеуінен поляр координаттағы теңдеуін алайық (10.18-
сурет):  

.,sincos 22222 RR    
 

Демек, поляр координаттағы дөңгелектің теңдеуі R  болады, 
яғни  -ның мәні 0-ден R -ге дейін, ал  -дің мәні 0-ден 2 -ге дейін 
өзгереді, онда: 

 

  
D

R
dfddxdyyxf




2

0 0
.)sin,cos(),(  
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10.18-сурет 
       
2-мысал.  .:),( 22 RxyxyxD  . 

Шешуі. Центрі )0,
2

( R  нүкте, ал радиусы R -ге тең  22 yx Rx  

дөңгелектің поляр координат жүйедегі осы дөңгелектің теңдеуін 
табайық (10.19-сурет): 

 

   10.19-сурет 
 

.cos,cossincos 22222  RR   
     
Осыдан  cosR  – поляр координат жүйедегі дөңгелектің 

теңдеуі болады.  
Онда -ның мәні 0-ден  cos -ның бірге дейін өзгереді, ал  -дің 

мәні 
2


  - ден 
2


 -ге дейін өзгереді, яғни  
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  



D

R
dfddxdyyxf

2

2

cos

0
.)sin,cos(),(






  

 

3-мысал. .,:),(
2









 Ry
R
xRxRyxD  

Шешуі. D  облысты xy   және xy   түзулері арқылы үш тұйық 
облыстарға бөлеміз (10.20-сурет): 

 

,,0:),(
2

1








 xy
R
xxRyxD   ,,0:),(

2

2








 xy
R
xRxyxD  

 

 .,:),(3 RyxRxRyxD   
 

 

   
 

 10.20-сурет 
       
Онда берілген екі еселі интеграл үш екі еселі интегралдың 

қосындысынан анықталады (10.20-сурет): 
 

  
1 2 3

.),(),(),(
D D D

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfI  

 

1D  облыста: xy  , )1(,1,sincos  arcctgctg  , 

R
xy

2
 , ,

cos
sin,cossin,cossin 2

222


 R

RR
  яғни 1D  облыста 

 -дің мәні 
4

3 -пен  -ге дейін, ал  -ның мәні 0-ден 



2cos
sinR -ге дейін 

өзгереді;  
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3D  облыста:   cos,Ry  ,
cos

,


 RR  ,,xy
4


 ,,xy
4

3
  

яғни 3D  облыста  -дің мәні 
4
 -тен 

4
3 -ке дейін өзгереді, ал   -ның 

мәні 0-ден 
cos

R -ге дейін өзгереді;  

2D  облыста: ,sincos,   xy  ,,tg
4

1 
  ,,xy

4


  

,xy   ,
4

3
  яғни 2D  облыста  -дің мәні 0-ден 

4
 -ке дейін, ал  -

ның мәні 0-ден 



2cos
sinR -ге дейін өзгереді. Сонымен:  

 

 









2cos
sin

0
4

3
)sin,cos(

R

dfdI  







cos

0

4
3

4

)sin,cos(

R

dfd  

 







2cos

sin

0

4

0
.)sin,cos(

R

dfd  

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Екі еселі интегралдарды берілген облыста есептеңдер: 

 
D

,
yx

dxdy
2

210 xy,y  ; 
D

,dxdy
y
x

2

2

x
y,xy,x 12  ; 

D
,dxdy

y
x
2  

,xy   
x

y,xy 19  ; 
D

,dxdy
y
x3

 ,y 4
4

2
2 xy,xy  .  

2.  
D

dxdyy,xf  екі еселі интегралдардың шектерін 

алмастырыңдар: 

  
4

2 2

x
dyy,xfdx ;   

1

0

y

y
dxy,xfdy ;   

3

0

9

0

2x
dyy,xfdx ;   

2

0

5

2

2

2

y

y
dxy,xfdy ; 

3.  
D

dxdyy,xf  екі еселі интегралдарды шектерін поляр 

координат жүйеге көшіп табыңдар: 
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922  yx:D ; 0122  y,yx:D ; xy,xy,yx:D 3422  ; 
  11 22  yx:D ;   42 22  xy:D . 
 
10.6. Екі еселі интегралды физика және механика  
         есептеріне қолдану 
 
Біз 10.1-тақырыпта, V  дене жоғарыдан ),( yxfz   бетпен, 

төменнен D  облыспен, ал бүйір беті цилиндрмен (жасаушылары OZ  
осіне параллель) шектелсе, яғни DyxzyxV  ),(:),,{( )},(0, yxfz  , 
онда V  дененің көлемін интеграл қосындыдан шекке көшіп 
анықтадық: 

   


i

n

i
ii

n
DyxfV

1
,lim   dxdyyxf , , 

 
мұндағы iD  таңба D   облысты бөліктерге бөлгендегі iD  бөліктердің 
ауданы. 

Квадратталатын D  облыстың ауданын да екі еселі интеграл 
көмегімен есептеуге болады: 

 

 
 dudv

vuD
yxDdydxS

DD




,
,

. 

      
Егер ,:),{( bxayxD  )}(0, xfy   болса, онда қисық 

сызықты D  трапецияның ауданын 
 

 
 

   
b

a

xf b

aD
dxxfdydxdydxS

0
 

 
формуламен есептеуге болады. 

Енді екі еселі интеграл көмегімен физика және механика 
есептерін шығаруды қарастырайық. Бізге XOY  жазықтығында D  
пластинка берілсін және оның тығыздығы  yx,  болсын. 

а) Пластинканың массасы. Берілген пластинканың тығыздығы 
бойынша оның массасын табайық. Ол үшін  yx,  тығыздығы x  және 
y  айнымалары бойынша D  облыста үзіліссіз болсын. Облысты 
еркімізше iD  бөліктерге бөлейік әрі әрбір iD  бөліктен кез келген 
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 iii yxP ,  нүкте алайық. Онда әрбір iD  бөліктердің массасы жуық 
шамамен,   iii Dyx ,  көбейтіндіге тең, ал барлық пластинканың 
массасы nDDD ,...,, 21  бөліктердің массаларының қосындысына тең, 
яғни  

  iii
n

i
Dyxm  


,

1
 , 

 
мұндағы iD  таңба iD  бөліктің ауданы. Пластинканың дәл массасын 
табу үшін, D  облысты жеткілігінше кіші бөліктерге бөлеміз де, 
интеграл қосындыдан шекке көшіп анықтаймыз: 

                  

    
 D

i

n

i
ii

n
dxdyyxDyxm ,,lim

1
 .              (10.27) 

 
ә) Пластинканың ауырлық центрінің координаттары. 

Берілген D  облысты (пластинканы) iD  бөліктерге бөлейік және әрбір 
iD  бөліктерден  iii yxP ,  нүкте алайық )n,i( 1 . Әрбір iD  бөліктің 

массасы жуық шамамен    iiii DyxP ,  көбейтіндіге тең.  Егер әрбір iD  
бөліктің массасы бір  iii yxP ,  нүктеге шоғырланса, онда 
пластинканың ауырлық центрінің координаттары жуық шамамен 
мына формуладан анықталады: 

 

 

 










 n

i
iii

n

i
iiii

Syx

Syxx
x

1

1
0

,

,




, 

 

 










 n

i
iii

n

i
iiii

Syx

Syxy
y

1

1
0

,

,




. 

 
Пластинканың ауырлық центрінің дәл координаттарын шекке 

көшіп табамыз: 
 

      
 

 




D

D

dxdyyx

dxdyyxx
x

,

,
0 


,   

 

 




D

D

dxdyyx

dxdyyxy
y

,

,
0 


.              (10.28) 

 
Егер пластинка біртекті, яғни 1 )y,x(  болса, онда оның 

ауырлық центрінің координаттарын мына формуладан анықтаймыз: 
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                             ,
m

ydxdy
y,

m

xdxdy
x DD


 00                          (10.29) 

 
мұндағы m – пластинканың массасы. 

б) Пластинканың инерция моменттері. D  облысты iD  
бөліктерге бөлеміз, әрбір бөліктен  iii yxP ,  нүктені таңдап аламыз 
және массасы  iii yxP ,  нүктеге шоғырланған пластинканы 
  iii Dyx ,  массалар жүйесіне алмастырамыз. Онда массалар 

жүйесінің инерция моменттері жуық шамамен мына формуладан 
анықталады: 

  iii
n

i
i Dyxx 


,

1

2 . 
 
Осыдан шекке көшіп, D  пластинканың OY  осі бойынша инерция 

моментін табамыз: 
 

          
D

y dxdyyxxJ ,2 .                       (10.30) 

 
Осылайша, пластинканың OX  осі бойынша инерция моментін 

анықтаймыз:  

                          
D

x dxdyyxyJ ,2 .                              (10.31) 

 
Осы сияқты, координат осінің бас нүктесі бойынша 

пластинканың инерция моментін табамыз: 
                   

                 
D

yx dxdyyxyxJJJ ,22  .               (10.32) 

 
в) Пластинканың статикалық моменттері. Жоғарыдағыдай, 

OX және OY  өстері бойынша пластинканың сәйкес статикалық 
моменттерін анықтауға болады: 

 
 

D
x dxdyyxyM , ,  

D
y dxdyyxxM , .  

 

г) Беттің ауданы. Егер тегіс қисық сызықты бет  yxfz ,  
функциямен берілсе, онда осы беттің ауданы мына формуладан 
анықталады: 
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                 dxdy
y
z

x
zS

D
 






















22

1 ,                      (10.33) 

 
мұндағы D  – берілген  yxfz ,  беттің XOY  жазықтығындағы 
проекциясы. 

Егер бет параметр теңдеуімен берілсе:  
 

 yvux ),,(  ),(),,( vuzvu   , 
 

онда оның ауданы: 
                    

D
dudvCABS 2                     (10.34) 

 
формуласымен есептелінеді, мұндағы  ,,  үзіліссіз дифференциал-
данатын функциялар D  облыста, 

 

,
uuu

A
222































   ,
vvv

B
222































  
 

.
vuvuvu

C























  
 

1-мысал. 
a
xy

2
 , xay  2 , 0a  қисық сызықтармен анықталған 

біртекті пластинканың ауырлық центрінің координаттарын табайық 
(10.21-сурет). 

 

 
 

10.21-сурет 
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Шешуі. 
a
xy

2
  параболамен xay  2  түзуінің қиылысу 

нүктелерін табайық:  
 

a
x2

xa  2 , 02 22  aaxx , 
2

3
2

8 22

21
aaaaax 




 ,  
 

axax 2, 21  . 
 
Параболамен түзу  aa;   және  aa 4;2  нүктелерде қиылысады. 

Демек, пластинка жоғарыдан xay  2 -түзуімен, төменнен 
a
xy

2
  

параболамен шектелген:    xayxD 2:,




 xay
a
xa 2,

2
, онда 

пластинканың массасы   
 

),(( yx :)1  







 dxydydxm

xa

a
x

a

a

xa

a
x

a

a

2

2

2

2
2

2
 














a

a
dx

a
xxa

2

2
2  

a

aa
xxax

2

32

32
2










 = 2

2
9 a . 

 
Ауырлық центрінің координаттарын (10.29) формуласымен 

есептейміз: 
 

.aydydx
a

y,adyxdx
a

x
xa

a
x

a

a

xa

a
x

a

a 5
8

9
2

29
2 2

2
20

2

2
20

22
 








 

 

2-мысал.     222222222 2 ayx,yxayx   қисық сызықтармен 
шектелген фигураның ауданын есептейік (10.22-сурет).                                                                       

Шешуі. Декарт координат жүйеден поляр координат жүйеге 
көшейік: 
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10.22-сурет 
 

,sin,cos   yx  
 

  
22222 sincos   ,sincos2 22222  a  

 

 2224 ,2cos2  a  
 

,sincos,2cos2 222222 aa    .22 a  
    
Сонымен,  22 22 cosa  поляр координат жүйедегі лемнискат 

Бернулли теңдеуі, ал a  шеңбердің теңдеуі. Енді осы қисық 
сызықтардың қиылысу нүктелерін табайық: 

 

.a,,

cos,cos,cosaa








62
1

212222 22

 

 

Сонда ,,cosaa
6

022 
  

 

  








2cos2 6

0

2cos2
26

0
24

a

a

a

a
dddS  

    



daa
6

0

22 2cos22   22

3
33

0
62sin2 aa 


 
 . 

 

 

3-мысал. 22 yxz  , 2xy  , 0x , 1y , 0z  беттермен 
шектелген дененің жарты көлемін табайық (10.23-сурет). 
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Шешуі. Дене жоғарыдан 22 yxz   параболоидпен, төменнен 
xOy  жазықтығындағы 2xy   парабола, OY  осі және 1y  түзуімен 
шектелген, яғни  

 

 10.23-сурет 
 

  0,1,:, 2  xyxyyxD . 
Онда:   

     
1

22
1

0

22

2xD
dyyxdxdxdyyxV  










1

0

13
2

23
dxyyx

x

 
 

























1

0

1

0

7536
42

105
44

2153
1

333
1

.

xxxxdxxxx
 

 
4-мысал. 222 zxa  , 222 yza   беттермен шектелген дене 

бетінің ауданын есептейік (10.24-сурет). 
 

      10.24-сурет 
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Шешуі. Дене бетінің ауданын dxdyffS
D

yx

22

1  формуламен 

есептейміз, мұндағы   
 

22 xa)y,x(fz  , xy,ax,z,
xa

xz yx 


 000
22

. 

 
Осыдан  







  
xaa x
dydx

xa

adydx
xa

xS
00 220 0

22

2
16116  

 

.axaa

xa

xadxy
xa

a

a

aa x

2

0

22

0 220 0
22

1616

16116









 
 

       
5-мысал.      x,y,x,aayax 000222 a  қисық сызықтармен 

шектелген фигураның Ox  және Oy  осьтері бойынша инерция 
моменттерін анықтайық  ( 1 )y,x( ). 

Шешуі. Фигура ayaxyxD  0,0:),{( }.2 2xax   Онда:  
 

 











axaxaa

xaxaa

D
x

.dxxaxadxy

dyydxdxdyyJ

0

32
2

00

3

2

0

2

0

2

2
3
1

3
1

2

2

 

 

Соңғы интегралға tsinax 22  алмастыруын қолданайық, сонда:  
 

.tdtsinadx;t,ax;t,x a 22
4

00 0 


  
 

Онда:  
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 




4

0

3422 24
3

2 tdtsintsintsinaaaJ x    


4

0

3
4

221
3

2 tdtsintsina  
 

  ).(atdtsintsina
 



516
16

221
3

44

0

3
4

 
 

).(adxxdydxdyxJ
yayaa

D
y  


516

16

42

0

2

0

2
2

 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Берілген қисық сызықтармен шектелген фигураның ауданын 

табыңдар;  

69
 x,xy,

x
y ; 62  yx,xy ; 524 22  xy,xy .  

2. 1-октанта орналасқан 12236  zyx  беттің ауданын табыңдар. 
     
10.7.  Үш еселі интегралдың анықтамасы 
 
Жоғарыда екі еселі интегралдың анықтамасын фигураның ауданы 

арқылы бердік, ал үш еселі интегралдың анықтамасы кеңістіктегі 
дененің көлемі арқылы беріледі. Кеңістікте кез келген V  денені 
қарастырайық. V  дененің ішіне көпжақты денелер орналассын, осы 
денелердің көлемдерінің дәл жоғарғы шегі V  дененің ішкі көлемі, ал 
ең төменгі шегі V  дененің сыртқы көлемі деп аталады. Егер V  
дененің ішіне бірде-бір денені орналастыра алмасақ, онда дененің 
ішкі көлемі нөлге тең дейміз. Егер дененің ішкі мен сыртқы 
көлемдері тең болса, онда ол V  дененің көлемі деп аталады, ал 
дененің өзі кубталатын дене деп аталады. Біз төменде тек 
кубталатын денелерді ғана қарастыратын боламыз. 

Бізге кубталатын V  денеде шектелген zyxf ,,(  функция 
берілсін. Берілген денені кіші iV  бөліктерге (денелерге) бөлейік, осы 
бөліктерден еркімізше   iiiii PzyxP ,,  нүктелерді алайық және 

 
 

                        



n

i
iiiiii vz,y,xf)P,V(J

1
                        (10.35) 
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қосындыны қарастырайық, мұндағы iv -кіші iV  бөліктердің көлемі. 
iV   дененің диаметрін i  деп белгілейік және }{max ii

  болсын.  

Анықтама. Егер кез келген 0.  саны үшін 0  саны табылып, 
  теңсіздігін қанағаттандыратын барлық   үшін ,(| iVJ  |) JPi  

теңсіздігі орындалсын. Демек,  |),(| JPVJ ii  теңсіздігі   
теңсіздігі орындалатындай V  денені кез келген бөліктеулерге 
бөлгеннен және  iiii z,y,xP  нүктені таңдап алғаннан тәуелсіз  болады.  
Егер 0   болғанда (10.35) интеграл қосындының шегі бар болса, 
онда ол шек zyxf ,,(  функцияның V  дене бойынша алынған үшінші 
ретті интегралы деп аталады және ол былай белгіленеді:  

 

 










V

V

n

i
iiii

dv)z,y,x(f

dxdydz)z,y,x(fvz,y,xflimJ
10

. 

 
Бұл жағдайда, V  денеде zyxf ,,(  функция интегралданады деп 

аталады. 
Бізге бір немесе екі айнымалы шектелген функциялардың 

барлығы да интегралданбайтыны белгілі. Сондықтан үш еселі 
интегралдың интегралдануының жеткілікті белгісін табу үшін, бір 
немесе екі еселі интегралдарда қарастырылғандай, Дарбудың 
жоғарғы және төменгі қосындыларын қарастырайық. Ол үшін 
шектелген  zyxf ,,(  функция кубталатын V  облыста берілсін және V  
облысты iV  бөліктерге бөлейік, ал iM  мен im  сандары zyxf ,,(  
функцияның iV  бөліктердегі сәйкес ең жоғарғы мен ең төменгі 
мәндері болсын. Онда  

 





n

i
ii

n

i
ii vms,vMS

11
 

 
қосындылары сәйкес Дарбудың жоғарғы, төменгі қосындылары 
деп аталады. 

Екі еселі интегралға орындалатын 10.1, 10.2-теоремалар үш еселі 
интегралға да орындалады. 
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10.7-теорема. Кубталатын V  облыста шектелген zyxf ,,(  
функциясы интегралдануы үшін кез келген 0  саны үшін облысты 
бөліктейтін бөліктеу табылып,  sS  теңсіздігінің орындалуы 
қажет әрі жеткілікті. 

10.9-теорема. Егер шектелген zyxf ,,(  функциясы кубталатын 
V  облыстың көлемі нөлге тең жиындарынан өзге нүктелердің бәрінде 
үзіліссіз болса, онда функция V   облыста интегралданады. 

Екі еселі интегралға орындалатын негізгі қасиеттер үш еселі 
интегралға да орындалады. 

1-қасиет. Егер zyxf ,,(  пен  y,x  функциялары V  облыста 
интегралданса және constc,c 21  болса, онда ,,(1 yxfc ),,() 2 zyxcz   
функциясы да осы облыста интегралданады және  

 
        

V V
dzyxfcdzyxfczyxfc  ,,,,,, 121  

V
dyzxfc ,2 . 

 
2-қасиет. Егер  z,y,xf ,  z,y,x  функциялары V облыста 

интегралданса, онда  zyxf ,,  z,y,x  функциясы да осы облыста 
интегралданады. 

3-қасиет. Егер 1V  мен 2V  облыстардың ішкі нүктелері ортақ 
болмаса және  z,y,xf  функциясы осы облыстардың әрқайсысында 
да интегралданса, онда функция 21 VVV   облыста интегралданады 
және 

.dv)z,y,x(fdv)z,y,x(fdv)z,y,x(f
VVV
 

21

 

 
4-қасиет. Егер  z,y,xf  және  z,y,x  функциялары V  облыста 

интегралданса әрі  z,y,xf   z,y,x  теңсіздігі орындалса, онда 
 

.dv)z,y,x(dv)z,y,x(f
VV
   

 
5-қасиет. Егер  z,y,xf  функциясы V  облыста интегралданса, 

онда |),,(| zyxf  функциясы да осы облыста интегралданады және  
 

.dv|)z,y,x(f|dv)z,y,x(f
VV
   



Жоғары математика курсы 
 

 297

6-қасиет (орта мән туралы теорема). Егер  z,y,xf  функциясы 
V  облыста интегралданса және m  z,y,xf  M  теңсіздігі орындалса, 
онда 

mV   dzyxf
V

,,  MV   

 
мұндағы V  таңба V  облыстың көлемі. 

Соңғы қасиетті мына түрде тұжырымдауға болады, егер V  тұйық 
шектелген байланысты облыс және  z,y,xf  функциясы осы облыста 
үзіліссіз болса, онда осы облыста  zyxA ,,  нүкте табылып, мына 
теңдік орындалады: 

 

    Vzyxfdzyxf
V

 ,,,,  .     

 
10.8.  Үш еселі интегралды есептеу 
 
Бізге V  облыста үш еселі интеграл берілсін: 

                                         

       
V

dxdydzzyxf ,, .                             (10.36) 

 
1. Үш еселі итегралдың интегралдау V  облысы тікбұрышты 

параллелепипед болсын:  
 

dycbxazyxV  ,:),,{( },, lzk   
 
онда тікбұрышты параллелепипедтің xOy  жазықтығындағы 
проекциясы },:),{( dycbxayxD   тіктөртбұрышы болады. 

10.10-теорема. Егер (10.36) үш еселі интеграл бар болса және D  
облысының тағайындалған кез келген  yxA ,  нүктесі үшін  

 

   
l

k
dzzyxfyxJ ,,,  

 

интегралы бар болса, онда: 
                         

           
l

kDD
dzzyxfdxdydxdyyxJ ,,,            (10.37) 
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интегралы да бар және мына теңдік орындалады: 
          

    
l

kDV
dzzyxfdxdydxdydzzyxf ,,,, .               (10.38) 

 
(10.37) теңдігі қайталама интеграл деп аталады. 10.10-

теореманың дәлелденуі 10.4-теореманың дәлелдеуіндей. 
2. Енді V  облысы қисық сызық болсын, яғни облыс төменнен 
 y,xzz 11   жоғарыдан  y,xzz 22   беттерімен, бүйір жақтары 

цилиндрлік бетпен (жасаушылары Oz  осіне параллель) шектелсін, ал 
V  облыстың xOy  жазықтығындағы проекциясы D  болсын:  

 

        y,xzzy.xz,Dy,x:z,y,xV 21  , 
 
мұндағы  y,xzz 11  ,  y,xzz 22   функциялары квадратталатын D  
облыста үзіліссіз. 

10.11-теорема. V  облыста  z,y,xf  функциясының үш еселі 
интегралы бар болсын, D  облысының тағайындалған кез келген 
 yxA ,  нүктесі үшін 

   
 

 


yxz

yxz
dzzyxfyxJ

,

,

2

1

,,,  

 
интегралы бар болсын, онда қайталанған 

 

 
 

 


yxz

yxzD
dzzyxfdxdy

,

,

2

1

,,  

 
интегралы бар және мына теңдік орындалады: 

 

   
 

 
 

yxz

yxzDV
dzzyxfdxdydxdydzzyxf

,

,

2

1

,,,, . 

 
Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін V  облысты   параллелепипед пен 

қоршайық: 
 

},,:),,{( lzkdycbxazyx  . 
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Параллелепипедтің xOy  жазықтығындағы проекциясы D  болсын 
( DD  ) және осы параллелепипедте көмекші 

                           

         
 










Vzyx
Vzyxzyxf

yxf
,,,0

,,,,,,
,                     (10.39) 

 

функцияны қарастырайық. Онда  zyxf ,,  фукциясы V  облыста 
интегралданады және  

           

       

П V
dxdydzzyxfdxdydzzyxf ,,,,  .              (10.40) 

 
Осы теңдікке (10.39) теңдікті пайдаланайық: 

          

                             
П D

l

k
dzzyxfdxdydxdydzzyxf ,,,, .             (10.41)  

 
Осыдан және (10.39) теңдіктен мына теңдікті аламыз: 

 

   
 

 
 

yxz

yxz

l

k
dzzyxfdzzyxf

,

,

2

1

,,,, . 

 
Соңғы теңдіктің мәні x  пен y -ке тәуелді функция болады, ал ол 

D  облыстан тыс жатқан нүктелер үшін нөлге тең, олай болса, ол 
функцияның D  облысы бойынша алынған екі еселі интегралы D  
облысы бойынша алынған екі еселі интегралына тең. Демек, (10.40), 
(10.41) формулаларын пайдаланып, соңғы теңдіктен дәлелдеу керек 
теңдікті аламыз: 

 

  
V

dxdydzzyxf ,,  
 

 
 
D

yxz

yxz
dzzyxfdxdy

,

,

2

1

,, .                                    

 
Ескерту. Егер )y,x(J  интегралына теореманың шарттары 

орындалса, онда 
D

dxdy)y,x(J  интегралын мына түрде жазуға болады: 
 

  
V

dxdydzzyxf ,,
 

 
 

 

 
 

yxz

yxz

b

a

xy

xy
dzzyxfdydx

,

,

2

1

2

1

,, . 
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Бұл жағдайда, үш еселі интегралды есептеу үшін ішкі 
интегралдан бастап интегралдау қажет. 

Мысал.   10 2  y,xy,yz,z:z,y,xV  облысында 

V

dxdydzzxy  интегралды есептейік. 

Шешуі. V  облыстың xOy  жазықтығындағы проекциясы  
  ,x:y,xD 1  11 2  y,xy,x  болады, яғни D  облысы 

жоғарыдан 1y  түзуімен, төменнен 2xy    параболамен, сол 
жағынан 1x , оң жағынан 1x  түзулерімен шектелген. Онда 

 

  


y

xV
dzzydyxdxdxdydzzxy
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  
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 
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 


1

1
2

2
7 1

7
2

3
2 dx

x
xy  




1

1

7 01
21
4 dxxx . 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
Үш еселі интегралдарды есептеңдер:  

1.   dzzyxdydx   
2

0

3

0

4

0
;   2.   dzxyzdydx

x y

  
2

0 0 0
;  3.   dzzdydx

x

x

yx

  
2

1

0

2 1

0

22

. 

 
10.9.  Үш еселі интегралда айнымаларды алмастыру 
 
Екі еселі интегралдағы айнымаларды алмастырғандай, үш еселі 

интегралдың айнымаларын алмастыруға болады, яғни ескі zyx ,,  
айнымаларынан жаңа wvu ,,  айнымаларына  

         

     ),,,( wvux   ),,(),,,( wvuxzwvuy         (10.42) 
 
функциялары арқылы көшеміз. Бұл жағдайда (10.42) формула 
бойынша V  облыстың әрбір  zyxA ,,  нүктесіне V  облыстан  wvuA ,,  

нүктесі, ал V  облыстың әрбір  wvuA ,,   нүктесіне V  облыстан 
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 zyxA ,,  нүкте сәйкес қойылсын. Осы сәйкестік (бейнелеу) 10.5-
тақырыптағыдай мына үш шартты қанағаттандырсын: 

I.   (10.42) бейнелеу өзара бірмәнді бейнелеу болсын; 
II.  V  облыста бірінші ретті үзіліссіз дербес туындылары бар 

болсын; 

III.  
 wuD

zyxD
,,
,,


 якобиан анықтауышы V  облыстың барлық 

нүктелерінде нөлге тең болмасын. 
Екі еселі интегралдағыдай, (10.42) бейнелеу облыстың ішкі 

нүктелерін ішкі нүктелерге, ал шекара нүктелерін шекара нүктелеріне 
бейнелейді. 

Сонда (10.42) алмастыру zyx ,,  айнымаларын wvu ,,   
айнымаларына мына формула бойынша алмастырылады: 

 

      
V

dxdydzzyxf ,,       
  dwdud

wuD
zyxDf 




,,
,,,  . 

 
I.  Цилиндрлік координаттар. Кеңістіктегі кез келген ,,( yxM )z  

нүктені алайық, ал yxM ,(  нүкте ,,( yxM )z  нүктенің xOy  координат 
жазықтығындағы проекциясы болсын (10.25-сурет). z,,  сандары 
кеңістіктегі ,,( yxM )z  нүктенің цилиндрлік координаттары деп 
аталады, мұндағы ,  сандары M   нүктенің поляр координаттары. 
Онда, ескі zyx ,,  координаттан жаңа z,,  координаттарға көшу үшін 

                        

       cosx ,  sinx , zz                  (10.43) 
 
алмастыруды пайдаланамыз, мұндағы  z,, 200 . 
Осы алмастырудың якобиан анықтауышын есептейік: 

 

 
 

100
0cossin
0sincos

,,
,, 

















z

z

z

zzz
yyy
xxx

zD
zyxD

= . 
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   10.25-сурет 
       

 
Сонда декарт координат жүйеден цилиндрлік поляр координат 

жүйеге мына формула көмегімен көшеміз: 
 


V

dxdydzzyxf ),,( .),sin,cos(



V

dzddzf   

 
II. Сфералық координаттар. Кеңістіктегі кез келген ,,( yxM )z  

нүктені қарастырайық, ал yxM ,(  нүкте ,,( yxM )z  нүктенің xOy  
координат жазықтығындағы проекциясы болсын (10.26-сурет).  ,,  
сандары M  нүктенің сфералық координаттары деп аталады. Декарт 
координат жүйеден сфералық координат жүйеге көшу үшін 

                    
 cossinx ,  sinsiny ,   cosz         (10.44) 

 
алмастыруын пайдаланамыз, мұндағы ,,  00   20 . 
Егер   бұрышы ретінде OM  мен MO  түзулерінің арасындағы 
бұрышты алсақ, онда (10.44) формуласындағы sin -ны cos -ға, ал 

cos -ны sin -ға ауыстыру керек: 
 

 coscosx ,  sincosy ,   sinz     
 

мұндағы 
22





 . Енді (10.44) алмастырудың якобиан 
анықтауышын есептейік: 

 

 
 

0cossinsinsin
sinsincoscoscos

cossinsincossin

,,
,,










D

zyxD =  sin2 . 
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Сонымен, декарт координат жүйеден сфералық координат жүйеге 
көшу үшін мына формуланы пайдаланамыз: 

 

     10.26-сурет 
 


V

dxdydzzyxf ),,(  
 

=   cossin
V

f ,  sinsin ,   dddsincos 2 . 

 
Егер   бұрышы ретінде MMO   бұрышын алсақ, онда 

 


V
dxdydzzyxf ),,(   coscos

V
f ,  sincos ,  

 

  dddcossin 2 . 
 
Жалпылама сфералық координаттар деп мына формуланы 

айтамыз: 
  cossin0

naxx  ,   sinsin0
nbyy  ,  

 

 cos0
nczz  , 
 

мұндағы ax ,0 ,,, 0 by ,,0 cz n,,  - тұрақты сандар. Бұл жағдайда: 
 

 
   ,,

,,
D

zyxD
 

 

=   1111213 cossincossin nabcn . 
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1-мысал. 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x  қисық сызықпен шектелген V  дене 

бойынша мына интегралды есептейік: 
 

 









V
.dxdydz

c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
 

 
Шешуі. Сфералық координаттарға көшейік: 

 
 cossinax  ,  sinsinby  ,   coscz  . 

 
Онда  


V

dxdydzzyxf ),,(  











V
.dxdydz

c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
= 

 

5
4sin

0

2

0

1

0

4 abcdddabc 
 

    . 

 
2-мысал. V  дене мына беттермен шектелген: .z,yxz 1222   

 
V

dxdydzyx 22  интегралын есептейік. 

Шешуі. Цилиндрлік координаттарға көшейік:  
 

 cosx ,  sinx ,  zz  .   
 
Енді берілген беттердің цилиндрлік координаттағы теңдеулерін 

табайық:  
22 z , z , 1z , 

 

 яғни 
 0,10:),,{(  zV }.1,2  z   

Сонда  
 


V

dxdydzzyxf ),,(      
V

dzdddxdydzyx





2

0

1

0

1
222  

 

  .
6

2
1

0

32 
   d  
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10.10.  Үш еселі интегралды физика мен механика  
           есептеріне қолдану 
 
1. Дененің көлемі. Кубталатын  V  дененің V  көлемін 
 

                       
V

dxdydzV                                  (10.45) 

 
формуласы бойынша есептейміз. 

Егер       y,xz,Dy,x:z,y,xV  0  болса,  онда V  дененің 
көлемін екі еселі интеграл арқылы есептеуге болады: 

 

 
 

  
D

yx

D
dxdyyxdzdxdyV

,

0
,


 . 

 
Егер V  дене ax  , bx   жазықтықтарымен және дененің әрбір 

 xD  қимасының ( constx ) ауданы  xS  болса, онда (10.45) үш еселі 
интегралға   xS

 


xD

dyds  формуланы пайдаланып, өзімізге белгілі 

анықталған интеграл арқылы дененің көлемін есептеуге болады: 
 

 


xD

b

a
dydsdxV =  

b

a
dxxS . 

 
Декарт координат жүйедегі zyx ,,  айнымалыларына (10.42) 

алмастыруын пайдаланып, дененің көлемін қисық сызықты 
координат арқылы есептейміз: 

 

.dudvdw
)w,v,u(D
)z,y,x(DV

V



  

 
2.  Бізге кеңістікте кубталатын материалды V  дене берілсін және 

оның тығыздығы  zyx ,,  болсын, онда мына формулалар 
орындалады: 

а) дененің массасы:  
V

dxdydzzyxm ,, . 
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ә) статикалық моменттері (координат жазықтықтар бойынша): 
 

           
V

yz ,dxdydzz,y,xxM   
V

xz dxdydzzyxyM ,,,   

  
V

xy ,dxdydzz,y,xzM  

б) ауырлық центрі:  
m

M
x yz0 , 

m
My xz0 , 

m
M

z xy0 ; 

в) инерция моменттері (координат жазықтықтар бойынша): 
 

           
V

yz dxdydzz,y,xxJ 2 ,  
V

xz dxdydzzyxyJ ,,2 ,   

           
V

xy dxdydzz,y,xzJ 2 ; 

г) инерция моменттері (координат осьтері бойынша): 
,xyxzx JJJ   ,yzxyy JJJ   ;zxyzz JJJ    

ғ) инерция моменттері (координаттың бас нүктесі бойынша): 
 xyzxyz JJJJ0    dxdydzz,y,xzyx

V
  222 . 

д) дененің )z,y,x(M 0000  нүктедегі Ньютон потенциал өрісінің 
тартылысы: 

,dxdydz
r

)z,y,x()z,y,x(U
V
 

1
000  

 

Мұндағы        .const,zzyyxxr  2
0

2
0

2
0  

2. Массасы 0m -ге тең материалды V  денеге ),,( 0000 zyxM  
нүктедегі  zyx FFFF ;;  тартылыс күш: 

 

 







V

x dxdydz
r

xxzyxm
x
UmF 3

0
0

0
0 ,, , 

 

 







V

y dxdydz
r

yyzyxm
y
UmF 3

0
0

0
0 ,, , 

 

 







V

z dxdydz
r

zzzyxm
z
UmF 3

0
0

0
0 ,, . 

 



Жоғары математика курсы 
 

 307

1-мысал. 22 yxz  , 22 22 yxz  , xy  , 2xy   беттермен 
шектелген дененің көлемін есептейік. 

Шешуі. V  дене 22 yxz   пен 22 22 yxz   параболоидтардың, 
xy   жазықтықтың және 2xy   цилиндрлік беттердің бөліктерімен 

шектелген, яғни  :x,x,xx 102    
 

  22222 2210 yxzyx,xyx,x:z,y,xV  . 
 
Онда 

    




dyyxyxdxdzdydxV
yx

yx

x

x

x

x

22

22 22

22
2222

1

0

1

0
22  

 

   dyyxdx
x

x 2

22
1

0
  























1

0

1

0

6
4

33
2

35
3

33
4

3 2

.dxxxxdxyyx
x

x

 

 

2-мысал. cz,
c
z

b
y

a
x

 2

2

2

2

2

2
 біртекті дененің ауырлық центрін 

есептейік. 

Шешуі. V  дене 2

2

2

2

b
y

a
xcz   беттің және cz   жазықтықтың 

бөліктерімен шектелген және Oz  осі бойынша симметриялы. Олай 
болса, оның ауырлық центрі Oz  осінде жатыр, яғни  00 00  y,x .  
Онда 


V

zdxdydz
m

z 1
0 . 

 
Дене біртекті болғандықтан, дененің массасы оның көлемінің 

сандық мәніне тең (   1,, zyx болғанда Vm  ). Сондықтан дененің 
көлемін есептейік, ол үшін  11  n,   cossinax  , 

 sinsinby  ,   coscz   формуланы пайдаланайық, сонда:  

 czc,, 1020 ,   
1

0

2

0

1

0
2 




dzabdzddabV

c

c

c

c
 

  abcdabc
3

2
1

0

2    . 
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Онда 

     







2

0

1

0

1

0

32
0 4

333 c

c
cdczdzdd

c
z . 

 

Сонымен, дененің ауырлық центрі 





 cA

4
3,0,0  нүктесі болады. 

 
10.11. m  еселі интеграл 
 
Егер 3m  болғанда m  еселі интегралды екі және үш еселі 

интегралдар сияқты енгізуге болады. Ол үшін алдымен кейбір қажетті 
анықтамаларға тоқталып өтейік. 

 m  өлшемді   :x,...,x,x m21 mmm daxdaxdax  ,...,, 222111  
 

параллелепипедтің көлемі деп   mdddV 2,...,2,2 21  санды айтамыз.  
0V  дене m  өлшемді E  евклид кеңістігіндегі шектелген дене болсын 

 EV 0 . Осы денені сырттай және іштей m  өлшемді мүмкін болатын 
ic  ,  көпжақтармен қоршайық және толтырайық, мұндағы c  мен 

i  көпжақтары m  өлшемді параллелепипедтердің көлемдерінің 
қосындысына тең болсын. Мына сандар 

 

  i
V

VV
i




sup
0

,    c
V

VV
c




inf
0

 

 
0V  дененің жоғарғы және төменгі көлемі деп аталады. 0V  дене 

кубталады деп, егер VV   болса, ал VVV   саны 0V  дененің 
көлемі деп аталады.  

Енді m  өлшемді евклид кеңістігіндегі 0V  денеде анықталған және 
шектелген     mx,....,x,xfAfu 21  функция берілсін. 0V  денені ішкі 
нүктелері ортақ болмайтын кубталатын 0

iV   n.i 1  бөліктерге бөлейік, 
әрбір бөліктердің әрқайсысынан еркімізше  mi x,...,x,xA 21  нүкте 
алайық және төмендегі интеграл қосындыны қарастырайық:  

 

            ,,...,,, 0
21

1

0
im

n

i
ii VxxxfAVJ  


                   (10.45) 

 

мұндағы 0
iV  таңбасы 0

iV  бөліктердің көлемі. Кіші 0
iV  дененің 

диаметрін i  және   ii
max  болсын. Екі және үш еселі 
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интегралдардағы сияқты, 0  болғандағы (10.45) интеграл 
қосындының шегі m  еселі интеграл деп аталады және ол былай 
белгіленеді:        

 

 



n

i
im Vxxxf

1

0
21

0
,...,,lim


  

V
mm dxdxdxxxxf ....,...,,... 2121

0
   (10.46) 

 
Екі және үш еселі интегралдардағыдай, m  еселі интегралға мына 

тұжырымдар орындалады:  
1. Егер  mx,...,x,xf 21  функциясы тұйық кубталатын 0V  облыста 

үзіліссіз болса, онда ол осы облыста интегралданады;  
2. Егер шектелген  mxxxf ,...,, 21  функциясы кубталатын 0V  

облыста үзіліссіз болса, онда ол осы облыста интегралданады; 
3. Егер   121 mx,...,x,xf  болса, онда дененің көлемі мына 

формуладан анықталады:  
 

           
0

....... 21
V

mdxdxdxV  
 

10.12-теорема. Егер: 
1)   121 mx,...,x,xf  функциясы                                       

               

  :x,...,x,xV m21
0    ,Dx,...,x,x m 121  

 

    mm xx,...,x,x 121  121  mx,...,x,x  
 
облыста интегралданса, мұндағы  ,x1 12 mx,...,x  функциялары D   
облыста  үзіліссіз,  ;ED   

2) D  облыстың кез келген тағайындалған   121 ,...,, mxxx  нүктелері 
үшін 

   
 

 







121

121

,...,,

,...,,
2121 ,...,,,...,,

m

m

xxx

xxx
mmm dxxxxfxxxJ




 

 

анықталған интегралы бар болса, онда  mxxxJ ,...,, 21  функциясының 
D  облысында 1m  еселі интегралы бар және мына теңдік 
орындалады:    
 

      m
V

m dxdxdxxxxf ...,...,,... 2121
0

 
 

 
.,...,,......

121

121

,...,,

,...,,
21121 m

D

xxx

xxx
mm dxxxxfdxdxdx

m

m

   









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11. ҚИСЫҚ СЫЗЫҚТЫ ИНТЕГРАЛДАР 
 
Материалды қисық сызықтың тығыздығы бойынша оның 

массасын жəне берілген жол бойымен жұмсалған күш өрісін, т.б. 
физика жəне механика есептерін шығару үшін қисық сызықты 
интеграл деп аталатын интегралды енгізуге тура келеді. Біз осы 
тарауда қисық сызықты интегралдың екі түрін қарастыратын бо-
ламыз: бірінші жəне екінші текті қисық сызықты интегралдар.     

 
11.1. Бірінші текті қисық сызықты интегралдың  
         анықтамасы жəне оның бар болуы 
 

Алдымен алдағы тақырыптарда қажет болатын негізгі ұғымдарға 
тоқталайық. xOy  координат жазықтығында ABL   қисық сызық 
параметр теңдеумен берілсін: 

                                            







),(

),(

ty
tx

                            (11.1) 

 

мұндағы  ];[ t . Қисық сызық L  тұйық емес жазық (жай) қисық 
сызық деп аталады, егер )(t  мен )(t  функциялары ;[ ]  
сегментінде үзіліссіз жəне осы сегменттің t  параметрінің əртүрлі 
мəндеріне əртүрлі ))(),(( ttM   нүктелері сəйкес келсе. Егер де 

))(),(( A  нүкте ))(),(( B  нүктесімен беттессе, ал басқа 
нүктелері еселі болмаса, онда L  – тұйық жазық қисық сызық деп 
аталады. Жазық қисық сызық түзуленуші қисық сызық деп ата-
лады, егер 0t  болғанда жазық қисық сызыққа іштей сызылған 
сынық сызықтардың шегі бар болса, яғни бұл шек бар болса, онда ол 
шек L  қисық сызықтың ұзындығына тең. 

AB  жазық қисық сызығы тегіс қисық сызық (бөлікті қисық 
сызық) деп аталады, егер )(t  мен )(t  функцияларының (бөлікті 
үзіліссіз) туындылары бар болса. AB  қисық сызықтың ерекше 
нүктесі деп )(t  мен )(t   туындыларының екеуін де нөлге 
айналдыратын нүктені айтамыз (9.3-тақырып). AB  қисық сызықта 
анықталған ),( yxf  функция осы қисық сызықтың бойында 
үзіліссіз деп аталады, егер қисық сызық бойындағы кез келген 

),( 000 yxM  нүкте үшін ),(),(lim 00
0

yxfyxf
MM




 теңдігі орындалса, 
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мұнда ),( 000 yxM  AByxMAB  ),(, . Егер бұл шек қисық сызықтың 
бойындағы саны санаулы нүктелерге орындалмай, ал қалған 
нүктелердің барлығына орындалса, онда ),( yxf  функциясы AB  
қисық сызық бойында бөлікті үзіліссіз деп аталады. Осылайша, 
жоғарыдағы ұғымдарды XYZ  кеңістіктегі қисық сызықтар үшін де 
келтіруге болады. 

Бізге ABL   жазық, түзуленуші (тұйық немесе тұйық емес) қисық 
сызық (11.1) теңдеуімен берілсін жəне ),( yxf  функциясы осы қисық 
сызықта анықталсын (11.1-сурет).  

Енді ];[ ba  сегментті  nt...ttt 210  нүктелермен n  
бөлікке  бөлейік. Кез келген ]);[( ii tt  параметрге AB  қисық сызық 
бойынан               

                        

                           11.1-сурет 
      

),( iii yxA  нүкте сəйкес келеді жəне )(),( iiii tytx  . Онда L  
қисық сызығы да ,A,A 10 nA...,,A2  нүктелермен n  бөлікке бөлінеді. 
Əрбір 1ii AA  доғадан еркімізше кез келген ),( iii yxA  нүктедегі ),( yxf  
функциясының мəнін 1ii AA  доғаның ұзындығына көбейтейік, яғни 

,( ixf ii ly )  жəне осы көбейтіндіден 1-ден бастап n -ге дейін i  
бойынша қосынды алайық: 

                  

                 .),(),(
1




n

i
iiiii lyxfAAJ                         (11.2) 

 

Осы қосынды ),( yxf  функцияның интеграл қосындысы деп 
аталады. 
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Анықтама. Егер 0}max{  ill  болғанда ),( ii AAJ  интеграл 
қосындының шегі бар болса, онда ол шек )y,x(f  функцияның L  
қисық сызық бойымен алынған бірінші текті қисық сызықты 
интегралы деп аталады жəне ол былай белгіленеді: 

                               

       ,),(lim),(
10

Jlyxfdlyxf
n

i
iii

lL
 


                  (11.3) 

 

мұндағы y,x  – тəуелсіз айнымалар жəне ),( yx  нүкте L  қисық сызығы 
бойында жатыр, dl  – қисық сызықтың дифференциалы. 

Егер AB  тұйық немесе тұйық емес қисық сызық болса да, онда 
бірінші текті қисық сызықты интеграл (11.3) түрінде белгіленеді. 

Келтірілген анықтама мен анықталған интегралдың анықтамасы 
арасында аздаған айырмашылық бар жəне бірінші текті қисық 
сызықты интегралды анықталған интегралға келтіруге болады. 
Шынында да, AB  қисық сызық бойындағы параметрді доғаның l  
ұзындығы деп алайық жəне ол A  нүктеден бастап өзгерсін, онда осы 
қисық сызықтың теңдеуін мына түрде жазуға болады: 

),(),( lylx  10  l . Бұл жағдайда ),( yxf  функциясы AB  қисық 
сызық бойында l  параметрге тəуелді ))(),(( llf   функция болады 
жəне ,( ii xA )iy  нүктеге сəйкес келетін l  параметрдің мəнін il  
таңбамен белгілейік, онда (11.2) интеграл қосынды мына түрге 
өрнектелінеді: 

.))(),((
1

i
n

i
ii lllf 


                        (11.4) 

 

Ал бұл интеграл қосындыдан шекке көшсек, 0l болғанда, 
онда оның шегі анықталған интеграл болады: 

 

.))(),((lim))(),((
100

i
n

i
ii

l

b
lllfdlllf  


  

 

Енді (11.2) мен (11.4) интеграл қосындылары тең болғандықтан, 
онда олардың шектері де тең, демек, бірінші текті қисық сызықты 
интегралды анықталған интеграл арқылы өрнектедік: 

 

      dlllfdlyxf
b

AB
 
0

,,   
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жəне бұл екі интеграл да бір мезетте бар немесе жоқ болады. Демек, 
егер ),( yxf  функциясы AB  қисық сызық (бөліктегі тегіс қисық 
сызық) бойында үзіліссіз болса, онда бірінші текті қисық сызықты 
интеграл бар, себебі анықталған интеграл бар. 

Жоғарыда сөз болған анықтамалар арасында айырмашылық та 
бар. Шынында да, (11.2) интеграл қосындыда 1ii AA  доғаның il  
ұзындығы оң сан, ал бұл оң сан A  мен B  нүктелері қайсысы 
бастапқы, қайсысы соңғы нүкте болуына тəуелсіз, яғни бірінші текті 
қисық сызықты интегралды AB  бойымен немесе BA  қисық сызықтар 
бойымен интегралдағанда, онда ол қисық сызықтың бағытына тəуелді 
емес, олай болса мына теңдік орындалады:  

 

.),(),(  
BAAB

dlyxfdlyxf  

 

Ал анықталған интегралда, оның шектерін орын алмастырсақ, 
анықталған интегралдың мəні кері таңбаға өзгереді. 

Анықталған интеграл қисық сызықты трапецияның ауданы болса, 
осы сияқты бірінші текті қисық сызықты интеграл жасаушылары Oz  
осіне перпендикуляр болатын цилиндрлік бет бөлігінің ауданы 
болады (11.2-сурет). 

11.1-теорема. Егер AB  қисық сызығы (11.1) параметр теңдеуімен 
берілсе,  

 

  11.2-сурет 
 

)(t  мен )(t  функцияларының )(),( tt    туындылары ];[   
сегментте үзіліссіз жəне ),( yxf  функциясы AB  қисық сызығы 
бойында үзіліссіз болса, онда мына теңдік орындалады: 
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             .)()())(),((),( 22 



 dtttttfdlyxf

AB
               (11.5)  

 

Дəлелдеу. ];[   сегментін жоғарыда айтылғандай n  бөлікке 
бөлейік жəне (11.2) интеграл қосындыны қарастырайық, мұндағы 

1ii AA  доғаның il  ұзындығы төмендегі формуладан анықталады: 
 

.)()(
1

22



i

i

t

t
i dtttl   

 

Онда (11.2) интеграл қосынды мына түрге өрнектелінеді: 
 

 


n

i
ii

n

i
iii ttflyxfJ

11
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     ,)()(
1

22



i

i

t

t
dttt                                    (11.6) 

 

мұндағы ].;[),(),( 1 iiiiii ttttytx   
Енді (11.5) формуладағы теңдіктің оң жағындағы анықталған 

интегралды 1J  таңбамен белгілейік те, ];[   сегментті n  бөлікке 
];[ 1ii tt  дербес сегменттерге бөліктейік, n,i 1 . Онда 1J  интегралды 

мына түрде жаза аламыз: 
 

 





n

i

t

t

i

i

dtttttfJ
1

22
1 .)()())(),((

1

  

 

Жоғарыдағы J  мен 1J  интегралдардың айырымын бағалайық: 
 

 




1

)()())(),((|| 22

1
1

i

i

t

t

n

i
ii dtttttfJJ   

 

  




dtttttf
n

i

t

t

i

i

)()())(),(( 22

1

1

                 (11.7) 

 

.)()(}))(),(())(),(({ 22

1

1

dtttttfttf
n

i

t

t
ii

i

i

   



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Жоғарыдағы (11.1) функциялар ];[   сегментте, ал ),( yxf  
функция AB  қисық сызық бойында үзіліссіз болғандықтан, 

(f ))(),( tt   күрделі функцияда ],[   сегментте үзіліссіз болады 
жəне lli  }max{  нөлге ұмтылғанда ii tt 1  айырым да нөлге 
ұмтылады. Онда кез келген 0  сан үшін l  теңсіздігі 
орындалатындай 0  саны табылып,   |))(),(())(),((| ttfttf ii  
теңсіздік орындалады. Осыдан жəне (11.7) теңдіктен 

 

              



n

i
ii

t

t
dtttttfttfJJ

i

i1

22
1 ,,

1

  

 

 



n

i

t

t
ldtttdttt

i

i1

2222 ,)()()()(
1





 

 

мұндағы l  –  берілген AB  қисық сызықтың ұзындығы. 
Сонымен,   саны кез келген сан болғандықтан, J  интеграл 

қосынды, 0l  болғанда 1J  интегралға ұмтылады, яғни бірінші текті 
қисық сызықты интеграл бар жəне ол (11.6) формула арқылы 
есептелінеді. Теорема дəлелденді. 

AB  қисық сызығы бойында ),( yxf  функциясы үзіліссіз болса, 
онда мына теңдіктер орындалады: 

а) егер AB  қисық сызығы )(xy   теңдеуімен берілсе, онда: 
 

,)(1))(,(),( 2 



dxxxxfdlyxf

AB
 

 

мұнда )(x  функциясының туындысы ];[   сегментінде үзіліссіз; 
ə) егер AB  қисық сызығы поляр координат теңдеуімен берілсе, 

яғни ),(   онда: 
 

,)()()sin,cos(),( 22 



 dfdlyxf

AB
 

 

мұнда )(  функциясының туындысы ];[   сегментте үзіліссіз; 
б) егер кеңістіктегі AB  тегіс қисық сызығында ),,( zyxf  үзіліссіз 

болса, онда: 
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,)()()())(),(),((),,( 2'22 



 dttxtttttfdlzyxf t

AB
 

 

мұнда AB  қисық сызық )(),(),( txztytx    параметр теңдеуімен 
берілген жəне )(),(),( txtt   функцияларының )('),(),( txtt    
туындылары ];[   сегментте үзіліссіз. 

Сонымен, бірінші текті қисық сызықты интеграл анықталған 
интеграл арқылы есептелінеді. 

 
11.2.  Бірінші текті қисық сызықты интегралдың қасиеттері 
 
1-қасиет. Егер AB  қисық сызық бойында ),( yxf  жəне ,(x )y  

функцияларының əрқайсысының бірінші текті қисық сызықты 
интегралдары бар болса, онда ),(),( 21 yxcyxfc   функциясының да 
AB  қисық сызық бойында бірінші текті қисық сызықты интегралы 
бар жəне     

ABABAB
dlyxсdlyxfcdlyxcyxfc ,),(),(),( 2121  , мұндағы 

21,cc  – тұрақты сандар. 
2-қасиет. Егер AB  қисық сызығы екі AC  мен CB  қисық 

сызықтарынан анықталса жəне ),( yxf  функцияның AB  қисық 
сызықта бірінші текті қисық сызықты интегралы бар болса, онда 
функцияның AC  мен CB  қисық сызықтарында да бірінші текті қисық 
сызықты интегралдары бар жəне .),(),(),(  

CBACAB
dlyxfdlyxfdlyxf  

 

3-қасиет. Егер AB  қисық сызықта 0),( yxf  функцияның бірінші 
текті қисық сызықты интегралы бар болса, онда: .0),( 

AB
dlyxf  

 

4-қасиет. Егер ),( yxf  функцияның AB  қисық сызық бойында 
бірінші текті қисық сызықты интегралы бар болса, онда |),(| yxf  
функцияның да AB  қисық сызық бойында бірінші текті қисық 

сызықты интегралы бар жəне  .|),(|),(  
ABAB

dlyxfdlyxf  

 

5-қасиет (орта мəн туралы теорема). Егер ),( yxf  функция AB  
қисық сызық бойында үзіліссіз болса, онда AB  қисық сызық бойынан 

),( 000 yxM  нүкте табылып, мына теңдік орындалады: 
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,),(),(),( 0000 lyxfdlyxfdlyxf
ABAB

   мұндағы l  – қисық сызық AB -

ның ұзындығы. 
6-қасиет. Бірінші текті қисық сызықты интеграл AB  қисық 

сызықтың интегралдау бағытына тəуелсіз, яғни .),(),(  
BAAB

dlyxfdlyxf  

 

1-мысал. Үшбұрыштың )1,0(),0,1(),0,0( BAO  төбелерін қосатын 
контур бойымен  

L
dlyx )(  интегралын есептейік (11.3-сурет). 

 

       11.3-сурет 
 
Шешуі. Бірінші текті қисық сызықты интегралдың екінші қасиеті 

бойынша  :BOABOAL   
 

.)()()()(  
BOABOAL

dlyxdlyxdlyxdlyx  

 

Үшбұрыштың OA  кесіндісінде: ,dxdl,y,x  010  онда: 
 

;
2

1

2
)(

1

0

21

0

 
xxdxdlyx

OA
 

 

BO  кесіндіде: ,dydl,x,y  010  онда: 
 

;
2

1
)(

1

0

  ydydlyx
BO

 

 

AB  кесіндіде (түзуде): 110  xy,x  теңдеу AB  түзудің 

теңдеуі, осыдан ,2)(1 2 dxdxxdl   онда:  
 

.22)1(2)(
1

0

1

0

  dxdxxxdlyx
AB
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Осылардан: .212
2

1

2

1
)( 

L
dlyx  

2-мысал.  











L
dlyx 3

4

3

4

 қисық сызықты интегралды 3

2

3

2

3

2

ayx   

астроида бойымен интегралдайық (11.4-сурет). 
 

                           11.4-сурет 
 
Шешуі. Интегралдау үшін астроиданың параметрлік теңдеуін 

қарастырайық: ].2,0[,sin,cos 33  ttaytax  Онда:  
 

 dlttayttax ,cossin3,sincos3 22  dttytx )()( 22  
 

,|cossin|3cossin9sincos9 242242 dtttadtttatta   
 

     


























L
tataadlyx

2

0

3

4
33

4
33

4

3

4

sincos3 dttt |cossin  

     
2

0

443

72

0

443

7

cossinsincos34cossinsincos3




tdttttatdtttta  
 

.4
6

sin

6

cos
12)(sinsin)(coscos12 3

72

0

66
3

7
2

0

5
2

0

53

7

attattdttda 
























 



 

 

3-мысал. 
L

dl|y|  қисық сызықты интегралды   
222 yx  222 yxa   

лемнискат Бернулли сызығы бойымен интегралдайық (11.5-сурет).  
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                           11.5-сурет 
 
Шешуі. Декарт координат жүйедегі лемнискат Бернулли 

теңдеуінен поляр координат жүйедегі теңдеуіне көшейік:  
 

,sin,cos   yx  
 

 
  .2cos,sincos

sincos
22422222

22222









aa
 

 
Осыдан поляр координат жүйедегі лемнискат Бернулли теңдеуін 

табамыз: ,2cos22  a  осыдан ,2cos  a .
2cos

2sin





a  Онда 

лемнискаттың параметр теңдеуі мына түрге өрнектелінеді 
(  параметр): 

 

.
44

,sin2cos

sin,cos2coscos








a

yax
 

 
Сонымен, ə) формуладан: 
 





4

4

2cos|sin|2||




adly

L





 daa
2cos

2sin
2cos

22
2  

).22(2sin4|sin|2 2
4

0

2
4

4

2  


adada




 

4-мысал.  
L

dlyx 22  қисық сызықты интергалды 2x axy 2  

шеңбер бойымен интегралдайық. 
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Шешуі. Шеңбердің поляр координат жүйедегі теңдеуін 
анықтайық: x ,sin,cos   y  сонда  2222 sincos    
 .cos,cos  aa   Сонда  cosa  шеңбердің поляр жүйедегі, ал  

,cos2  ax   cossinay  осы шеңбердің параметр теңдеуі болады. 
Сонымен,  cosa  

 

  
L

dlyx
2

2

222222 sincos




  

.2cossincos 2
2

2

22222 adadaa  





  

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Үшбұрыштың )2,0(),0,2(),0,0( BAO  төбелерін қосатын контур 

бойымен  
L

dlyx )2(  интегралын есепте. 

2.  
L

dlyx 22  қисық сызықты интергалды 2x xy 22   шеңбер 

бойымен интегралдайық. 
 
11.3.  Бірінші текті қисық сызықты интегралды  
          физика жəне механика есептеріне қолдану 
 
а) материалды қисық сызықтың массасы. Бізге материалды 

AB  қисық сызық берілсін жəне ),( yx  оның тығыздығы болсын. AB  

қисық сызықтың бойынан ),( yxN  нүкте алайық жəне AN  қисық 

доғаның ұзындығы l  болсын, ал AB -ның массасы m -ге тең болсын. 
AB  қисық сызық бойындағы ),( yxN  нүктедегі тығыздық деп мына 

қатынасты айтамыз: .
),(

),(
dl

yxdmyx   Онда AB  материалды қисық 

сызықтың массасын мына интеграл арқылы есептейміз: .),(
0

l

dlyx  

Сонымен, тығыздығы ),( yx  болатын материалды AB  қисық сы-

зықтың массасы бірінші текті қисық сызықты интеграл арқылы 
есептелінеді: 
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;),(
AB

dlyxm   

 

ə) қисық сызықтың статикалық моменттері (сəйкес координат 
осьтері бойынша): 

 

;),(,),(  
AB

y
AB

x xdlyxMydlyxM   

 

б) қисық сызықтың ауырлық центрінің координаттары: 
 

;, 00 m
My

m
M

x xy   

 

в) қисық сызықтың инерция моменттері (координат осьтері 
бойынша): 

;),(,),( 22  
AB

y
AB

x dlyxxJdlyxyJ   

 

г) массасы 0m -ге тең материалды ),( 000 yxM  нүктенің AB  
қисық сызықтағы };{ yx FFF   тартылыс күші: 

 

,
cos),(

20 



AB

x dl
r
yxmF    ,

sin),(
20 dl

r
yxmF

AB
y 




  

 

мұндағы      ,yyxxr 2
0

2
0  бұрышы r  мен OX  осі 

арасындағы бұрыш, ;const  
ғ) сұйықтың ағып шыққан мөлшері. Жазық тасқынының 
,(xM Ly )  нүктесіндегі сығылмаған сұйық заттың жылдамдығы 

c )}(),({ xvxu  болсын. L  тегіс қисық сызықпен шектелген тұйық D  
облыстан бірлік уақытта ағып шығатын сұйықтың мөлшерін 
анықтайық (11.6-сурет). 

   Ол үшін L  тұйық қисық сызықты n  бөлікке бөлейік жəне L  
қисықтың кез келген бөлігіндегі бөліктің ),( ii yxA  нүктесіндегі 

сыртқы бірлік нормаль векторын in  деп белгілейік, яғни in  векторы 
D  облысқа тиісті емес бөлігіне бағытталған, D  облыстағы ұзындығы 

il -ге тең доға арқылы бірлік уақытта D  облыстан (облысқа) ағып 

шығатын (құйылатын) сұйық заттың мөлшері |Q| i  болсын. Онда 
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|| iQ  саны қабырғаларының ұзындығы il  мен |c| i -ге тең 1A 2A 3A 4A  

параллелограмның ауданына тең, мұндағы ic     iiiiii yxvyxu ,;,  жəне 

 iQ  .; iii ncl   

 

                  11.6-сурет 
 
Егер  ii n;c  скаляр көбейтінді оң болса, онда сұйық зат D  

облыстан ағып шығады, бұл жағдайда ;Qi 0  ал егер  ii n;c  скаляр 

көбейтінді теріс болса, онда сұйық зат D  облысқа құйылады, яғни 
.Qi 0   

Енді   i

n

i
ii lnc 

1
;  интеграл қосындыдан l 0}max{  il  

болғанда шекке көшіп, D  облыстан ағып шығатын (облысқа 
құйылатын) сұйық заттың мөлшерін табамыз:  

 

  ,;
L

ii dlncQ  

 

мұндағы n  векторы L  тұйық сызық бойындағы ),( yxM  нүктедегі 

сыртқы бірлік нормаль вектор. 
1-мысал. Тығыздығы ||),( yyx  -ке тең ,cos tax  y tb sin  

қисық сызықтың массасын есептейік, ]2,0[ t . 

Шешуі. Массаны табу үшін  
LL

dlydlyxm ||),(  формуланы 

пайдаланамыз, ал бұл қисық сызықты интегралды есептеу үшін (11.5) 
формуланы қолданамыз:  
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,cos,sin tbytax   
 

.|sin|||,cossin 2222 tbydttbtadl   
 

Сонда    

  dttbtatbm 2222
2

0

cossin|sin|


 
 

   
2

0

2222 sincoscos14



tdttbtab  
 

   


 
2

0

22
2

222

22
coscos

4


tbadtbaa
ba

b  

 

 





























2

0

222

2
222

22

22 cos
arcsin

2

cos
2

cos
4



a
tbaa

tbaatba

ba
b  

 

.arcsin
2

2
22

22

2
2

a
ba

ba
bab 


  

 

2-мысал. )cos1(),sin( tayttax   циклоиданың ауырлық 

центрін есептейік, .1),(],;0[  yxt   

Шешуі. Қисық сызықтың дифференциалын табайық: 
 

  ,sin,cos1)( taytatx   
 

   dttatadl 2222 sincos1  
 

.
2

sin2cos22sincoscos21 22 dttadttadtttta   

 

Циклоиданың массасын есептейік:  
 

.4
2

4
22

sin4
2

sin2
000

atsacotdtadttam 





 


 

 

Енді ауырлық центрінің координаттарын есептейік: 
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






  


000

2

0 2
sinsin

2
sin

22
sin)sin(

4

21 dtttdtttadtttt
a
axdl

m
x

L
 

 







  



0

2

0 2
cos

2
sin

2
sin4

2
cos2

2
dtttattta

 
 







 





0

3

0

2

3
2

sin
22

2
sin

2
sin22

t

aatdtaa ,a
3

4    


0
0 2

sincos1
2

dtttay .a
3

4  

 

3-мысал. Тығыздығы 1-ге тең 222 Ryx   шеңбердің диаметрі 
бойынша момент инерциясын анықтайық. 

Шешуі. Шеңбердің кез келген диаметрін алайық жəне шеңбердің 
бойындағы кез келген ),( yxM  нүктеден осы диаметрге дейінгі 
арақашықтықты ),( yxd  деп белгілейік. Енді поляр координат жүйеге 
көшейік: ,cos x  ,sin y  ],2;0[   онда поляр координат 
жүйедегі шеңбердің теңдеуі R  болады. Онда іздестіріп отырған 

инерция момент мына формуладан анықталады: .),(2
L

dlyxdJ  

Алынған шеңбердің диаметрі OX  осімен 0  бұрыш түзесін, ),;0[0   
сонда:  

 

 )sin,cos(),( RRdyxd  
 

     2
0

2
0 sinsincoscos R     0cos22 R  0sin  R , 

 

  .)(2cos1
2

)(sin)(sin

3
2

0
0

3

2

0
0

23
2

0

2
0

22

RdR

RdRRJ













 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Тығыздығы 3),( yx -ке тең ,cos tax  y tbsin  қисық 

сызықтың массасын есепте, ]2,0[ t .      
2. Есепте: 

L
dly2 , мұндағы :L  ttax sin ,  tay cos1  

циклоиданың бір аркасы,  2,0t .      
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11.4. Екінші текті қисық сызықты интегралдың 
         анықтамасы жəне оның бар болуы 
 
Бізге түзуленуші тұйықталмаған LAB   қисық сызық параметр 

теңдеумен берілсін: 
 

],;[),(),(   ttytx                        (11.8) 
 

мұнда ))(),(()),(),((   BBAA  жəне осы қисық сызық 
бойында анықталған əрі үзіліссіз ),( yx  пен ),( yxQ  функцияларын 
қарастырайық. 

Енді ];[   сегментті  nt...ttt 210  нүктелерімен n  
бөлікке бөліктейік, онда AB  қисық сызығы да сəйкес A  нүктеден B  
нүктеге қарай BA...,,A,A,AA n  210  нүктелермен n  доғаларға 
бөліктенеді. Əрбір 1ii AA  доғалардың əрқайсысынан еркімізше 

),( iii yxA  нүктені алайық, мұндағы  ix  ].;[),(),( 1 iiiiii ttttyt   
Осы доғаның ұзындығы ,li  яғни  

 

,,|| 11 iiiiii xxxlAA   ,1 iii yyy   l,n,i, 1 }max{ il  
 

болсын. 
Төмендегі екі интеграл қосындыны қарастырайық: 
 

 


),(,),(),( 2
1

1 ii
n

i
iiiii AAJxyxPAAJ 




n

i
iii yyxQ

1
),( .     (11.9) 

 

Анықтама. Егер 0l  болғанда ),( iik AAJ  интеграл 
қосындылардың шектері бар болса, онда ол шектер сəйкес ),( yxP  
жəне ),( yxQ  функциялардың L  қисық сызық ( L  контурдың) бойымен 
алынған екінші ретті қисық сызықты интегралдары деп аталады 
( 21,k  ) жəне былай белгіленеді: 

 

,),(),(lim 1
10

 
 AB

n

i
iii

l
dxyxPJxyxP  

 

.),(),(lim 2
10

 
 AB

n

i
iii

l
dyyxQJyyxQ  
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Жалпы түрде 21 JJJ   қосынды мына түрде жазылады: 
 

 
ABABAB

dx)y,x(Pdy)y,x(Qdx)y,x(PJ dy)y,x(Q . 

 

Жалпы түрде, кеңістіктегі AB  қисық сызығы  
 

),(),(),( txztytx    
 

))(),(),(()),(),(),((],;[  xBBxAAt   
 

теңдеуімен берілсе, онда екінші текті интеграл мына түрде 
белгіленеді: 
 

.),,(),,(),,( 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxPJ  

 

Егер AB  тұйық қисық сызық болса, яғни A  нүкте B  нүктемен 
беттессе, онда екінші текті қисық сызықты интеграл былай 
белгіленеді: 

 

.),,(),,(),,( 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxPJ            (11.10) 

 

11.2-теорема. Егер (11.8) теңдеумен берілген AB  тегіс қисық 
сызықтың ерекше нүктелері жоқ болса жəне ),(),,( yxQyxP  
функциялары AB  қисық сызық бойында үзіліссіз болса, онда мына 
теңдік орындалады:     

                           

 



dtttytxPdxyxP

AB
)())(),((),(  

 

,)())(),((),(  



 dtttytxQdyyxQ

AB
                     (11.11) 

 

яғни екінші текті қисық сызықты интеграл анықталған интеграл 
арқылы есептелінеді. 

Жалпы түрде (11.11) формула мына түрде жазылады: 
 

 



 )())(),(([),(),( tttPdyyxQdxyxP

AB
 

 

  dttttQ )]())(),((   .                                (11.11 )  
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Теореманың дəлелденуі бірінші текті қисық сызықты 
интегралдағы 11.1-теореманың дəлелдеуімен бердей. 

Екінші текті қисық сызықты интегралдың бірінші текті қисық 
сызықты интегралдан айырмашылығы мынада: екінші текті қисық 
сызықты интегралдың интеграл қосындысын анықтағанда 
функцияның iA  нүктедегі мəнін 1ii AA  доғаның  1 iii AAA  
ұзындығына емес, осы доғаның Oz,Oy,Ox  осьтеріндегі проекциялары 
осы доғаның бағытына тəуелді. Сондықтан, егер AB  қисық бойымен 
A  нүктеден B  нүктеге қарай интегралдағанда iii z,y,x   
болсын, енді B  нүктеден A  нүктеге қарай интегралдағанда 

,, ii yx  iz  болады. Демек, мына теңдіктер орындалады: 
 

,),,(),,(,),,(),,(  
BAABBAAB

dyzyxQdyzyxQdxzyxPdxzyxP  
 

.),,(),,(  
BAAB

dzzyxRdzzyxR  

 

Сонымен, мына тұжырымға келеміз: екінші текті қисық сызықты 
интеграл L  тұйық қисық сызықтың бастапқы нүктесіне тəуелді емес, 
ал ол тұйық қисық сызықтың бағытына тəуелді. Демек, L  тұйық 
қисық сызық болса, онда L  сызықтың бойымен бағытталған екі 
бағыттың бірі оң бағыт деп аталады (11.7-сурет), егер біз тұйық 
сызық бойымен қозғалғанымызда тұйық қисық сызықтың ішкі 
нүктелері үнемі біздің сол жағымызда қалып отырса; ал егер тұйық 
сызықтың ішкі нүктелері үнемі біздің оң жағымызда қалып отырса, 
онда ол бағыт сол бағыт деп аталады.  

Жоғарыдағы екінші текті қисық сызықты интеграл оң бағыт 
бойымен интегралданды деп есептейміз. 

Бірінші текті қисық сызықты интегралға анықталған интегралдың 
қасиеттері екінші текті интегралға да орындалады, бірақ та анықталған 
интегралдың модулін бағалау (11.7-тақырып, 4-ескерту), орта мəн 
туралы теорема (11.5-тақырып, 5-мысал) қасиеттері орындалмайды.  

 Екінші текті қисық сызықты интегралды жалпы түрде (11.11) 
формула бойынша есептейміз, яғни 

 

 



 )())(),(),(([),,(),,(),,( ttxttPdzzyxRdyzyxQdxzyxP

AB
 

 

.)]('))(),(),(()())('),(),(( dttxtttRttxttQ    
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11.7-сурет 
 
Сонымен, екінші текті қисық сызықты интеграл анықталған 

интегралға келтірілді. Енді екінші текті қисық сызықты интегралды 
есептегенде тəжірибеде жиі кездесетін жағдайларға тоқталайық. 

Егер AB  қисық сызық )(xfy   функциямен берілсе, мұндағы 
],;[ bax  ax   мəні қисық сызықтың бастапқы A  нүктесі, ал bx   

мəні соңғы B  нүкте, онда мына теңдік орындалады: 
 

     
b

aAB
xfxPdyyxQdxyxP ))(,([),(),( .)]())(,( dxxfxfxQ      (11.12)               

 

Егер AB  қисық сызық constyy  0  түзу болса, онда қисық сызық 
бойында 0y , онда: 

                     

      .),(),(),( 0 
b

aAB
dxyxPdyyxQdxyxP                     (11.12) 

 

Егер AB  қисық сызық )(ygx   функциясымен берілсе, мұнда 
 d,cy , cy   нүктеге қисық сызықтың A  бас нүктесі, ал dy   

нүктеге соңғы  B  нүкте сəйкес келеді, онда: 
      

 
d

cAB
ygyygPdyyxQdxyxP )()),(([),(),( .)]),(( dyyygQ       (11.13) 

 

Осы сияқты, егер AB  қисық сызық 0xx   түзу болса, онда 
                             

   .),(),(),( 0 
ABAB

dyyxQdyyxQdxyxP               (11.13) 
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11.5.  Бірінші мен екінші текті қисық сызықты  
          интегралдар арасындағы байланыс 
 
Екінші текті қисық сызықты интегралды физика тұрғысында 

қарайық. Жазық облысты жазық күш өрісі деп қарастырайық жəне 
күш өрістің əрбір ),( yxM  нүктесіне ),( yxF


 күші əсер етсін. ),( yxF


 

күштің OX  пен OY  осьтеріндегі  проекцияларын  сəйкес  ),,( yxP  
),( yxQ  деп белгілейік. Енді осы күш өрісінің əсерінен нүктенің AB  

бойымен қозғалғандағы жұмысты есептейік. Егер ),( yxF


 күш 
тұрақты (айнымалы), AB  түзу сызық (қисық сызық) болса (күш A -
дан B  нүктеге қарай əсер етеді), онда атқарылатын жұмыс ),( yxF


 

вектормен AB  вектордың скаляр көбейтіндісіне тең, яғни 
);( ABF


 ixyxP ),( ,),( iyyxQ   мұндағы x  пен y  сандары BA


 

вектордың координаттары. Демек, AB  қисық сызық бойымен 
қозғалыстың бағыты өзгергенде атқарылатын жұмыстың күш өрісі де 
AB  қисық сызық бойымен қарама-қарсы таңбаға өзгереді. 

Енді осы қисық сызықты интегралдардың арасындағы 
байланысты қарастырайық. Бізге AB  қисық сызығы (11.8) теңдеуімен 
берілсін жəне ),,( yxP  ),( yxQ  функциялары AB  сызықтың бойында 
анықталсын. 

11.3-теорема. Егер бөлікті тегіс AB  қисық сызықтың бойында 
),,( yxP  ),( yxQ  функциялары бөлікті үзіліссіз болса жəне 

e }sin;{cos   бірлік векторы AB  қисық сызықтың ,(xM )y  
нүктесіне жүргізілген жанама вектор əрі оның бағыты A -дан B  
нүктеге қозғалған бағытқа бағыттас болса, онда мына теңдік 
орындалады: 

 

 
ABAB

yxPdyyxQdxyxP cos),((),(),(  

 

,);()sin),( 
AB

dleadlyxQ                             (11.14) 

 

мұндағы )M(  бұрышы ),( yxM  нүктедегі e  вектормен OX  осі 

арасындағы бұрыш, );( ea  скаляр көбейтінді, 

,(xPa   jyxQiy ),() );,({ yxP  )}.,( yxQ  
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Осылайша, )y,x(M нүктенің қисық сызық бойымен қозғалу 
(айналу) бағытын анықтауды қиысық сызықтың бағытын 
бағдарлау дейміз. 

Дəлелдеу. Теореманы  
ABAB

dlMyxPdxyxP )(cos),(),(   теңдігін 

дəлелдеумен шектелейік. Берілген 
AB

dxyxP ),(  интегралы екінші текті 

қисық сызықты интегралдың анықтамасы бойынша  





n

i
iiiii xyxPAAJ

1
),(),(  интеграл қосындының шегі. Осы қосындыны 

төмендегі қосындымен салыстырайық (бұл қосындылардың екеуі де 
бір бөліктеуге сəйкес келеді): 

 





n

i
iiiiii lMyxPAAJ

1
)(cos),(),(*   

 

жəне оның шегі 
AB

dxyxP cos),(  болсын. 

Егер )l(x   болса, онда AB  қисық сызықтың əрбір ,(xM )y  

нүктесіне мына теңдік орындалады: )(cos M
l
x 

  жəне  .cos

1





i

i

l

l
i dlx   

Анықталған интегралдың орта мəн туралы теорема бойынша iA 1iA  
доғаның бойынан iM  нүкте табылып, iii lMx  )(cos  теңдігі 
орындалады. Онда: 

 

 |),(*),(| iiii AAJAAJ  
 








n

i
iiii

n

i
iii

iiii

lMyxPxyxP

AAJAAJ

11
)(cos),(),(

|),(*),(|


 

 














n

i
iiii

n

i
iiii

lMyxP

lMyxP

1

1

)(cos),(

)(cos),(




 

 

 


iii
n

i
ii lMMyxP )](cos)([cos),(

1
  





n

i
iiiii lMMyxP

1
|)(cos)(cos||),(|   
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теңсіздігі орындалады. Бөлікті тегіс үзіліссіз AB  қисық сызық 
бойында )M(cos  функция үзіліссіз əрі бірқалыпты үзіліссіз, олай 
болса, кез келген 0  саны үшін жəне қисық сызықты 
қажеттілігінше (мейлінше) аз бөліктерге бөлгенде 

 |)M(cos)M(cos| i  теңсіздігі орындалады. Онда 
 

,lclc|)A,A(*J)A,A(J|
n

i
iiiii  

1
 

 

мұндағы lyxPc |,),(|sup  саны AB  қисық сызықтың ұзындығы. 
Демек, егер ),(* ii AAJ интеграл қосындының шегі бар болса, онда 

),( ii AAJ  интеграл қосынды да осы шекке ұмтылады. Теорема 
дəлелденді. 

Егер кеңістіктегі AB  қисық сызық параметр теңдеуімен берілсе: 
 

),(),(),( tztytx   , 
 

))(),(),(()),(),(),((   BBAA , 
 

онда екінші мен бірінші текті қисық сызықты интеграл арасындағы 
байланыс мына түрде өрнектелінеді: 

 


AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  
 

 
AB

zyxQzyxP  cos),,(cos),,([  
 

,);(]cos),,( 
AB

dleadlzyxR                        (11.15) 

 

мұндағы ,coscoscos,),,(),,(),,( kjiekzyxRjzyxQizyxPa    
 ,,  бұрыштар қисық сызықтағы ),,( zyxM  ),,(( zyxM )AB  нүктеге 

жүргізілген жанаманың сəйкес OZ,OY,OX  осьтерімен түзейтін 
бұрыштары. 

Ескерту. ,,(cos),,(cos),,( yxRzyxQzyxP   cos)z  өрнекті 
F


 )},,();,,();,,({ zyxRzyxQzyxP  векторы мен }cos;cos;{cos e  

бірлік векторларының скаляр көбейтіндісі ретінде қарастыруға 
болады, яғни AB  қисық сызықтың жанамасына түсірілген F


 

вектордың проекциясы. Осы проекцияны eF  таңбамен белгілейік, 
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онда (11.15) формуланы ескеріп, екінші текті қисық сызықты 
интегралды мына түрде жазуға болады: 

 


AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  
ABAB

e dlFdlF ),;(


     (11.16)              

 

мұндағы }.;;{}cos;cos;cos{ dzdydxdldldldl    
Енді екінші текті қисық сызықты интегралды физика есептеріне 

қолданайық. 
1. Егер j)y,x(Qi)y,x(P)y,x(F 


 күші массасы 1-ге тең 

материалды денені A  нүктеден B  нүктеге қарай AB  қисық сызық 
бойымен қозғағанда атқарылатын жұмыс мына формуламен 
анықталады: 

,),(),( 
AB

dyyxQdxyxP  

 

осы сияқты кеңістікте kzyxRjzyxQizyxPyxF ),,(),,(),,(),( 


 күш 
атқаратын жұмысты мына формуладан есептейміз: 

 

.),,(),,(),,( 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP  

 

2. Егер жазықтықтың ),( yxM  нүктесіндегі сұйық тасқынының 
жылдамдығы )},();,({ yxvyxuc   болса, онда бірлік уақытта тұйық D  
облыстан ағып шығатын сұйық заттың  Q  мөлшері мына формуладан 
анықталынады: 

,);(
AB

dlncQ  

 

мұндағы n  берілген AB  қисықтың бойындағы ),( yxM  нүктеге 
жүргізілген сыртқы нормаль вектор. Егер де, AB  қисық сызыққа 
жүргізілген e  жанаманың бағыты оң бағыт болса, ал   бұрышы e  
векторы мен Ox  өсінің арасындағы бұрыш болса, онда 

 

},cos;{sin)}
2

sin();
2

{cos(  n   `sincos),(  vunc   

 

теңдіктері орындалады. Олай болса, (11.14) теңдікті ескеріп, Q  
сұйықтың мөлшерін екінші текті қисық сызықты интеграл арқылы 
есептейміз: 
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  ,),(),(sin),(cos),(  
LAB

dyyxudxyxvdlyxuyxvQ   

 

мұндағы L  таңба D  облыстың шекарасы. 
3. Тұйық ABL   өткізгіштің бойымен J  ток əсерінен болған 

магнит өрісіндегі };;{ zyx BBBB 


 магнит индукцияны ,( 00 xM ), 00 zy  

нүктеде есептейік (токтың бағыты L  контур бойынша интегралдау 
бағытымен бағыттас болсын). 

Берілген L  қисық сызықты токтың бағытымен бағыттас 
болатындай A  нүктеден B  нүктеге қарай BA...,,A,AA n  10  
нүктелермен ,...,AA,AA 2110  nn AA 1  кіші доғаларға бөлейік жəне iA 1iA  
доғадан еркімізше ),,( iiii zyxA  нүктені алайық. Əрбір iA 1iA  доғаны 

1ii AA  кесіндіге (түзу сызыққа) алмастырайық. Онда Био-Савар заңы 
бойынша 1ii AA  кесіндіден ағып өткенде J  электр токтың əсерінен 
магнит өрісі пайда болады, осы магнит өрісінің 0M  нүктедегі ин-
дукциясы мына формуламен анықталады: 

 

],;[};;{ 13 iiiiziyixi rAA
r

JBBBB 






 

 

мұндағы   – тұрақты сан,  
 

},;;{|,| 0000 zzyyxxAMrrr iiiiii 


 
 

];[   – векторлық көбейтінді,  
 

 };;{ 0001 zzyyxxAA iiiii }.;;{ iii zyx   
 

Онда: 





000

1 ];[

zzyyxx
zyx
kji

rAA

ii

iiiiii


 

 

}.)()(;)(

)(;)(){(

000

000

iiiiii

iiiiii

yxxzyyxzz

zxxzyyyzz




 

Осыдан: 
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],)()[( 003 iiii
i

ix zyyyzz
r

JB 





 
 

],)()[( 003 iiii
i

iy xzzzxx
r

JB 





 
 

].)()[( 003 iiii
i

iz yxxxyy
r

JB 





 

 

Соңғы  iB


   вектордың координаттарынан i  бойынша 1-ден n -ге 
дейін қосынды алайық жəне одан 0}max{  lli  болғанда шекке 
көшейік ( il  таңба 1ii AA  доғаның ұзындығы), сонда 

 







L
x

zzyyxx
dzyydyzzJB ,

)()()(

)()(
2

0
2

0
2

0

00  

 







L
y

zzyyxx
dxzzdzyyJB ,

)()()(

)()(
2

0
2

0
2

0

00  

 







L
z

zzyyxx
dyxxdxyyJB .

)()()(

)()(
2

0
2

0
2

0

00  

 

Енді };;{},;;{ 000 dzdydxdlzzyyxxr   болсын, онда магнит 
индукцияның };;{ kBjBiBB zyx  векторын мына түрде жазуға 

болады: 

.
];[

3
L r

rdlJB


  

 

1-мысал.  
L

dyxyydxxyx )2()2( 22  екінші текті қисық сызықты 

интегралды 11,: 2  xxyL  парабола бойымен параметрдің өсу 
бағыты бойынша есептейік. 

Шешуі. Бұл жағдайда (11.12) формуланы пайдаланамыз:  
 

,xdxdy 2      
L

dyxyydxxyx 22 22  
 

  



1

1

3432

3

11
222 dxxxxxx . 
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2-мысал.     
L

dyyxdxyx 2222  қисық сызықты интегралды 

y:L  2011  x|,x|  түзуі бойымен параметрдің өсу бағыты 
бойынша интегралдайық. 

Шешуі. Алдымен L  түзуді мына түрге түрлендірейік: 
 

;2:1|1|,1 xyxxx   
 

;:1|1|,1 xyxxx   
 









.x,x

,x,x
y

212

10
 

 

Сонда L  түзу бойымен алынған интеграл екі 1L  мен 2L  түзулер 
бойымен алынған интегралдардың қосындысына тең болады, 
мұндағы ,xy:L 1  21210 2  x,xy:L;x  жəне 1L  мен 2L  
түзулер бойымен алынған екінші текті қисық сызықты интегралдарды 
(11.12) формула бойынша есептейміз: 

 

      ,
3

2
2

1

0

2
1

0

22222222

1

  dxxdxxxxxdyyxdxyx
L

 
 

      
2

1

2222222 2
2

xxx[dyyxdxyx
L

 
 

  .dx)x(dx]x
3

2
222

2

1

22    
 

    .dyyxdxyx
L 3

4

3

2

3

22222   

 

3-мысал.  
L

dyyxdxyx )()(  қисық сызықты интегралды сағат 

тілінің бағытына қарама-қарсы бағытта  1
2

2

2

2


b
y

a
x  эллипс бойымен 

интегралдайық. 
Шешуі. Эллипстің параметр теңдеуін алайық: 
 

.cos,sin],2,0[,sin,cos tbytaxttbytax    
 

Енді (11.11) формуланы пайдаланайық, сонда 
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 
2

0

sin)sincos[()()( tatbtadyyxdxyx
L

 
 

 dttbtbta ]cos)sincos(  
 

 
2

0

222 cossinsincos[ tabtabtta dtttb ]cossin2  
 

 












2

0

22

2cos2sin
2

dttabtba
 

 

.02sin
2

2cos
4

2

0

22
















tabtba
 

 

4-мысал.  
L

xdydxya )2(  қисық сызықты интегралды сағат 

тілінің қарама-қарсы бағытында  yttax ),sin( )cos1( ta   циклоида 
бойымен интегралдайық, ].2,0[ t               

Шешуі. (11.11) формуланы пайдаланамыз:  
 

,sin),cos1( taytax   
 

        
L

tataaxdxdxya
2

0

cos1cos122  
 

 dttatta }sin)sin(  
 

 
2

0

22 ]sinsin)cos1)(cos1[( dtttttta  
 

  .2sincossin 22

0

2
2

0

2 atttatdtta 


   

 

5-мысал. Екінші текті қисық сызықты интегралға анықталған 
интегралдағы орта мəн туралы теорема орындалмайтынын 
тексерейік, яғни 

 

,),(),( 00  
ABAB

dxyxPdxyxP  

 

мұндағы AB  – тегіс қисық сызық, ),( yxP  функция AB  сызықтың 
бойында үзіліссіз, ),( 000 yxM  нүкте AB  сызықтың бойындағы нүкте. 
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Шешуі. }0,1{ 22  xyxAB  жарты шеңбер, контурдың бағыты 
)1,0(A  нүктеден )1,0( B  нүктеге қарай бағытталсын жəне жарты 

шеңбер бойында yyxP ),(  болсын. Осы жарты шеңбердің параметр 
теңдеуін қарастырайық:  

 
 

].
2

3
;

2
[,sin,cos


 ttytx  

Сонда:   

 

;
2

cossin),(
2

3

2





  tdttydxdxyxP

ABAB
 .

2
0sin

2

3

2





 



tdtdx
AB

 

 
Демек, AB  қисық сызық бойынан  

ABAB
dxyxPdxyxP ),(),( 00  теңдігі 

орындалатынай )y,x(M 000  нүкте табылмайды. 

6-мысал.   dyxxydx 22  қисық сызықты интегралды xy   түзу, 
2xy   парабола жəне 10  x,y  түзулері бойымен жеке-жеке )0,0(A  

нүктеден )1,1(B  нүктеге дейін интегралдайық (11.8-сурет). 
 

          11.8-сурет 
 
Шешуі. а) Алдымен xy   түзу бойымен интегралдайық, .y 1  

(11.12) формуладан: 
 

  .132
1

0

2
1

0

22   dxxdxxxJa  

 

ə) 2xy   парабола бойымен, .xy 2  
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  .dxxdxxxJб 142
1

0

3
1

0

33    

 

б) 10  x,y  түзулер бойымен, яғни сынық ACB  түзу бойымен 

интегралдайық. Сонда .CBACб JJJ   
 

;x,y,y:AC 1000   
 

  ;dxxxdyxxydxJ
AC

AC 00022
1

0

22    

 

;y,x,x:CB 1001   
 

  .dyydyxxydxJ
CB

CB 110122
1

0

2    

 
Сонымен, ,Jб 1  демек, .JJJ вбa 1  

 
11.6. Грин формуласы  
 
Алдымен қарапайым, бір байланысты, көп байланысты 

облыстардың анықтамаларына тоқталайық. 11.9, a-суретте тұйық 1D  

облыс жоғарыдан жəне төменнен бөлікті үзіліссіз )(1 xfy  пен )(2 xfy   

функциялармен, ал сол жағы мен оң жағы bx,ax   түзулерімен 

шектелген. Бұл жағдайда 1D  облыстың жоғарыдан жəне төменнен 

шектелген контурын ];[, 00 baxxx   түзуі екіден артық нүктелерде 

қимайды. Осы сияқты, ];[, 00 dcyyy   түзуі 2D  облыстың сол жəне 

оң жақтан шектелген контурын екіден артық нүктелерде қимайды 
(11.9, ə-сурет). Бірінші жағдайда 1D  облыс x  трапеция тəрізді, ал 2D  

облыс y  трапеция тəрізді облыс деп аталады. Егер D  ( 1D  немесе 

2D ) облысты саны санаулы не x  трапеция не y  трапеция тəрізді 

облыстарға бөлуге болатын болса, онда ол облыс қарапайым облыс 
деп аталады. D  облысты саны санаулы облыстарға бөлгенде 
облыстардың ішкі нүктелері ортақ болмауы керек. 
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               11.9, а-сурет 
 

Мысалы, тік төртбұрыш, үшбұрыш, дөңгелек, сақина, т.б. қарапайым 
облыстарға жатады. 11.10, а-суретте сақинаны x  трапеция, ал 11.10, 
ə-суретте y  трапеция тəрізді облыстарға бөлу бейнеленген. 

Жазықтықтағы D  облыс бір байланысты облыс деп аталады, 
егер кез келген тұйық контурмен шектелген облыс осы облыста толық 
орналасса. Демек, бір байланысты облыста “тесік” болмауы керек, 
яғни сақина бір байланысты облыс болмайды (11.10-сурет). Мысалы, 
дөңгелек, үшбұрыш, тіктөртбұрыш бір байланысты облысқа жатады.  

Бір байланысты облыс болмайтын облыс көп байланысты облыс 
деп аталады. Мысалы, сақина көп байланысты облысқа жатады.  

Енді D  облыстың тұйық L  контуры бойымен алынған екінші 
текті қисық сызықты интеграл мен осы L  контурмен шектелген D  
облыс бойынша алынған екі еселі интегралдың арасындағы 
байланысты көрсетейік. 

 

      11.9, ə-сурет 
 

 
 

                                         а)                                              ə) 
11.10-сурет 
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11.4-теорема. Егер ),( yxP  жəне ),( yxQ  функциялары жəне 

,
),(

y
yxP


  

x
yxQ


 ),(  дербес туындылар L  контурмен шектелген D  

облыста үзіліссіз болса, онда Грин формуласы деп аталатын мына 
теңдік орындалады: 

 

  ,),(),(  















DL

dxdy
y
P

x
QdyyxQdxyxP              (11.17) 

 

мұнда екінші текті қисық сызықты интеграл L  контур бойымен оң 
бағытпен алынады. 
 

                             11.10, б-сурет 
 
Дəлелдеу. Алдымен, 2D  облыс қарапайым облыс болсын, яғни 

жоғарыдан ),(2 xfy   төменнен )(1 xfy   қисық сызықтармен, ал сол 
жақтан ,ax   оң жақтан bx   түзулермен шектелсін (11.9-сурет). 

(11.17) теңдіктегі  


2D
dxdy

y
P

 екі еселі интегралды екінші текті 

қисық сызықты интеграл арқылы өрнектейік: 
 









 dxyxPdy
y
Pdxdxdy

y
P xf

xf

b

a

xf

xf

b

aD

)(

)(

)(

)(

2

1

2

12

),(  

 

.))(,())(,())](,())(,([ 1212  
b

a

b

a

b

a
dxxfxPdxxfxPdxxfxPxfxP  

 

Мұндағы анықталған интегралдың əрқайсысын, сəйкес AB  мен 
DC  қисық сызықтары бойымен алынған қисық сызықты интеграл 
ретінде қарастыруға болады: 
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,),(),())(,( 2  
CDDC

b

a
dxyxPdxyxPdxxfxP  

 

.),())(,( 1  
AB

b

a
dxyxPdxxfxP  

 

Сонда  .),(),(
2

 



ABCDD
dxyxPdxyxPdxdy

y
P

 

Соңғы теңдіктің оң жағына нөлге тең BC  мен DA  түзулері 
бойымен алынған екі екінші текті қисық сызықты интегралды 
қосайық: 

 

 



ABD
dxyxPdxdy

y
P

),(
2

 
CDBC

dxyxPdxyxP ),(),(  

 

.),(),(  
ABCDADA

dxyxPdxyxP                        (11.18) 

 

Сонымен, біз (11.18) формуланы x  трапеция тəрізді облысқа 
дəлелдедік. Осы формуланы саны санаулы жəне ішкі нүктелері ортақ 
емес iD  облыстарға бөлінетін D  облыс үшін де дəлелдеуге болады. 
Ол үшін D  облысты кіші iD  облыстарға бөлейік, ni ,1  (11.11-сурет).  

 

 
 

11.11-сурет 
 

Кіші iD  облыстардың əрқайсысына   



ii LD
dxyxPdxdy

y
P

),(  

теңдік орындалады, мұндағы iL  саны санаулы iD  облыстың контуры. 
Соңғы теңдіктен i  бойынша 1-ден бастап n -ге дейін қосынды алайық:  
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 



ii LD
dxyxPdxdy

y
P

),(     




 n

i L

n

i D
.dx)y,x(Pdxdy

y
P

ii 11
 

 

Сол жағындағы қосынды бүкіл D  облыс бойынша алынған екі 
еселі интегралға тең: 

 

,dxdy
y
Pdxdy

y
P n

i DD i

 
 







1
 

 

ал оң жағындағы қосынды iL  контур бойымен алынған қисық сызықты 
n  интегралдардың қосындысы жəне iL  контурлардың əрқайсысы екі 
контурдан тұрады: біреуі L  контурдың бөліктері, ал екіншісі D  облысты 
саны санаулы iD  облыстарға бөліктегендегі қосымша түзу сызықтар 
(11.11-сурет). Қосымша түзу сызықтың əрқайсысының бойымен 
алынған қисық сызықты интеграл екеу жəне олардың интегралдау 
бағыты қарама-қарсы. Сондықтан олар жойылады да, тек қана L  
контурдың iL  бөліктерінің бойымен алынған интегралдардың 
қосындысы қалады, яғни D  облыстың L  контур бойымен алынған 
екінші текті қисық сызықты интегралы қалады: 
 

                       .),( 



LD
dxyxPdxdy

y
P

                    (11.19) 

 

Осылайша, алдымен dycyygxygx  ,),(),( 21  облыспен 
шектелген қарапайым 2D  облыс үшін (11.11-сурет), содан соң кез 
келген облыс үшін мына теңдікті дəлелдеуге болады: 

                                       

        .),( 



LD
dyyxQdxdy

x
Q

                       (11.20) 

 

Енді (11.19) бен (11.20) теңдіктерді қосып, дəлелдеу керек Грин 
формуласын аламыз. Теорема дəлелденді. 

Ескерту. 1. Грин формуласы қарапайым облыс үшін орындалып 
қана қоймайды, сонымен қатар бөлікті-тегіс контурмен шектелген 
облыс үшін де орындалады. 

2. Егер Грин формуласындағы 0),(,),(  yxPxyxQ  ( ,0),( yxQ  
( yyxP ),( ) болса, онда D  облыстың ауданын екі еселі интеграл 
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арқылы есептейтін Sdxdy
D

  формуланы ескеріп, D  облыстың 

ауданын екінші текті қисық сызықты интеграл көмегімен де 
есептейтін формуланы аламыз: 

                               

              .






  
LL

ydxSxdyS                       (11.21) 

 

Егер   мен   сандары 1  теңдігін қанағаттандырса, онда 
(11.21) теңдіктің біріншісін  -ге, ал екіншісін  -ға көбейтіп жəне 
оларды қосып, D  облыстың ауданын есептейтін екінші формуланы 
аламыз: 

 

    .1,   
L

ydxxdyS                 (11.22) 

 

Егер 
2

1

2

1
 ,  болса, онда .

2

1
 
L

ydxxdyS  Енді Гриннің екінші 

формуласын қорытып шығарайық. 
11.5-теорема. Егер тұйық D  облыс тегіс L  қисық сызықпен 

шектелсе, ),(),,( yxvvyxuu   функцияларының өздері жəне олардың 
бірінші мен екінші дербес туындылары D  облыста үзіліссіз болса, 
онда Гриннің екінші формуласы орындалады: 

 

    ,)( 














DL
dxdyuvvudl

n
uv

n
vu           (11.23) 

 

мұндағы 
n
u



 туынды L  қисық сызықтың сыртқы нормаль бағыты 

бойынша алынған туынды, ол 
2

2

2

2

y
u

x
uu








 . 

Лаплас операторы деп аталады, теңдіктің сол жағындағы 
интеграл бірінші текті қисық сызықты интеграл. 

Дəлелдеуі. Алдымен мына теңдіктің орындалатынын дəлелдейік: 
                     

            .dxdy
y
u

y
v

x
u

x
vuvdl

n
uv

DL
 



























               (11.24) 
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Ол үшін L  қисық сызықтың сыртқы нормаль векторының бірлік 
векторы }sin;{cos n  болсын (11.12-сурет) жəне   

,sin
y
uxcos

x
u

n
u













 онда L  қисық сызықтың жанама бойындағы 

бірлік векторын r  таңбамен белгілейік, яғни }sin;{cos r  жəне r  
бірлік вектордың бағыты, n  нормаль векторды сағат тілі бағытына 

қарама-қарсы бағытта 
2

  бұрышқа бұрғанда L  контурдың оң 

бағытымен сəйкес келеді. 
 

.dlsin
y
uvcos

x
uvdl

n
uv

LL
 





















 

 
 

11.12-сурет 
 

Сондықтан ,
2


  осыдан cos  sin,sin .cos  Осы 

теңдіктерді ескеріп, бірінші мен екінші текті қисық сызықты 
интегралдардың арасындағы байланысты өрнектейтін (11.14) форму-
ланы мына түрде жазуға болады: 

 



















L

dlsin
y
uvcos

x
uv  

 





























 
LL

dx
y
uvdlsin

x
uvcos

y
uv .dy

x
uv 








  

 

 Енді  

),(),,( yxQ
x
uvyxP

y
uv 








  
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белгілеулерді енгізейік жəне 
x
Q

  пен 

y
P

  дербес туындыларды 

табайық: 

,
x
uv

x
u

x
v

x
uv

xx
Q

2

2




























  

 

.
y
uv

y
u

y
vuv

yy
P

dy
2

2





















 







  

 

Соңғы интегралға (11.17) Грин формуласын пайдаланайық: 
 






































 
DL

dxdy
y
P

x
Qdy

x
uvdx

y
uv  

 













































 
D

dxdy
y
u

y
v

x
u

x
v

y
u

x
uv

2

2

2

2

 

                   

      .dxdy
y
u

y
v

x
u

x
vuv

D
 























                   (11.24) 

 

Сонымен, (11.24) теңдік дəлелденді. Енді ),(),,( yxvyxu  
функциялардың орындарын алмастырып, мына теңдікті аламыз: 

 

     .dxdy
y
v

y
u

x
v

x
uvudl

n
vu

DL
 



























                (11.24) 

 

Демек, (11.24) жəне (11.24) теңдіктерден дəлелдеу керек (11.23) 
теңдікті аламыз. 

 
11.7.  Екінші текті қисық сызықты интегралдың  
          интегралдау жолына тәуелсіздігінің белгісі 
 
Біз жоғарыдағы 11.5-тақырыпта (6-мысал) A  нүкте мен B  

нүктені қосатын әртүрлі үш қисық сызықтар бойымен 
интегралданған екінші текті қисық сызықты үш интегралдардың 
мәндері тең болды. Осы нүктелерді қосатын кез келген бөлікті тегіс 
қисық сызықтар бойымен интегралданатын екінші текті қисық 
сызықты интегралдардың мәндері тең болатынын дәлелдеуге болады 
(11.6-теорема). Бұл жағдайда, екінші текті қисық сызықты интеграл 
интегралдау жолына тәуелсіз деп аталады. Демек, қисық сызықты 
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интеграл екі нүктені қосатын қисық сызықтың жолына (түріне) 
тәуелді емес, ал ол осы екі нүктенің өздеріне тәуелді болады. 

11.7-теорема. Егер ),(),,( yxQyxP  функциялары жəне олардың 

x
Q

y
P







,  дербес туындылары бір байланысты D  облыста анықталған 

əрі үзіліссіз болса, онда төмендегі төрт белгі эквивалентті, яғни 
олардың əрқайсысынан қалған үшеуін дəлелдеуге болады. 

I. D  облысына тиісті кез келген тұйық бөлікті-тегіс L  қисық 
сызық бойымен алынған интеграл нөлге тең, яғни 

  

                     .0),(),( 
L

dyyxQdxyxP                         (11.25) 

 

II. D  облысына тиісті A  мен B  екі нүктені қосатын )( DAB   кез 
келген AB  қисық сызық бойымен алынған 

                               
             

AB
dyyxQdxyxP ),(),(                           (11.26) 

 

екінші текті қисық сызықты интеграл интегралдау жолына тəуелсіз. 
III. dyyxQdxyxP ),(),(   өрнегі ),( yxuu   функцияның толық 

дифференциалы болады, яғни D  облыста ),( yxuu   функциясы 
табылып, теңдік орындалады.     

                     
                       dyyxQdxyxPdu ),(),(                  (11.27) 

 

теңдік орындалады.     
IV. Барлық D  облыста мына теңдік орындалады: 

 

      .
x
Q

y
P








                                (11.28) 

 

            11.13-сурет 
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Дəлелдеу. Теореманы дəлелдеу үшін І белгіні орындалсын деп 
ұйғарып, одан ІІ белгінің орындалатынын, ІІ-ден ІІІ белгінің, ІІІ-тен 
ІV белгінің, ІV-тен І белгінің орындалатынын дəлелдесек жеткілікті. 
Демек, І-ІV белгілердің эквивалентті болатыны дəлелденеді, яғни 
мына сұлбаны дəлелдейік: ІІІІІІ ІV І. Ол үшін жазықтықтағы 
D  облыстан еркімізше A  мен B  нүктелерді алайық жəне оларды 
əртүрлі екі қисық сызықпен қосайық: AmB  жəне AnB  (11.13-сурет). 
Сонда біз тұйық AmBnA контур аламыз.  

а) Теореманың ІІІ бөлігін дəлелдейік, яғни І-белгі 
орындалғанда ІІ-белгінің орындалатынын дəлелдейік. Демек, мына 
теңдіктің орындалатынын дəлелдесек жеткілікті: 

 

.),(),(),(),(  
AnBAmB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP  

 

Теореманың І-белгісі бойынша, осы тұйық контур бойымен 
алынған екінші текті қисық сызықты интеграл нөлге тең, яғни 

 

.0),(),( 
AmBnA

dyyxQdxyxP  

 

Қисық сызықты интегралдың қасиеті бойынша 
 

 
AmBAmBnA

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ),(),(),(),(  
 


BnA

dyyxQdxyxP ),(),(  
 

.0),(),(),(),(  
AnBAmB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP  

 

Осы теңдіктен теореманың дəлелдеу керек ІІІ бөлігін аламыз: 
 

.),(),(),(),(  
AnBAmB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP  

 

ə) Енді теореманың ІІІІІ бөлігін дəлелдейік. Ол үшін ІІ белгі 
орындалғанда ІІІ-белгінің орындалатынын дəлелдейік, яғни (11.26) 
екінші текті қисық сызықты интегралы интегралдау жолына тəуелсіз 
болса, онда осы D  облыста дифференциалданатын ),( yxu  функция 
табылып, (11.27) теңдіктің орындалатынын дəлелдесек жеткілікті. 
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(11.25) қисық сызықты интеграл интегралдау жолынан тəуелсіз 
болғандықтан, A  нүктенің координаттарын тағайындайық, ал B  
нүктенің координаттары айнымалы болсын, яғни ),,(),,( 00 yxByxA  
онда (11.26) интеграл ),( yxB  нүктеде x  пен y -ке тəуелді ),( yxu  
функция болады жəне оны мына түрге түрлендірейік (11.14-сурет): 

 

).,(),(),(),(),(
),(

),( 00

yxudyyxQdxyxPdyyxQdxyxP
yx

yxAB
   

 

Енді ),( yxu функцияны зерттейік. Ол үшін x  аргументке 
x өсімше берейік, онда: 

 

.),(),(),(),(),(),(
),(

),(

),(

),( 0000

 
 yx

yx

yxx

yx
dyyxQdxyxPdyyxQdxyxPyxuyxxu  

 

Екінші текті қисық сызықты интеграл интегралдау жолына 
тəуелсіз болғандықтан, соңғы теңдіктегі бірінші интегралдың 
интегралдау жолы AB  қисық сызық пен 1BB  түзуінен тұрады, ал 
екінші интегралдың интегралдау жолы AB  қисық сызықтан тұрады. 
Сонда AB  жол қысқарып, 1BB  жол ғана қалады, яғни  

 

 
),(

),( 00

),(),(),(),(
yx

yx
dyyxQdxyxPyxuyxxu  

 


 ),(

),( 00

),(),(
yxx

yx
dyyxQdxyxP  

 

 
),(

),( 00

),(),(
yx

yx
dyyxQdxyxP .),(),(

),(

),( 00





yxx

yx
dyyxQdxyxP  

 

Мұнда, 1BB  түзуі бойында y  айныма өзгермейді, яғни тұрақты, 

онда .0dy  Сондықтан:  
 ),(

),(

),(),(),(
yxx

yx
dxdyyxPyxuyxxu .),(

 xx

x
dxyxP  

Соңғы теңдікке (анықталған интегралға) орта мəн туралы 
теореманы (6.8-тақырып) қолданайық:  

 

.10),,(),(),(   yxxPxyxuyxxu  
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Теңдіктің екі жағын x -ке бөліп, одан ),( yxB  болғандағы шекті 

табайық, сонда:  
 

   









 x
yxuyxxu

x
u

x

,,
lim

0
 

                              

     yxPyxxP
x

,,lim
0




 .                      (11.29)        
 

Осы сияқты мына теңдікті аламыз: 
                                           

           ).,( yxQ
y
u





                                  (11.30) 

 

Онда (11.29) жəне (11.30) теңдіктерді жəне ),( yxu  функцияның 

толық дифференциал екендігін ескеріп, дəлелдеу керек (11.27) 
теңдікті аламыз, яғни 

 

.),(),( dyyxQdxyxPdy
y
udx

x
udu 








  

 

б) Енді теореманың ІІІІV бөлігін дəлелдейік, яғни ІІІ белгі 
орындалғанда, одан ІV белгінің орындалатынын дəлелдесек 
жеткілікті.  

Теореманың ІІІ белгісі орындалсын, яғни ,(),( xQdxyxP  dyy)  

өрнегі ),( yxu  функцияның толық дифференциалы болғандықтан, 

),(),,( yxQ
y
uyxP

x
u









 теңдіктері орындалады. Осыдан аралас 

дербес туындылардың теоремасы бойынша дəлелдеу керек (11.28) 
теңдікті аламыз: 

 

.,,
22

y
P

x
Q

y
P

xy
u

x
Q

yx
u






















 

 

в) Теореманың ІVІ бөлігін дəлелдейік, яғни (11.28) теңдік 
орындалсын жəне D  облыстағы кез келген тұйық L  контурды 
қарастырайық.  
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11.14-сурет 
       
Теореманың шарты бойынша D  бір байланысты облыс 

болғандықтан, L  контурмен шектелген облыс D  облысына тиісті 
жəне онда ( L  контурмен шектелген облыста) ),(),,( yxQyxP  
функцияларының өздері жəне олардың дербес туындылары 
анықталған. Сондықтан,  

L
dyyxQdxyxP ),(),(  қисық сызықты 

интегралға Грин формуласын қолданып, оны екі еселі интеграл 
арқылы өрнектейік: 

 

,),(),(
'
 
















DL

dxdy
y
P

x
QdyyxQdyxP  

 

мұндағы 'D  облысы L  контурмен шектелген облыс ( DD ' ). Соңғы 
теңдіктің оң жағындағы екі еселі интеграл (11.28) формула бойынша 
нөлге тең, олай болса: 

 

.0),(),( 
L

dyyxQdxyxP                             (11.31) 

 

Сонымен, (11.31) теңдік D  облысындағы кез келген тұйық L  
контур үшін де орындалады (11.14-сурет). Теорема дəлелденді. 

Ескерту. 1. ІІІ белгідегі ),( yxu  функцияны төмендегі формуладан 
анықтауға болады:  

 

,),(),(),(
),(

),(
0

00

 
yx

yx
CdttxQdtytPyxu  
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мұндағы теңдіктің оң жағындағы интеграл D  облысында 
тағайындалған ),( 00 yxA  мен ),( yxB  нүктелерді қосатын кез келген L  
контур ( L  контурдың барлық нүктелері D  облысына тиісті) бойымен 
алынған екінші текті қисық сызықты интеграл, constC   (11.15-сурет). 
Көп жағдайда L  контур ретінде Ox  пен Oy  осьтеріне параллель екі 
сынық түзуді қарастырған тиімді, онда жоғарыдағы екінші текті 
қисық сызықты интеграл анықталған интегралға түрленеді: 
 

.),(),(

),(),(),(

00

00

0

),(

),(
0









y

y

x

x

yx

yx

CdyyxQdxyxP

CdttxQdtytPyxu

                (11.32) 

 

       11.15-сурет 
        
2. (11.26) формуладағы интеграл астындағы ,(),( xQdxyxP  dy)y  

өрнек бірбайланысты D  облыста ),( yxu  функцияның толық 
дифференциалы болсын. Егер ),( yxuu  функция белгілі болса, онда 

 

),,(),(),(),(),( 0011
),(

),(

),(

),(

11

00

11

00

yxuyxuyxudyyxQdxyxP yx
yx

yx

yx
  

 

мұндағы ),( 000 yxA  жəне ),( 111 yxB  нүктелер D  облысының нүктелері. 
Егер )y,x(uu   белгілі болса, онда екінші текті қисық сызықты 

интегралдың интегралдау 10BA  жолына тəуелсіздігін пайдаланып, 
интегралдың интегралдау жолы ретінде сынық түзулерді аламыз жəне 
оларды координат параллель əрі D  облыстың шекарасын 
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қимайтындай етіп аламыз. Онда 0yy   болғанда 10 xx,dy   болғанда 
.dx 0  Сонымен мына теңдік орындалады: 

    

.),(),(),(),(
1

0

1

0

11

00

10

),(

),(

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP
y

y

x

x

yx

yx
        (11.33) 

 

3. Кеңістіктегі V  облыста интеграл астындағы dxzyxP ),,(  
dyzyxQ ),,(  dzzyxR ),,(  өрнек толық дифференциал болу үшін 

x
R

z
P

z
Q

y
R

y
P

x
Q






















,,  теңдіктердің орындалуы қажет əрі 

жеткілікті. 
Бұл жағдайда, егер AB  қисық сызығы V  облысқа тиісті болса, 

онда  
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  қисық сызықты интегралы 

интегралдау жолына тəуелсіз болады. 
Егер бір байланысты D  облыста  

dzzyxRdyzyxQdxzyxPdw ),,(),,(),,(   теңдік орындалса, онда 
),,( zyxww   функцияны мына теңдіктен анықтауға болады:  

 

,),,(),,(),,(),,(
000

000  
z

z

y

y

x

x
CdttyxRdtztxQdtzytPzyxw  

 

 мұндағы ),,( 0000 zyxM  нүкте V  облысындағы тағайындалған нүкте, 
.constC   

4. Біз жоғарыда екінші текті қисық сызықты интегралға 
анықталған интегралдың модулін бағалау қасиеті орындалмайтынын 
атап өттік, дегенмен де екінші текті қисық сызықты интегралға мына 
теңсіздік орындалады: 

 

,),(),( MldyyxQdxyxP
AB

  

 

мұндағы l  саны AB  қисық сызықтың ұзындығы,  
 

.),(),(max 22

),(
yxQyxPM

Dyx



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Шынында да, анықтық үшін D  облыста AB  тегіс қисық сызық 
болсын.  

Онда бірінші мен екінші текті қисық сызықтардың арасындағы 
байланыс (11.14) формула бойынша 

 


AB

dyyxQdxyxP ),(),( ,)sin),(cos),(( 
AB

dlyxQyxP   

 

мұндағы  sin),(cos),( yxQyxP   өрнекті )},();,({)( yxQyxPMa   пен 

;{cos)( Me }sin  векторлардың скаляр көбейтіндісі ретінде 

қарастыруға болады, онда 
 

 
ABAB

dlyxQyxPdlyxQyxP  sin),(cos),()sin),(cos),((  

 

 
ABAB

dlMeMadlMeMa )()())();((  

 

.),(),(max 22

),(
lMdlyxQyxP

ABDyx
 


 

 

1-мысал. Грин формуласын пайдаланып, 

    
AO

xx dyqycosedxqyysineJ  интегралды axyx  22  шеңбердің 

жоғарғы жарты бөлігінің AO  контуры бойымен интегралдайық, 
мұндағы ),0,(aA )0,0(O   (11.16-сурет). 

Шешуі. .cos),(,sin),( qyeyxQqyyeyxP xx   Интегралдың 

интегралдау контуры тұйық контур болатындай Ox  осімен 
толықтырайық, онда 

 

 
OAL

dxyxPdyyxQdxyxPJ ),(),(),( dyyxQ ),(          (11.17) 

 

Грин формуласындағы  .coscos qqyeye
y
P

x
Q xx 








 

Осыдан: 
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                            11.16-сурет 
 

 

,),(),(  
DL

qdxdydyyxQdxyxP  

 

мұндағы D  облысы 0022  y,x,axyx  дөңгелек, 
2

aR   жəне 

дөңгелектің ауданы S -ке тең болса, онда     
OA

dyyxQdxyxP 0,, . 

Олай болса,  qaJ 
8

2 . 

2-мысал.    dyyyxdxxyx
B

A

422
)0;3(

)1;2(

34 564 


 қисық сызықты 

интеграл астындағы өрнек толық дифференциал болатынын 
тексерейік жəне интегралды есептейік. 

Шешуі. (11.27) формуладағы:  
 

,4),( 34 xyxyxP  422 56),( yyxyxQ  , .xy
x
Q,xy

y
P 22 1212 








  

 

Демек, интеграл астындағы     dxxyx 34 4   dyyyx 422 56   өрнек 
толық дифференциал болады. Енді интегралды есептеу үшін (11.33) 
формуланы пайдаланайық, сонда: 

 

   

    
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dyyydxxx

dyyyxdxxyx
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  .yyxx
62182
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3-мысал. dzzdyydxxJ
B

A
)()()(     интеграл астындағы өрнек 

функцияның толық дифференциалы болғанда, осы интегралды 
есептейік, мұндағы ),,,( 111 zyxAA  B )(),(),(),,,( 222 zyxzyxB   
үзіліссіз функциялар. 

Шешуі. Интеграл астындағы өрнек функцияның толық 
дифференциалы болғандықтан, J  интеграл интегралдау жолына 
тəуелсіз. Сондықтан (11.33) теңдікті пайдаланамыз, мұнда 
интегралдау AB  жолды координат осьтеріне параллель сынық 
түзулер ретінде қарастырайық, онда .DBCDAC JJJJ   

AC  түзуі бойында ( Ox||AC ): ,0,0,,],;[ 1121  dzdyzzyyxxx  

онда .)(
2

1

 
x

x
AC dxxJ  CD  түзуі бойында ( Oy||CD ): 

,0,0,,],;[ 1221  dzdxzzxxyyy  онда .)(
2

1


y

y
CD dyyJ   

DB  түзуі бойында ( Oz||DB ): ,0,0,,],;[ 2221  dydxyyxxzzz  

онда .)(
2

1


z

z
DB dzzJ   

Сонымен, .)()()(
2

1

2

1

2

1

 
z

z

y

y

x

x
dzzdyydxxJ   

4-мысал. Көп байланысты облыста 




AB

dx
yx

yJ
22

dy
yx

x
22 

  

интегралын қарастырайық. (11.28) белгіден (11.25) белгінің 
орындалмайтынын тексерейік (ІVІ). 

Шешуі. Ол үшін координат жүйенің )0,0(O  бас нүктесінде 
интеграл астындағы өрнектің мағынасы жоқ, сондықтан координат 
осінің бас нүктесінің маңайын алып (ойып) тастайық. Онда 
жазықтықтың қалған бөлігінде, dx  пен dy  коэффициенттерінің өздері 
əрі олардың дербес туындылары үзіліссіз жəне мына теңдік 
орындалады: 

 

 
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xyx
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Енді (11.28) теңдік орындалғанмен де (11.25) теңдіктің 
орындалмайтынын тексерейік. AB  қисық сызығы шеңбер болсын, 
яғни x ,sin,cos tyt   онда :cos,sin tdtdytdtdx   

 





 







  dtt
tt

tt
tt

tJ
2

0
2222

cos
sincos

cos
)sin(

sincos

sin
.02

2

0

 

dt  

 

Демек, көп байланысты облыста (11.28) белгіден (11.25) белгі 
орындалмайды. 

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Грин формуласын пайдаланып     

AO

xx dyqyedxqyyeJ cossin  

интегралды xyx 422   шеңбердің жоғарғы жарты бөлігінің AO  

контуры бойымен интегралда, мұндағы ),0,4(A )0,0(O .   

 
11.8.  Шектелмеген функцияның екі еселі  
          меншіксіз интегралы 
 
Біз  1 , 6.14-6.15 тақырыптарда меншіксіз интегралдарды 

қарастырғанбыз. Ал төмендегі тақырыптарда негізінде екі еселі 
меншікті интегралдарды қарастыратын боламыз. Еселі меншіксіз 
интегралдың екі түрі бар: біріншісі, интеграл астындағы функция 
шектелмеген, ал екіншісі, интегралдау облыс шектелмеген. Алдымен 
шектелген облыстағы шектелмеген функцияның екі еселі меншіксіз 
интегралын қарастырайық. 

Шектелген D  облыстың 0000 ),( AyxA   нүктесінен өзге 

нүктелерінде ),( yxf  функция үзіліссіз, ал ),( 000 yxA  нүктенің 

маңайында шектелмесін, бұл жағдайда ),( 000 yxA  нүкте ерекше нүкте 

деп аталады жəне ),( 000 yxA  нүкте шектелген D  облысқа тиісті кіші   

облыстың ішкі нүктесі болсын немесе 0A  нүкте D  облыстың 

шекарасында жатуы да мүмкін (11.17-сурет). Енді D  облысынан   
облысқа тиісті бөлігін алып тастайық жəне қалған D  облыстың  
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а)                                             ə) 

11.17-сурет 
 

бөлігін D  таңбамен белгілейік əрі осы облыста ),( yxf  
функцияның екі еселі интегралы бар:  

                                            
     ,),(

D
dxdyyxf                             (11.34) 

 

мұндағы D  жəне   квадратталатын облыстар, онда D  облыстары 
да квадратталады. 11.2-тақырыптағы анықтама бойынша (11.34) 
интегралы интеграл қосындының 0  болғандағы шегі арқылы 
анықталады:  
 

.),(),(lim
1 10

 
 


D

n

i

m

k
kiki dxdyyxfyxyxf


             (11.35) 

 

Екі еселі интегралдың интегралдау облысының диаметрін d  
таңбамен белгілейік. Бұл жағдайда 0d  ұмтылғанда,   облыс 

),( 000 yxA  нүктеге шоғырланады, яғни   облыстың барлық нүктелері 
),( 000 yxA  нүктеге “топтасады” жəне де (11.35) интеграл   облыстың 

0A  нүктеге қалай шоғырлануына тəуелсіз. 
Анықтама. ),( yxf  функцияның D  облыстағы меншіксіз 

интегралы деп мына шекті айтамыз: 
                             

        .),(),(lim
0

 
 DDd

dxdyyxfdxdyyxf                   (11.36) 

 

Егер (11.36) шек бар болса əрі ол шек   облыстың ),( 000 yxA  
нүктеге шоғырлану əдісіне тəуелсіз болса, онда бұл меншіксіз 
интеграл жинақты деп аталады, кері жағдайда меншіксіз интеграл 
жинақсыз деп аталады. 
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Енді ),( 000 yxA  нүкте  
                                

                         ...,...,,, n 21                             (11.37) 
 

облыстар тізбегінің əрқайсысының ішкі нүктесі болсын əрі осы 
облыстардың nd  диаметрі n  ұмтылғанда нөлге ұмтылсын, яғни 

                  
      ,0nd  егер ...,,n,n 21              (11.38) 

 

жəне əрбір ...,D...,,D,D n 21  облыстар тізбегіне сəйкес екі 
еселі интегралдар тізбегін қарастырайық: 

 

...,,),(,),(
21


 DD

dxdyyxfdxdyyxf ...,),(
 nD

dxdyyxf     (11.39) 

 

Егер (11.39) екі еселі интегралдар тізбегі (11.37) облыстар 
тізбегін алу əдісіне тəуелсіз болса жəне (11.39) тізбек шектелген J -ге 
жинақты болса, онда 

D
dxdyyxf ),(  интегралы 0d  ұмтылғанда            

J -ге ұмтылады əрі ол   облыстың ),( 000 yxA  нүктесіне шоғырлану 
əдісіне тəуелсіз дейміз. Бұл анықтамада (11.38) шарт орындалуы 
керек, ал i  облыстары монотонды енгізілген облыстар 
 ...... n  21  болсын деп шарт қойылмаған. 

Анықтама. ),( 000 yxA  нүкте D  облыстың ішкі нүктесі жəне 
(11.36) интеграл жинақсыз болсын, ал (11.37) облыстар тізбекті 
центрлері ),( 000 yxA  нүктеге шоғырланатын əртүрлі дөңгелектер 
ретінде қарастырғанда да (11.39) екі еселі интегралдар тізбек бір ғана 
шекке ұмтылса, онда бұл шек жинақсыз (11.36) екі еселі 
интегралдың негізгі мəні деп аталады. 

Егер ),( 000 yxA  нүкте D  облыстың ішкі нүктесі болса, онда (11.36) 
интегралды жинақтылыққа зерттеу үшін (11.36) интегралдың орнына  

 DDdxdyyxf
D

 '),(
'

 интегралын зерттеуге болады, мұндағы 'D  

облысы D  облысқа тиісті кез келген облыс əрі ),( 000 yxA  нүкте D  
облыстың ішкі нүктесі болуы міндетті (11.18-сурет). 

Ал егер де 0A  нүкте D  облыстың шекарасына тиісті болса (11.18-
сурет), онда 'D  облыс ретінде D  мен )''('' 0 DAD   облыстардың 
ортақ облысын қарастыру қажет. 
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а )                                                        б ) 
11.18-сурет 

 
Сонымен, бұл екі жағдайда да 'D  облыс D  облысының бір бөлігі 
жəне 0A  нүкте бірінші жағдайда 'D  облыстың ішкі нүктесі болса, ал 
екінші жағдайда оның шекара нүктесі болады. 

 
11.9. Теріс емес функцияның шектелмеген  
         облыстағы меншіксіз интегралы 
 
Теріс емес функцияның меншіксіз интегралына орындалатын 

тұжырымдар айнымалы таңбалы функцияларға да орындалатын 
болғандықтан, біз осы тақырыпта теріс емес функцияларды ғана 
қарастыратын боламыз. 

11.7-теорема. Екі еселі (11.36) интегралдағы интеграл астындағы 
),( yxf  функция шектелген D  облыста теріс емес болсын, ал (11.37) 

тізбек ретінде центрлері 0A  нүкте болатын монотонды енгізілген 
облыстар дөңгелек болсын, яғни 

                                       

          ...... '
n

''  21                 (11.40) 
 

жəне '
i  облыстардың диаметрлері 0'

id  ұмтылсын i  

болғанда, онда (11.36) интеграл жинақты болу үшін '
i  дөңгелек 

облыстарға сəйкес келетін 
    

...,),(...,,),(,),(
''

2
'
1


 nDDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf     (11.41) 

 

мəндер тізбегі (сандар тізбегі) шектелген болуы қажет əрі жеткілікті, 
мұндағы '

id  таңба '
i  дөңгелек облыстың диаметрі ...),2,1( i . 
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Қажеттілігі. (11.36) интеграл жинақты болсын деп ұйғарып, 
(11.41) тізбектің шектелген болуын дəлелдейік. (11.36) интеграл 
жинақты болғандықтан, анықтама бойынша (11.41) тізбектің шегі бар 
əрі ол шектелген. 

Жеткіліктігі. (11.41) сандар тізбек шектелген болсын деп 
ұйғарып, (11.36) интегралдың жинақты болатынын дəлелдейік. 
Теореманың шарты бойынша, (11.37) облыс тізбегіне (11.40) шарт 
орындалатын болғандықтан, (11.41) интегралдың интегралдау '

iD   

облыстарына мына енгізу орындалады ( '
nD   облысы монотонды 

ұлғайтылған облыс деп аталады:) ...D...DD '
n

''  21  
жəне ),( yxf  теріс емес функция болғандықтан, (11.41) сандар тізбегі 
кемімейтін тізбек болады. Ұйғаруымыз бойынша, (11.41) сандар 
тізбегі шектелген, олай болса, онда оның шектелген шегі бар жəне ол 
шек  J   болсын: 

.),(lim
'







nDn
dxdyyxfJ                      (11.42) 

 

Енді теореманы толық дəлелдеу үшін, 0A  нүктеге шоғырланатын 
кез келген (11.40) облыс тізбегіне сəйкес келетін (11.41) сандар 
тізбегі де J -ге ұмтылатынын дəлелдесек жеткілікті. Ол үшін, 
қажеттілігінше үлкен натурал n  саны үшін n  облысқа 

'
nn

'
n qp

  енгізуі орындалатындай əрі '
n p

  мен '
nq

  облыстардың 

сəйкес '
n p

d мен '
nq

d  радиустары n  ұмтылғанда нөлге 

ұмтылатындай '
n p

  мен '
nq

  облыстарын табуға болады. Онда соңғы 

енгізуден мына енгізуді аламыз: 
                            

         '
nn

'
n qp

DDD  .               (11.43) 
 

Осыдан, теріс емес )y,x(f  функция үшін 





''

),(),(),(

qnnpn DDD
dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  теңсіздігі орындалады. 

Теңсіздіктің сол жəне оң жақтарындағы интегралдарға 
Jdxdyyxfdxdyyxf

qnqn
pnpn DdDd

 
 ''''

),(lim),(lim
00

 теңдіктері орындалатын 

болғандықтан, Jdxdyyxfdxdyyxf
nn DnDd

 


),(lim),(lim
0

 теңдіктері де 

орындалады. Теорема дəлелденді. 
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11.8-теорема. Егер (11.36) интеграл астындағы ),( yxf  функция 
теріс емес функция жəне шоғырланатын (11.37) облыс тізбек ретінде 
кез келген k  облысты алсақ, онда (11.36) меншіксіз интеграл 
жинақты болу үшін k  облыс тізбегіне сəйкес келетін (11.39) мəндер 
тізбегі шектелген болуы қажет əрі жеткілікті ...).,,k( 21  

Қажеттілігін дəлелдеу үшін 11.7-теоремадағы қажеттіліктің 
дəлелдеуін қайталасақ болғаны. Енді жеткіліктілігін дəлелдеу үшін 

),( 000 yxA  нүкте центрі болатын (11.40) енгізуді қанағаттандыратын 
дөңгелек }{ k  облысты қарастырайық. Осы дөңгелек облыстарға 
сəйкес келетін (11.41) сандар тізбегі шектелген болатынын 
дəлелдейік, егер (11.39) тізбек шектелсе. Ол үшін 

                                        

      


сdxdyyxf
kD

),(                               (11.40) 

 

теңсіздігі орындалсын, барлық  k  үшін ...).2,1( k  k  натурал саны 
 -ке ұмтылғанда k  облыстың сəйкес kd  диаметрі 0 -ге ұмтылатын 

болғандықтан, яғни 0lim 


kk
d , онда n  натурал саны қандай болса да 

k  саны табылып, '
n  k  енгізуі орындалады. Осыдан 

.DD k
'
n   Онда ),( yxf  теріс емес функция болғандықтан, мына 

теңсіздік орындалады: 
 

.),(),(
'





kn DD

dxdyyxfdxdyyxf  

 

Соңғы теңсіздікті (11.40) теңсіздікпен салыстырып, кез келген n  
үшін 



cdxdyyxf
nD '

),(  теңсіздікті аламыз. Теорема дəлелденді. 

Мысал. Төмендегі J  интеграл шектелген D  облыста 2  үшін 
жинақты, ал 2  үшін жинақсыз болатынын дəлелдейік: 

,
D

dxdy
r
cJ 

 мұндағы  

 

r     .,),(, 000
2

0
2

0 constcDyxAyyxx   
 

Шешуі. Дəлелдеу үшін J  интегралының орнына радиусы 
жеткілігінше аз радиусы R -ге тең, ал центрі ),( 000 yxA  нүкте болатын 
D  облыстағы дөңгелекті қарастырайық, яғни 
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,'
'

D

dxdy
r
cJ   

 

мұндағы '.D)y,x(A,D'D  000  Енді 'J  интегралды зерттейік. Ол 
үшін )y,x(A 000  нүктеге шоғырланатын кез келген енгізілген 
дөңгелектер тізбегін алайық: ......'D

nRRRR 
21

 жəне 

0nd  ұмтылады, егер n  ұмтылса, ,)y,x(A
iR000  ...,2,1i  əрі 





nRR

dxdy
r
c  интегралын қарастырайық. Поляр координатқа көшейік, 

,cos rx :sin ry  
 

  









R

RnnRRnRR

rdr
r
cdrdrd

r
cdxdy

r
c 2

0
 

 





















































.,
R
Rlnc

,,RRc

,rlnc

,,rc
drrc

n

n

R
R

R

R

R

R

n

n
n

22

2
2

2

22

2
2

2
2

22

2

1

 

 

Егер 2  болғанда, осыдан 0nR  ұмтылғанда шекке көшсек, 

онда 







 1

22

00 2
2limlim cRRcdxdy

r
c n

RR nn 




 ,const  яғни интеграл 

шектелген; енді 2  болғанда шекке көшейік, онда интеграл 
шектелмеген. Олай болса, 2  болғанда 'J  интеграл жəне J  
интегралы да жинақты, ал 2  болғанда J  жинақсыз болады. 

 
11.10.  Меншіксіз интегралдың шектелмеген облыстағы 
             абсолютті жинақтылығы 
 
Берілген ),( yxf  функцияның D  облыста тек бір ғана ерекше 0A  

),( 000 yxA  нүктесі болсын əрі ол не D  облысына, не оның 
шекарасына тиісті болсын жəне осы нүкте тиісті облысты   таңбамен 
белгілейік. ),( yxf  функция D  облыста интегралдансын. 
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Алдымен меншіксіз интегралдың екі қасиетін атап өтейік. 
1-қасиет. Егер 

D
dxdyyxf ),(  жəне 

D
dxdyyx ),(  меншіксіз 

интегралдары жинақты болса, онда  
D

dxdyyxyxf )],(),([  меншіксіз 

интегралдары да жинақты болады əрі мына теңдік орындалады: 
 

.),(),()],(),([  
DDD

dxdyyxdxdyyxfdxdyyxyxf  

 

2-қасиет. Егер сonstс  жəне 
D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интегралы 

жинақты болса, онда  
D

dxdyyxfс ),(  меншіксіз интегралдары да 

жинақты жəне  
DD

dxdyyxfcdxdyyxfc ),(),( . 

Анықтама. 
D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интеграл абсолютті 

жинақты деп аталады, егер 
D

dxdyyxf |),(|  меншіксіз интеграл 

жинақты болса. 
Егер ),( yxf  функция ),( 000 yxA  нүктенің маңайында 0),( yxf  

болса, онда интегралдың алдына минус таңбаны шығарып, 11.9-
тақырыптағы жағдайға келеміз. Енді ),( yxf  функцияның таңбасы 
əртүрлі болсын, онда бұл жағдайда меншіксіз интегралды абсолютті 
жинақтылыққа зерттейміз. 

11.9-теорема. Егер 
D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интеграл абсолютті 

жинақты болса, онда ол жинақты болады. 
Дəлелдеу. Дəлелдеу үшін интеграл астындағы ),( yxf  функцияны 

теріс емес екі функцияның айырымы ретінде қарастырайық: 
 

),,(),()],(|),([||),(|),( 21 yxfyxfyxfyxfyxfyxf      (11.44) 
 

мұндағы  
).,(|),(|),(|,),(|),( 21 yxfyxfyxfyxfyxf   

 

Теореманың шарты бойынша:  
 

 
DD

dxdyyxfdxdyyxf |),(|),(1  
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меншіксіз интеграл жинақты жəне  
 

|),(|2),(|),(|),(2 yxfyxfyxfyxf   
 

теңсіздігі орындалады, ал  
 

 
DD

dxdyyxfdxdyyxf |),(|2|),(|2  

 

меншіксіз интеграл теореманың шарты бойынша жинақты, онда 
қандай да болмасын шоғырланатын }{ i  тізбек облысқа сəйкес 
келетін 

 nD
dxdyyxf |),(|2  интегралы шектелген. Сондықтан 





nn DD

dxdyyxfdxdyyxf ),(2),(2
 теңсіздіктен 









 nD

dxdyyxf ),(2  тізбегінің 

шектелетінін аламыз.  
Онда 11.8-теорема бойынша 

D
dxdyyxf ),(2  интегралы жинақты 

болады.  
Сонымен, 

D
dxdyyxf ),(1  жəне 

D
dxdyyxf ),(2  интегралдары 

жинақты болады, онда (11.44) формуладан 
D

f  ,x dxdyy  

интегралының да жинақты болатыны шығады жəне 2-қасиет 
бойынша  

DDD
dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ),(),(),( 21  теңдігі 

орындалады. Теорема дəлелденді. 
11.10-теорема (салыстыру белгі). Егер ),( 000 yxA  нүкте 
,(xf ),(), yxy   функцияларының D  облыстағы тек бір ғана (ішкі 

немесе шекара) нүктесі болса жəне D  облыстағы барлық x  нүктелер 
үшін  

 

|),(||),(|0 yxyxf                       (11.45) 
 

теңсіздік орындалса, онда: 
1) егер 

D
dxdyyx ),(  меншіксіз интеграл жинақты болса, онда 


D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интеграл абсолютті жинақты; 
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2) егер 
D

dxdy)y,x(f  меншіксіз интеграл жинақсыз болса, онда 

 
D

dxdyyx ),(  меншіксіз интеграл да жинақсыз болады. 

Дəлелдеу. Дəлелдеу үшін ),( 000 yxA  нүктеге шоғырланатын 
(11.37) облыстар тізбегін алайық, онда (11.45) теңсіздіктен: 

                         
      .),(|),(| 



nn DD

dxdyyxdxdyyxf                        (11.46) 

 

1) тұжырымды дəлелдейік. Теореманың шарты бойынша 
 
D

dxdyyx ),(  меншіксіз интеграл жинақты болғандықтан, 









 nD

dxdyyx ),(  интегралдар тізбек шектелген, онда (11.45) теңсіздік 

бойынша 








 nD

dxdyyxf ),(   интегралдар тізбегі де шектелген. Олай 

болса, 11.8-теорема бойынша  ,xf
D
 dxdyy  меншіксіз интеграл 

жинақты болады. 
Енді 2) тұжырымды дəлелдейік. Теореманың шарты бойынша 


D

dxdyyxf |),(|  меншіксіз интеграл жинақсыз, ал 
D

dxdy|)y,x(f|  

меншіксіз интеграл жинақты болсын делік. Онда, анықтама бойынша 

D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интегралы абсолютті жинақты, осыдан жəне 

11.9-теорема бойынша ол жинақты болады. Ал ),( 000 yxA нүктеге 
шоғырланатын (11.37) облыстар тізбегін қандай етіп алсақ та, 

D

dxdyyxf |),(|  интегралының жинақсыздығынан жəне 11.8-

теоремадан 
 nD

dxdyyxf |),(|  интегралының шектелмейтіндігін ала-

мыз. Онда (11.46) теңсіздіктен 











dxdyyx
nD

),(  интегралдар тізбегінің 

шектелмейтіндігі шығады, демек, 
D

dxdyyx ),(  интегралы жинақсыз. 

Теорема дəлелденді. 
Салдар. Егер ),( 000 yxA  нүкте ),( yxf  функцияның D  

облысындағы тек бір ғана ерекше (ішкі немесе шекара) нүктесі болса 
жəне 
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             ,,0,|),(| 2
0

2
0 yyxxrconstc

r
cyxf          (11.47) 

 

онда 2  болғанда 
D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интеграл жинақты жəне 

абсолютті жинақты болады. 
Шынында да, (11.47) теңсіздіктен, 11.9-тақырыптағы мысалдан 

жəне 11.10-теорема бойынша 2  болғанда 
D

dxdyyxf |),(|  

меншіксіз интеграл жинақты болады. 
 
11.11. Меншіксіз интегралдың жинақтылығы мен абсолютті  
           жинақтылығының эквиваленттілігі 
 
11.11-теорема. Егер 

D
dxdyyxf ),(  меншіксіз интеграл жинақты 

болса, онда dxdyyxf
D
 |),(| меншіксіз интеграл да жинақты. 

Дəлелдеу. Анықтық үшін, ),( yxf  функцияның D  облыстағы 
),( 000 yxA  ерекше нүктесі ішкі нүкте болсын. Теореманың шарты 

бойынша, 
D

dxdyyxf ),(  жинақты, ал 
D

dxdyyxf |),(|  интегралы 

жинақсыз болсын делік. Онда, центрі 0A  нүкте болатын концентрлі 

i  дөңгелектер тізбегін қарастырайық: 
                           

     ......21  nD               (11.48) 
 

|),(| yxf  оң функция болғандықтан, мына шек орындалады: 
 

.|),(|lim 


nDn
dxdyyxf                        (11.49) 

 

Онда, (11.48) дөңгелектер тізбекті 
       

...,2,1,2|),(|2|),(|
1

 
 

nndxdyyxfdxdyyxf
nnn D

      (11.50) 

 

теңсіздігі орындалатындай таңдап алуға болады. Енді D  облыста 
теріс емес 0),(,0),(   yxfyxf  функцияларды енгізейік: 

 



Жоғары математика курсы 
 

 367

   .),(|),(|
2

1
),(,),(|),(|

2

1
),( yxfyxfyxfyxfyxfyxf      (11.51)              

 

Осыдан:  
 

).,(),(|),(|),,(),(),( yxfyxfyxfyxfyxfyxf    
 

Соңғы теңдіктерден: 
 

 
 


 11

),(|),(|
nnnn

dxdyyxfdxdyyxf .),(
1





nn

dxdyyxf      (11.52)               

 

Осыдан:  
 

.),(|),(|),(
111


 



 

nnnnnn

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

 

Интеграл астындағы функциялар теріс емес функциялар 
болғандықтан, 

 

            .),(),(
11


 



 

nnnn

dxdyyxfdxdyyxf                  (11.53) 

 

Енді (11.48) дөңгелектер тізбекті (11.53) теңсіздік 
орындалатындай етіп таңдап алайық. Онда (11.52) жəне (11.50) 
теңсіздіктерден 

 

       ndxdyyxfdxdyyxf
nnn D

2|),(|),(
1

 





            (11.54) 

 

теңсіздігін аламыз. Енді 1 nn  сақинаны жеткілігінше аз 
квадратталатын бөліктерге бөлсек, онда осы сақинада 



1

),(
nn

dxdyyxf  

интегралының төменгі 


 
1

)(
nn

iii yxfm  интеграл қосындысына (11.5) 

теңсіздік бойынша мына теңсіздік орындалады: 
 

...,,2,1,|),(|)(
1

 





nndxdyyxfyxfm
nnn D

iii  (11.55) 

 

мұндағы )( fmi  саны ),( yxf  функцияның ii yx   сақина бөлігіндегі 
ең төменгі шекарасы жəне барлық сақина бөліктерінде 0)( fmi  
(себебі 0),(  yxf ) болады. Енді (11.55) теңсіздік сақталатындай  
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iii yxfm
nn





1

)(  қосындыдан 0)( fmi  болатын қосындыларды алып 

тастайық. Қосындыдан алынып тасталынған бөліктерді (облыстарды) 

nD  таңбамен белгілейік, онда nD  облыста ),(),( yxfyxf   теңдік 
орындалады жəне 

 

  
nnn D

iii
DD

yxfmdxdyyxfdxdyyxf )(),(),(  

 

.|),(| ndxdyyxf
nD

 


                  (11.56) 

Осыдан:                                
             

.|),(|),( 



nn DD

dxdyyxfdxdyyxf                    (11.57) 

 

Енді (11.56) жəне (11.57) теңсіздіктерді қосып, 
                                          

...,2,1,),(
'

 nndxdyyxf
nD

                      (11.58) 

 

теңсіздікті аламыз, мұндағы nn DDD  )('  жəне егер  '
nDD  

таңбамен белгілесек, онда n  ұмтылғанда   бөліктің диаметрі 
нөлге ұмтылады. Онда (11.58) теңсіздіктен 

D
dxdyyxf ),(  меншіксіз 

интегралдың жинақсыздығын аламыз, ал бұл теореманың шартына 
қайшы келеді. Теорема дəлелденді. 

Салдар. D  облыстағы ),( yxf  функцияның меншіксіз интегралы 
жинақты болу үшін |),(| yxf  функцияның осы облыстағы меншіксіз 
интегралы жинақты болуы қажет əрі жеткілікті. 

    
11.12. Шектелмеген облыстағы функцияның екі еселі 
           меншіксіз интегралы 
 
Бізге шектелмеген D  облыста ),( yxf  функция берілсін. 
Анықтама. Ұлғайтылған тізбектен құралған 
      

......21  n                 (11.59) 
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шектелген ішкі облыстар D  облысты толықтырады деп аталады, 
егер радиусы кез келген 0R , ал центрі координат жүйенің бас 
нүктесі болатын дөңгелекке тиісті D  облыстың барлық нүктелері 
жеткілігінше (мейлінше) үлкен n  үшін барлық ішкі n  облысқа тиісті 
болса. 

Жоғарыдағы анықтама бойынша, }{ n  облысы D  облысына 
тиісті жəне n  облыстардың қосындысы D  облысқа тең болады. 

Анықтама. Егер шектелмеген D  облыстың кез келген ішкі 
облысында ),( yxf  функция интегралданса жəне кез келген 
толықтыратын (11.59) облыстар бойынша алынған санды тізбек: 

 

...,),(...,,),(,),(
21


 n

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

 

тек бір ғана шектелген J  шекке ұмтылса, онда 
D

dxdyyxf ),(  

меншіксіз интеграл жинақты деп аталады, ал кері жағдайда ол 
жинақсыз деп аталады. 

Жинақтылықтың жеткілікті белгісі. Егер ),( yxf  функция 
жоғарыдағы анықтамадағы шарттарды қанағаттандырса жəне 

   20
2

0,2,0,|),(| yyxxrc
r
cyxf    орындалса, онда 


D

dxdyyxf ),(  меншіксіз интеграл жинақты, мұндағы ),( 000 yxM  – кез 

келген тағайындалған нүкте. 
Жоғарыдағы тақырыптарда дəлелденген 11.7–11.11-теоремалар 

шектелмеген облыстағы меншіксіз интегралдарға да орындалады. 
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12. БЕТТІК ИНТЕГРАЛДАР 
 
12.1.  Негізгі ұғымдар және беттің ауданы 
 
Осы бөлімнің ХIII тарауында беттің теңдеуі үзіліссіз 

функцияның 
                                ),( yxfz                      (12.1) 

 
графигі арқылы бейнеленетіні бізге белгілі, мұндағы ,),( Dyx   осы 
сияқты беттің теңдеулері  

                                     

       ),(),,( zxfyzyfx                      (12.1) 
 

үзіліссіз функциялары арқылы беріледі және (12.1) және (12.1) 
теңдеулері беттің айқын түрдегі теңдеулері деп аталады. Беттің 
теңдеулері мына түрде де беріледі: 

                                               
         ,0),,( zyxF                  (12.2) 

 
яғни функциялық теңдеудегі z  айнымалы қалған екеуі арқылы 
өрнектелінбейді. Демек, (12.2) теңдеуді (12.1) немесе (12.1) айқын 
түрдің біріне келтіре алмаймыз. (12.2) теңдеу беттің айқын емес 
түрде берілуі деп аталады. Сонымен, (12.2) теңдеуді 
қанағаттандыратын нүктелердің жиыны бетті айқындайды. 

Көп жағдайда беттің теңдеуі параметр теңдеуімен де беріледі: 
                              

      ),,(),,(),,( vuxzvuyvux                 (12.3) 
 
мұндағы ),(),,(),,( vuxvuvu   үзіліссіз функциялар және uDvu ,'),(   
мен v  параметр деп аталады. Егер беттің теңдеуі (12.3) параметр 
теңдеумен берілсе, онда 'D облыстағы кез келген ),( vu  нүктеге үш 
өлшемді кеңістікте ),,( zyx  нүкте сәйкес келеді. Кеңістіктегі осындай 
нүктелер жиыны бетті анықтайды (бейнелейді), мысалы:  

 

02222  Rzyx  және 
 

,cossin vuRx  ,0:),{('),(,cos,sinsin  uvuDvuuRzvuRy  
 

}20  v  
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теңдеулердің екеуі де радиусы R -ге тең, ал центрі координат жүйенің 
бас нүктесі болатын сфераны анықтайды. 

Параметр теңдеумен берілген (12.3) беттің векторлық теңдеуі 
мына түрде жазылады: 

 
                         

          ,'),(,),(),(),( Dvukvuxjvuivur                (12.3) 
 
мұндағы kzjyixr   беттің ),,( zyxA  нүктенің радиус векторы, 

},,{ kji  ортогональ базис вектор. 
Бет (12.3) параметр теңдеумен берілсін және мына шарттар 

орындалсын: 
І. 'D  облыс шектелген және тұйық, ал оның шекарасы өзара 

қиылыспайтын бөлікті тегіс қисық сызық болсын; 
ІІ. ),(),,(),,( vuvuvu   функцияларының бірінші ретті дербес 

туындылары 'D  облыста үзіліссіз, яғни үзіліссіз дифференциалда-
натын функциялар; 

ІІІ. 'D  облыстың ішкі әртүрлі нүктелеріне беттің әртүрлі ),,( zyx  
нүктелері сәйкес келсін.                                                                                     

Егер ІІІ шарт 'D  облыстың шекарадағы нүктелеріне орындалса, 
онда ол бет 

 

            
                                                        

12.1-сурет 
 
Беттің шекара нүктесі болмайтын нүктелерді беттің ішкі нүктесі 

деп аталады. Егер де 'D  облыстың шекара нүктелеріне ІІІ шарт 
орындалмаса, онда беттің шекарасы болмауы мүмкін, бұл жағдайда 
бет тұйық деп аталады. Мысалы, жоғарыдағы сфера тұйық бетке 
мысал бола алады. 
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Жоғарыда келтірілген беттің ішкі және шекара нүктелерінің 
анықтамаларын басқаша келтіруге болады. ),,( zyxA  нүкте беттің 
ішкі нүктесі деп аталады, егер осы бетке тиісті емес A  нүктенің 
маңайы (жиыны) табылып, ол байланыссыз жиын болса. Беттің ішкі 
нүктесі болмайтын нүктелер беттің шекара нүктелері деп аталады. 

Бізге   бет не айқын, не айқын емес, не параметр түрде берілсін. 
Бет тегіс деп аталады, егер беттің кез келген ішкі нүктесінің маңайы 
табылып, осы маңайды беттен ойып алынған бет бөлігінің теңдеуі 
(12.1) немесе (12.1) немесе (12.2) теңдеулерінің бірімен өрнектелсе, 
яғни тегіс беттің кез келген ішкі нүктесіне жанама жазықтық және 
нормаль жүргізуге болады. Мысалы,   бет (1) теңдеумен берілсе 
және ),( yxf  функция D  облыста үзіліссіз дифференциалданса, онда 
бет тегіс болады, ал беттің нүктесіне жүргізілген жанама жазық-
тықтың теңдеуі мен нормаль вектордың теңдеуі 8.10-тақырыпта 
қарастырылған. 

Бізге   бет (12.2) айқын емес теңдеумен берілсін және ,,( yxF )z  
үзіліссіз дифференциалдансын. Беттің ),,( 0000 zyxA  нүктесі ерекше 
емес нүкте деп аталады, егер осы нүктеде  

0),,(),,(),,( 000
2'

000
2'

000
2'  zyxFzyxFzyxF zyx  болса, ал кері жағдайда 

ол ерекше нүкте деп аталады. Егер бетте ерекше нүкте жоқ болса, 
онда ол бет тегіс деп аталады. Беттің ішкі әрі ерекше емес 

),,( 0000 zyxA  нүктесіне жүргізілген жанама жазықтық пен нормаль 
векторының теңдеулері сәйкес мына формуладан анықталады: 

 

 ))(,,())(,,( 0000
'

0000
' yyzyxFxxzyxF yx  

                            

  ,0))(,,( 0000
'  zzzyxFz                               (12.4) 
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Бізге   бет (12.3) немесе (12.3) теңдеулерімен берілсін. 

,((0 uA  ),v  ),,( vu  )),( vu  нүкте беттің ерекше емес нүктесі деп 
аталады, егер осы нүктеде 
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векторлары коллинеар болмаса, яғни олар сызықты тәуелсіз, ал кері 
жағдайда 0A  нүкте ерекше нүкте деп аталады. Ерекше нүктесі жоқ 
жай бет тегіс деп аталады. Беттің ерекше емес 

),,(),,(( vuvuA  )),( vu  нүктеге жүргізілген жанама жазықтықтың 
теңдеуі мен нормаль вектор теңдеуі бізге аналитикалық гео-
метриядан белгілі. 
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                 (12.5) 

 

мұндағы '' , vu rr  векторлары жанама жазықтықтың бойындағы 
векторлар (12.2-сурет) және олар беттің A  нүктесіне бекітілген. Ал n  
нормаль вектордың бағыттауыш векторы: 
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Егер бет ),( yxfz   немесе kyxfjyixr ),(  теңдеуімен 

берілсе, онда:  
 


0
1

,),(
1
0

'

'

1
'

00
'

'

'

1
y

x
xx

y

x

f
f

Bfyxf
f
f

A  
                

     

.
||

1),cos(,
||

),cos(,
||

),cos(

,],[,1
10
01

,),(

''

''''
1

'
00

'

n
zn

n
f

yn
n
fxn

kjfifrrnC

fyxf

yx

yxyx

yy







            (12.6) 

 
Енді   шектелген әрі тегіс бет болсын. Берілген бетті бөлікті 

тегіс қисық сызықпен саны санаулы n  бөлікке бөлейік және кіші 
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бөліктерді ),1( nii   таңбамен белгілейік әрі i  бөліктің кез келген 
нүктесіне жүргізілген жанама жазықтыққа i  бөлік бір мәнді 
проекциялансын. i  бөліктің әрқайсысынан еркімізше ,( ii xA ), ii zy  
нүкте алып, осы нүкте арқылы бетке жанама жазықтық жүргізейік 
және i  беттің жанама жазықтықтағы проекциясының ауданын iS  
деп белгілейік, мұндағы i  беттің жанама жазықтықтағы проекциясы 
бөлікті тегіс қисық сызықпен шектелген, яғни квадратталады. i  кіші 
беттердің жанама жазықтықтағы проекцияларының аудандарын 
қосайық:  





n

i
iii SMS

1
),(  

 
және кіші беттердің сәйкес диаметрі ddd iii max,  болсын. 

Анықтама. Егер кез келген 0  санына 0  саны табылып,   
бетті d  теңсіздігі орындалатындай кез келген бөліктеу әдіске 
тәуелсіз әрі кез келген ),,( iiii zyxA  нүкте үшін  |),(| SMS ii  
теңсіздігі орындалса, онда   бет квадратталады деп аталады, ал S  
саны   беттің ауданы деп аталады. 

Бірнеше тегіс беттерден құралған бет бөлікті тегіс бет деп 
аталады және осы тегіс беттердің әрқайсысы квадратталса, онда 
олардың аудандарының қосындысын бөлікті тегіс беттің ауданы 
ретінде алуға болады. 

12.1-теорема. Параметр теңдеумен берілген ерекше нүктесі жоқ 
  тегіс бет квадратталады және оның ауданы мына формуламен 
есептелінеді: 

             
'D

,dudvCBAS 2
1

2
1

2
1                     (12.7) 

 
мұндағы 111 C,B,A  коэффициенттері (12.5) формуладан анықталынады. 

Егер беттің саны санаулы ерекше нүктелері болған жағдайда да 
(12.7) теңдік орындалады. Егер бет (12.1) айқын түрде берілсе, онда 
оны параметр теңдеуі түрде берілді деп қарастыруға болады, мұндағы 
x  пен y -ті параметр деп аламыз. Бұл жағдайда, (12.3) параметр 
теңдеу мына түрге түрленеді:  

 
Dvuvufzvyux  ),(),,(,,  
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және D  облыс І шартты қанағаттандырса, ал )y,x(f  функция D  
облыста үзіліссіз дифференциалданса, онда (12.7) формуланы пайда-
ланып,   беттің ауданын мына формуладан есептейміз:  
 

 
D

yx dxdyyxfyxfS .),(),(1
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Енді бет (12.2) айқын емес түрде берілсін, онда айқын емес 

функцияның дербес туындыларын табу формуланы ескеріп, яғни 
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12.2.  Бірінші текті беттік интегралдың анықтамасы 
 
Бізге бөлікті тегіс   бет берілсін және оның шекарасы (тұйық 

болуы да мүмкін) бөлікті тегіс қисық сызық болсын. Квадратталатын 
  бетте анықталған және шектелген ),,( zyxf  функцияны 
қарастырайық. Енді   бетті бөлікті тегіс қисық сызықтармен 

n...,,,  21  n  бөліктерге бөлейік (12.2-сурет) және i  бөліктердің 
ауданын )( iS   таңбамен белгілейік ( n,i 1 ). Осы бөліктердің 
әрқайсысынан еркімізше ),,( iiii zyxA  нүкте алып ( Dzyx ),,( ), 

,(xf ), zy  функцияның интеграл қосындысы деп аталатын мына 
қосындыны қарастырайық: 

                   

       



n

i
iiiiii SzyxfAJ

1
)(),,(),(                      (12.8) 

 
және i  бөліктің диаметрі ,di  ал }{max ii

dd   болсын әрі 

,( ix .), iii zy   
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Анықтама. J  саны 0d  ұмтылғандағы (12.8) интеграл 
қосындының шегі деп аталады, егер кез келген 0  санына 0  
саны табылып, d  теңсіздігі орындалатын кез келген бөліктеу 
әдісіне тәуелсіз әрі кез келген ),,( iiii zyxA  нүкте үшін 

 |),(| JAJ ii  теңсіздігі орындалса. 
 

 12.2-сурет 
 
Бұл жағдайда J  шек интеграл қосынды ),,( zyxf  функциядан   

бет бойынша алынған бірінші текті беттік интеграл деп аталады 
және ол былай белгіленеді: 

               

         .),,()(),,(lim
10




 dszyxfSzyxfJ
n

i
iiii

d
              (12.9) 

 
12.3.  Бірінші текті беттік интегралды екі еселі  
         интегралға келтіру 
 
Егер бірінші текті беттік интегралды екі еселі интегралға келтіре 

алсақ, онда біз екінші текті интегралдың бар болуын және де оны 
қалай есептеу керек сияқты сұрақтарға оңай жауап бере аламыз. 
Сондықтан бірінші текті беттік интегралды екі еселі интегралға 
келтіру жағын қарастырайық. 

12.2-теорема. Егер   тегіс бет ),( yxz   теңдеумен беріліп, 
,),( Dyx   D  – тұйық шектелген облыс, ал ),,( zyxf  функция   бетте 

анықталған және шектелген болса, онда мына теңдік орындалады:  
 




dszyxf ),,(  
D

yx dxdyyxyxyxyxf ),(),(1)),(,,(
2'2' .  (12.10) 
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Бұл жағдайда, (12.10) теңдіктің сол жағындағы бірінші текті 
беттік интеграл бар, егер оң жағындағы екі еселі интеграл бар болса.  

Дәлелдеу. Берілген бетті бөлікті қисық сызықтармен n  бөлікке 
бөлейік. Осы бөліктерді XOY  жазықтығына проекциялайық, онда D  
облыста квадратталатын iD  бөліктерге бөлінеді, бұл жағдайда iD  
бөліктердің әрқайсысының диаметрі сәйкес i  бөліктердің 
диаметрінен үлкен болмайды (12.3-сурет).  

Енді бірінші текті беттік 


dszyxf ),,(  интегралға сәйкес келетін 
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iiiiii SzyxfAJ
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)(),,(),(                  (12.11) 

 
интеграл қосындыны қарастырайық, мұндағы i  бөліктің )( iS   
ауданы 




i

dxdy)y,x()y,x()(S '
y

'
xi

22
1  формуламен анықталады. 

 

 
 

12.3-сурет 
 

),( yxz   тегіс бет болғандықтан, 2'2'1 yx   функция үзіліссіз, 
сондықтан )( iS   функцияға орта мән туралы теореманы қолданайық, 
сонда: 
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теңдік орындалады, мұндағы ),( **
ii yx  нүкте iD  облыстың нүктесі, ал 

iS  осы облыстың ауданы. Онда, осыдан және (12.11) теңдіктен 
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Енді осы интеграл қосындыны (12.10) теңдіктің оң жағындағы екі 
еселі интегралдың   бетті бөліктеуге сәйкес келетін D  облысты 
бөліктеудегі интеграл қосындымен салыстырайық: 
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Онда ),( ii AJ   интеграл қосындыдағы f  пен 22
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y
'
x   

функциялардың мәндері тек бір ғана ),,( iiii zyxA  нүктедегі мәндер,  ал  
),( ii AJ   интеграл қосындыдағы f  функцияның мәні ),( ii AJ   

қосындыдағы сияқты ),,( iiii zyxA  нүктедегі мәні, ал 22
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y
'
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функцияның мәні орта мән туралы теореманың шартындағы 
нүктедегі мәні және ),( **

ii yx  нүктеде iD  облысының нүктесі 
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iiii yyxx   22

1 '
y

'
x   функция үзіліссіз болғандықтан, тұйық 

және шектелген D  облыста ол бірқалыпты үзіліссіз болады, яғни кез 
келген 0  санына 0i  саны табылып, 

 ),(),(1),(),(1 **2'**2'2'2'
iiyiixiiyiix yxyxyxyx  теңсіздігі 

орындалады, егер 1d  болса. Теореманың шарты бойынша 
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Енді теореманы толық дәлелдеу үшін мына тұжырымды 
дәлелдейік: егер (12.10) теңдіктің оң жағындағы интеграл бар болса, 
онда кез келген 0  сан үшін 02   саны табылып, iD  облыстардың 
диаметрі 2 -ден кіші болатындай бөліктеуге сәйкес келетін барлық 

),( ii AJ   қосынды үшін 
     

     ),(),(),(1)),(,,(
2'2'

ii
D

yx AJdxdyyxyxyxyxf     (12.13) 

 
теңсіздігі орындалады. Ол үшін ),min( 21    және D  облысты dd i   
теңсіздігі орындалатындай iD  облыстарға бөлейік, онда iD  
облыстардың ( n,i 1 ) әрқайсысының диаметрі  -дан кіші болады. Бұл 
жағдайда (12.12) және (12.13) теңсіздіктері орындалады, онда осы 
теңдіктерден мына теңсіздікті аламыз (жеткілігінше аз кез келген 
бөліктеу үшін): 

 

 dxdyyxyxyxyxf yx
D

),(),(1)),(,,(
2'2'  

 ii AФJ , <  kS1 . 
 
Ал бұл соңғы теңсіздік ),( ii AJ   интеграл қосындының шегі бар 

болуын және ол шек (12.10) теңдіктің оң жағындағы екі еселі 
интегралға тең болатынын айқындайды. Теорема дәлелденді. 

12.3-теорема. Ерекше нүктесі жоқ   бет 
'),(),,(),,(),,( Dvuvuxzvuyvux    параметр теңдеумен берілсе 

және ),,( zyxf  функция осы бетте үзіліссіз болса, онда (12.9) бірінші 
текті беттік интеграл бар және 

 

 
 D

vuxvuvufdszyxf )),(),,(),,((),,(  dudvFEG 2  
 

теңдігі орындалады, мұндағы 
 

),,(),(),(
2'2'2' vuxvuvuE uuu    

 

),,(),(),(
2'2'2' vuxvuvuG vvv    

 

.''''''
vuvuvu xxF    
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Бұл жағдайда (12.7) формуладағы 2
1

2
1

2
1 CBA  өрнек EG 2F  

өрнегіне тең, яғни .FEGCBA 22
1

2
1

2
1   

Бірінші текті беттік интегралды физика мен механика есептерін 
шығаруға да қолданады, мысалы, егер де материалды   беттің 

),,( zyxA  нүктесіндегі тығыздығы  ),,( zyx  функция болса, онда мына 
теңдіктер орындалады: 

а) беттің массасы:  
;),,(


 dszyxM   

 

ә) беттің YOZ,XOZ,XOY  координат жазықтықтарындағы сәйкес 
статикалық моменттері: 

 

;),,(

,),,(

,),,(



















dszyxxM

dszyxyM

dszyxzM

yz

xz

xy







 

 
б) беттің ауырлық центрі:  
 

;,, 000 M
M

z
M

My
M

M
x xyxzyz   

 
в) беттің OzOyOx ,,  координат остеріндегі сәйкес инерция 

моменттері: 
 
 

;ds)z,y,x(yJ

,ds)z,y,x(zxJ

,ds)z,y,x(xyJ

z

y

x



















2

22

22

 

 

г) беттің xOz,xOy,yOz  координат жазықтықтарындағы инерция 
моменттері:  

  ;,,

,),,(

,),,(

2

2

2

dszyxyJ

dszyxzJ

dszyxxJ

Ф
xz

xy

yz






















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ғ) координат жүйенің бас нүктесі бойынша беттің инерция 
моменттері: 

  ;ds)z,y,x(zyxJ 


 222
0  

 
д) массасы M -ге тең материалды ),,( 0000 zyxA  нүктенің 

материалды   бетке };;{ zyx FFFF   тартылыс күші: 
 

,),,(

,),,(

,),,(

3
0

3
0

3
0






















dszyx
r

zzMF

dszyx
r

yyMF

dszyx
r

xxMF

z

y

x







 

 
мұндағы  .|,|},;;{ 000 constrrzzyyxxr    

1-мысал. 02222  z,azyx  жарты сферада J 


 dszyx )(  

интегралын есептейік. 
Шешуі. J  интегралды (12.10) формуламен есептейік: 
 

,),(

,,

222

222
'

222
'

yxayxz

yxa
yz

yxa
xz yx









 

 











dxdy
yxa

y
yxa

x

dxdyds yx

222

2

222

2

2'2'

1

1
 

 

,
222222

2

yxa
dxdyadxdy

yxa
a





  

 

 

,1
222

222
222






























D

D

dxdy
yxa

yxa

yxa
dxdyyxayxaJ
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мұндағы D  жарты сфераның xOy  жазықтығындағы проекциясы, яғни 
2x  22 ay   дөңгелек. Енді поляр координат жүйеге көшейік (10.5-

тақырып, полюс D  дөңгелектің ішкі нүктесі):   
 

 y,cosx  sin  
 

  .0sincos

1
cossin

sincos

33

0

2

00 22

22

0

0 22222

2

0

aadda
a

dda

d
a

daJ

aa

a












































 

 

2-мысал. 012 2  y,yx  цилиндрлік бетті  2yx 2z  және 
32  x,x  беттермен қиғанда пайда болған   бетте 


 ydsJ  

интегралды есептейік. 
Шешуі.   бетті xOz  жазықтығына проекциялайық және осы 

облысты D  таңбамен белгілейік. D  облыстың шекарасын табу үшін 
,yx 12 2   x  22 zy   теңдеулерден y -ті шығарып тастайық: 

,1)(2 2  zxx  22z  .x 01  Сонымен, D  облыстың оң жағы мен 
сол жағы сәйкес 23  x,x  түзулермен, ал қалған екі жақтары 

2
1

2
1 





xz,xz  қисық сызықтармен шектелген. Енді   беттің 

теңдеуін мына түрге өрнектейік: .xy
2

1
  Осыдан  .

x
y'

x 122
1


   

Онда:   








 
 D

dxdy
x
xxydsJ

88
78

2
1  

 






2
1

2
1

3

2
78

4
1

x

x
dzdxx 







 



 

3

2 2
1

2
178

4
1 dxxxx  














  

3

2

223

2

2

16
1

16
157158

22
1 dxxdxxx  























 




16
15ln

2562
1

16
1

16
15

32
1516 22

xxx  




















 

3

2

22

16
1

16
15x 











 28817108833

108833
28817ln

256
1 . 
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12.4.  Бір жақты және екі жақты беттер 
 
Алдағы тақырыпта екінші текті беттік интегралдың анықтамасын 

келтіру үшін, алдымен беттің жақтары туралы түсінік алуымыз керек. 
Ол үшін   тегіс бетті қарастырайық. 

Егер   бет бір денені шектеп тұрса, онда ол беттің екі жағы бар: 
біреуі сыртқы, ал екіншісі ішкі жағы. Мысалы, сфера беттің екі жағы 
бар. Егер бет ),( yxfz   теңдеумен берілсе, онда оның да ішкі және 
сыртқы жақтары бар. Беттердің бәрі тек қана екі жақта бет болып 
қана қоймайды, сол сияқты бір жақты беттер де бар, мысалы, Мёбус 
жапырағы деп аталатын бет бір жақты бетке мысал бола алады 
(12.4-сурет). Тегіс  беттің ішкі 00000 ),,( AzyxA   нүктесін  алайық та 
осы 0A  нүктеге n  нормаль векторды тұрғызайық және осы нормаль 
вектордың мүмкін болатын екі бағытының бірін таңдап алайық. Енді 
беттің шекарасымен қиылыспайтын әрі осы бетке ),( 000 yxA  нүктеден 
өтетін тұйық L  контурды жүргізейік. Ішкі ),( 000 yxA  нүктеге 
жүргізілген беттің n  нормаль векторын осы нүктеден бастап L  
контур бойымен қозғағанда L  контурдың барлық нүктелерінде 
нормаль вектор   бетке нормаль вектор болсын және нормаль 
вектордың бағыты үзіліссіз өзгерсін. Демек, бұл жағдайда n  нормаль 
вектор бетке әр уақытта нормаль вектор болып қалады, онда 
вектордың бағытына екі жағдай орындалады. Біріншісі, L  контур 
бойымен қозғалып, бастапқы ),( 000 yxA  нүктеге оралғанда n  
вектордың бағыты бастапқы бағытпен бірдей болады, екіншісі n  
вектордың бағыты бастапқы бағытқа қарама-қарсы болады.  

Анықтама. Егер тегіс   беттің шекарасымен ортақ нүктесі жоқ 
осы беттегі кез келген тұйық L  контур бойымен қозғалған нормаль 
вектордың бағыты өзгермесе, онда ол бет екіжақты бет деп аталады, 
ал егер нормаль вектордың бағыты қарама-қарсы бағытқа өзгерсе, 
онда ол бет біржақты бет деп аталады. 

Екіжақты бетке жазықтық, сфера, гиперболоидтар мысал бола 
алады және кез келген тұйық әрі өзара қиылыспайтын бет екіжақты 
бет болады. 

Егер D  облыстың кез келген ),,( zyxA  нүктесіне )(Aa ),,( zyxa  
вектор сәйкес келсе, онда бізге D  облыста )(Aa )}();();({ AaAaAa zyx  
векторлық өріс берілді дейміз және )A(a  векторлық өріс 
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нормальдары D  облыста үзіліссіз деп аталады, егер векторлық 
өрістің )(),(),( AaAaAa zyx  координатары D  облыста үзіліссіз болса. 
Демек, егер   тегіс бет болса, онда оның әрбір ),,( zyxA  нүктесінің 

)(An  нормалі бар және де осы нүктенің маңайы ойып алынған беттің 
бөлігінде векторлық өріс нормальдары үзіліссіз болады. Сонымен, 
егер бүкіл бетке үзіліссіз векторлық өріс нормальдары берілсе, онда 
бізге екіжақты бет берілді дейміз. Үзіліссіз векторлық өріс 
нормальдары жоқ бетті біржақты бет дейміз. Әрбір екіжақты бетке 
бағыттары қарама-қарсы ),(An  )(An  екі үзіліссіз векторлық өріс 
нормальдарын тұрғызайық. Осы екі векторлық өріс нормальдарының 
бірін қалап алу беттің екі жағының бірін қалап алу болып табылады, 
бұл жағдайда бет болжанған бет деп аталады. Мысалы, егер   бет 

),( yxfz   теңдеумен берілсе, мұндағы ),( yxf -үзіліссіз дифференци-
алданатын функция, онда беттің сыртқы (жоғарғы) жағына үзіліссіз 
векторлық өріс нормальдарын вектор-функция 

}1);();({)( '' AfAfAn yx   түрінде, ал ішкі (төменгі) жағына вектор-
функция  );();({)( '' AfAfAn yx  }1  түрінде беруге болады. Ал егер   
бет параметр теңдеуімен берілсе, онда беттің бір жағына  };;{ CBAn  , 
екінші жағына  };;{)( CBAAn   векторфункцияны алуға болады. 

 

а)  

ә)   
 

12.4-сурет 
 

Енді 12.4-суретте бейнеленген, қағаздан жасалған ABCD  
төртбұрышқа орта түзуін жүргізейік және A  мен C  нүкте және B  мен 
D  нүктелері беттесетіндей ( AB  мен DC  түзулері беттесетіндей) 
қағазды бұрап жапсырайық та, M  нүктеден бастап осы нүктедегі 
нормаль векторды орта сызық бойымен қозайық, қозғап осы нүктеге 
қайтып оралғанда нормаль вектордың бағыты кері бағытқа өзгереді. 
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а)  ә)  
 

б)  
12.5-сурет 

 
Біз болжанған бетті қарастырайық және ол бір немесе бірнеше 

контурлармен шектелсін. Болжанған беттің бойындағы контурлар 
бойымен оң бағытта айналу бағытын мына ереже бойынша 
анықтаймыз: егер бақылаушы беттің қалап алған жағында тұрса, яғни 
біздің аяғымыздан басымызға қарай бағытталған вектор беттің 
нормаль векторы болады, онда бақылаушы контур бойымен қоз-
ғалғанда бет біздің сол жағымызда қалуы керек (12.5 а, ә-сурет). Оң 
бағытқа кері теріс бағыт болады (12.5, б-сурет). 

 
12.5.  Екінші текті беттік интегралдың анықтамасы 
 

Алдымен екінші текті беттік интегралдың анықтамасын бірінші 
текті беттік интегралдың анықтамасы арқылы берейік. Біз қозғалыста 
болатын сұйық затпен толтырылған кеңістікті қарастырайық және 
сұйық заттың кез келген ),,( zyxA  нүктедегі жылдамдығы 

,(xv );,,();,,({), zyxQzyxPzy  )},,( zyxR  вектор болсын. Осы 
кеңістіктің белгілі бір   бетінен бірлік уақытта ағып шығатын сұйық 
заттың   мөлшерін есептейік. Ол үшін   беттің шексіз аз ds  
элементін қарастырайық, онда бірлік уақытта ds  элементтен 
d dsvn  сұйық зат ағып шығады, мұндағы nv  шама ds  элементінің n  

нормаль векторындағы v  вектордың проекциясы және ол, v  
векторымен оның 0v )},cos();,cos();,{cos( znynxn  векторының скаляр 
көбейтіндісіне тең (12.6-сурет). Онда: 
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12.6-сурет 
 

  cos),,(cos),,(( zyxQzyxPd  
 

,)cos),,( dszyxR                        (12.16) 
 
мұндағы ),cos(),,cos(),,cos( znynxn  нормаль вектор мен координат 
осьтерінің арасындағы  ,,  бұрыштардың косинустары, яғни 
нормаль вектор бойындағы бірлік вектордың координаттары. 

Соңғы өрнек ds  элементтен бірлік уақытта ағып шығатын сұйық 
заттың мөлшерін анықтайды және ол сұйық зат тасқынының элементі 
деп аталады. Ал барлық   беттен ағып шығатын сұйық заттың   
мөлшерін анықтау үшін (12.16) өрнектен   бет бойынша интеграл 
алсақ жеткілікті, яғни 

 




  cos),,(cos),([ zyxQzyxP  
 

.]cos),,( dszyxR   
 
Бұл интеграл жоғарыда қарастырылған 

,(cos),,( xQzyxP  cos), zy cos),,( zyxR  функциядан алынған 
бірінші текті беттік интеграл болып табылады. Негізінде бұл интеграл 
  бетте берілген ),,,( zyxP  ),,,( zyxQ  )z,y,x(R  функцияларына ғана 
тәуелді болып қоймайды, сонымен қатар ол беттің әрбір нүктесіндегі 
нормаль вектордың бағытына да тәуелді болады. 

Енді бізге екіжақты тегіс   бет берілсін және осы беттің кез 
келген бір жағын алайық.   бетте анықталған 

);,,({ zyxPa  );,,( zyxQ )},,( zyxR  вектор-функцияны қарастырайық. 
Беттің ),,( zyxM  нүктесінің нормаль векторындағы  a  вектордың 
проекциясын  na   әрпімен  белгілейік:  
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,(cos),,( xQzyxPan   .cos),,(cos),  zyxRzy   
 
Анықтама.   бет (таңдап алынған жағы бойынша) бойынша 

алынған мына интеграл: 
 




  cos),,(cos),,([ zyxQzyxP dszyxR ]cos),,(   

 
)},,();,,();,,({)( zyxRzyxQzyxPMa   вектор функциядан алынған 

екінші текті (немесе координаттары бойынша) беттік интеграл 
деп аталады және ол қысқаша былай белгіленеді: 

 

.


 RdxdyQdxdzPdydz  
 

Енді беттің екінші жағын қарастырғанда бірлік вектордың 
координаттарының таңбасы қарама-қарсы таңбаға ауысады, демек 
екінші текті беттік интегралдың таңбасы қарама-қарсы таңбаға 
ауысады. Ал біржақты бетке екінші текті беттік интеграл ұғымы 
енгізілмейді. 

Егер ds  беттің шексіз аз аудан элементі болса, онда 
,cos ds ,cos ds  dscos  өрнектері сәйкес XOY,XOZ,YOZ  координат 

жазықтықтарындағы проекциясы, олай болса, оларды сәйкесінше 
dxdy,dxdz,dydz  таңбалармен белгілейік. Онда екінші текті беттік 

интеграл жалпы түрде былай белгіленеді: 
 




  cos),,(cos),,([ zyxQzyxP dszyxR ]cos),,(   
 

.),,(),,(),,(


 dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP         (12.17) 
 

Енді екінші текті беттік интегралдың анықтамасын интеграл 
қосынды арқылы берейік. Ол үшін )(Ma  вектордың ),,( zyxR  
координатын ғана қарастырайық. Болжанған   тегіс бетті i  кіші 
беттерге бөліктейік, осы i  бөліктің әрқайсысынан кез келген 

,( ii xM ), ii zy  нүкте алып, интеграл қосындыны қарастырайық: 
                                     

       ,),,(
1




n

i
iiii szyxR                       (12.18) 

 



Қ. Ә. Қасымов, Е. Ә. Қасымов 
 

 388

мұндағы is  шама i  беттің xOy  координат жазықтығындағы 
проекциясы және оның таңбасы оң (теріс) болады, егер i  бөліктің 
кез келген нүктесіндегі нормаль вектордың оң бағыты Oz  өсімен 
сүйір (доғал) бұрыш түзесе. 

Егер ),,( zyxR  функциясы тегіс   бетте үзіліссіз болса және осы 
бетті аз бөліктерге шексіз бөлгенде (12.18) интеграл қосындының 
шегі бар әрі ол мына интегралға тең болады: 

                                                      

    .),,(


dxdyzyxR                     (12.19) 

Осы сияқты  





n

i
iiii

n

i
iiii szyxQszyxP

11
),,(,),,(              (12.18) 

 
интеграл қосындылары арқылы сәйкес екінші текті беттік 
интегралдарды аламыз (мұнда әрбір қосындыдағы is  әртүрлі): 
 

.),,(,),,( 


dxdzzyxQdydzzyxP                 (12.20) 

 
Сонда (12.19)-(12.20) екінші текті беттік интегралдарды қосып, 

екінші текті беттік интегралдың жалпы түрін аламыз: 
 

 


dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  
 

.),,(),,(),,( dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP  


 

 
Сонымен, екінші текті беттік интегралдың анықтамасы бойынша, 

екінші текті беттік интеграл беттің қай жағын (бетін) алуымызға 
тәуелді болады, яғни алдын ала болжанған беттің жағын өзгертсек, 
онда (12.18) бен (12.18) интеграл қосындылардағы 

),,(),,,(),,,( iiiiiiiii zyxRzyxQzyxP  және is  мәндері өзгермейді, ал iM  
нүктедегі нормаль вектор мен координат осьтерінің арасындағы 
бұрыштардың косинустары мәндерінің таңбасы қарама-қарсы таңбаға 
өзгереді. 
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12.6.  Екінші текті беттік интегралды есептеу 
 
1. Бізге тегіс (бөлікті-тегіс)   бет берілсін әрі ол ),( yxfz   

теңдеуімен анықталсын және осы бетте шектелген ),,( zyxRR   
берілсін. Онда, 12.2-теорема және екінші текті беттік интегралдың 
анықтамасы бойынша 

                       

          
 1

)),(,,(),,(
D

dxdyyxfyxRdxdyzyxR           (12.21) 

 
теңдік орындалады. Егер осы теңдіктің оң жағындағы 1D  облыс 
бойынша алынған екі еселі интеграл бар болса, онда (12.21) теңдіктің 
сол жағындағы екінші текті беттік интеграл да бар, мұндағы 1D  облыс 
  беттің xOy  координат жазықтығындағы проекциясы. 

Шынында да, (12.21) теңдіктегі беттік интегралды мына түрде 
жазуға болады: 

.cos),,(


dszyxR                                   (12.21) 

 
Осы интегралға (12.13) формуланы пайдаланып, (12.21) теңдікті 

аламыз. 
Сонымен, мына тұжырымға келеміз: ),( yxfz   теңдеумен 

берілген   беттің жоғарғы беті бойынша алынған 


dszyxR ),,(  екінші 

текті беттік интегралын екі еселі интегралға келтіру үшін интеграл 
астындағы ),,( zyxR  функциядағы z -тің орнына ),( yxf  функцияны 
қойып, ал   бет бойынша интегралдауды осы беттің xOy  координат 
жазықтығындағы 1D  проекциясы бойынша интегралдасақ жеткілікті. 

Егер де   беттің ішкі беті бойынша интегралдасақ, онда екі еселі 
интегралдың таңбасы қарама-қарсы таңбаға өзгереді, яғни 

 
.)),(,,(),,(

1

 
 D

dxdyyxfyxRdxdyzyxR  

 
Осы сияқты 
 

,),),,((),,(
2

 
 D

dydzzyzyPdydzzyxP            (12.22) 
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Мұнда,   бет ),( zyx   теңдеумен берілген, ал интеграл + (-) 
таңбамен алынады, егер беттің нормаль векторы Ox  осімен сүйір 
(доғал) бұрыш түзесе; 

                           

         


 ,)),,(,(),,( dxdzzzxxQdxdzzyxQ            (12.23) 

 
мұнда   бет ),( zxy   теңдеумен берілген, ал   таңба нормаль 
вектор Oy  осімен сүйір (доғал) бұрыш түзесе. 

2. Енді   бет параметр теңдеуімен берілсін, онда 12.3-
теореманы қолданып мына тұжырымды аламыз: егер ерекше 
нүктесі жоқ тегіс (бөлікті-тегіс)   бет параметр теңдеумен берілсе, 
яғни '),(),,(),,(),( Dvuvuxzvuyvux    және осы бетте 
анықталған };;{)( CBAMn   болсын, онда мына теңдік орындалады: 

 
 

 '
)),(),,(),((cos),,(

D
vuxvuvuPdszyxP   

                          

,),(1 dudvvuA                                           (12.24) 
 

мұндағы  .),( ''

''

1
vv

uu

x
xvuA




  

Осы сияқты ),,( zyxQ  және ),,( zyxR  функцияларына мына 
теңдіктер орындалады: 

 

 
 '

)),(),,(),((cos),,(
D

vuxvuvuQdszyxQ  ,),(1 dudvvuB   (12.25) 
 

 
 '

)),(),,(),((cos),,(
D

vuxvuvuRdszyxR  ,),(1 dudvvuC    (12.26) 

 

мұндағы .),(,),( ''

''

1''

''

1
vv

uu

vv

uu vuC
x
xvuB











  

Біз тұжырымның (12.24) формуласын дәлелдейік. Ол үшін 



dszyxP cos),,(   интегралына 12.3-теореманы қолданайық: 

 

,cos
2

1
2
1

2
1

2
1

1

FEG
A

CBA
A





  
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


dszyxP cos),,(  



' 2

1)),(),,(),,((
D FEG

AvuxvuvuP   
 

.),()),(),,(),,((
'

1
2  

D
dudvvuAvuxvuvuPdudvFEG   

 
Осы сияқты (12.25) пен (12.26) формулаларды дәлелдеуге 

болады. 
Мысалдар. 1. 


 dxdyJ  екінші текті беттік интегралды : z  

10,22  xyx  конустың төменгі жағы бойынша есептейік. 
Шешуі. Конус бетінің xOy  координат жазықтығындағы 

проекциясы D -дөңгелек болады: .yx 122   Енді (12.21) формуланы 
пайдаланайық, сонда 

 

 






1

1

2
1

1

1

1
12

2

2
dxxdydxdxdydxdyJ

x

xD
 

 

.arcsinarcsinxarcsinxx




 



 





1
2
11

2
102

2
11

2
2

1

1

2  

 
2. 


 ydxdzJ  екінші текті беттік интегралды ,yxz: 22   

20  z  параболоидтың жоғарғы жағы бойынша есептейік. 
Шешуі. Параболоидтың жоғарғы бетін (жағын) анықтайтын       

n }1);,();,({ '' yxfyxf yx   нормаль векторды есептейік (12.4-
тақырып), мұндағы ,),( 22 yxyxfz   ;2{ xn }.1;2 y  Онда, 
конустың жоғарғы бетіндегі ;{cos)( Ma  }cos;cos   бірлік 
векторға мына теңдік орындалады: 

 









.0,1
,0,1

cos
y
y

sign   

 
Сондықтан, конусты екі бөлікке бөлеміз және ол бөліктердің 

(конустардың) теңдеуі: 
 

,xzy 2  егер ;0y   ,xzy 2  егер 0y  
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теңдеулермен анықталады әрі ол беттерді сәйкес 1  мен 2  
әріптермен белгілейік. 1  мен 2  беттердің xOz  координат 
жазықтығындағы проекциясы 2xz   парабола мен 2z  түзуден 
тұрады, яғни  xzx 2:),{(1 }.2,2 2  zx  Енді 1  мен 2  
беттер бойынша алынған екінші текті беттік интегралды екі еселі 
интегралға өрнектейік: 

 

,),( 2

1

 
 DD

dzdxxzdzdxzxyydzdx  
 

мұнда 0)(cos M  болғандықтан, екі еселі интегралдың алдындағы 
таңба теріс болады. Осы сияқты:  

 

  .),( 2

2

 
 DD

dzdxxzdzdxzxyydzdx  
 

Демек,   
 

 
 DD

dzdxxzydzdxydzdxydzdxJ 2

21

 
 

 
DD

dzdxxzdzdxxz 22 2  


2
2

2

2 2
2

x
dzxzdx  

 

    .2
3
4

3
22

2

2

2
3

2
2

2

2

2
3

2

2



 dxxdxxz

x

 

 
Соңғы интегралды есептеу үшін tx sin2  алмастыруын 

пайдаланайық, сонда:  .
2

,1sin,
2

,1sin,
2

sin 
 ttttxt  Онда:  

 

  





 

 


2

2

22

2

2
2
3

2cos2cos21
3
4

2
2cos122

4
3








dtttdttJ  

 

    .24cos1
2
12sin

3
4 2

2

2

2









 















 




dtttt  
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12.7.  Остроградский формуласы 
 
Кеңістіктегі V  цилиндрлік облыс екі бөлікті тегіс 1  мен 2  

беттермен және олар сәйкес ),(),,( 21 yxfzyxfz   теңдеулермен 
анықталсын, ал бүйір жақтары (жасаушылары) Oz  осіне параллель 

3  бетпен шектелсін (12.7-сурет). Біз   беттің сыртқы (жоғарғы) 
бетін қарастырайық, мұндағы   бет ,1  32  ,  беттерден тұрады 

және V  облыста анықталған әрі үзіліссіз ),,( zyxR , 
z
R

  функцияларды 

қарастырайық. Онда:  
 

)),(,,()),(,,( 12

),(

),(

2

1

yxfyxRyxfyxRdz
z
Ryxf

yxf





  

 
теңдік орындалады. Осы тепе-теңдікті V  облыстың xOy  координат 
жазықтығындағы D  проекциясында интегралдайық: 

 

12.7-сурет 
 






DV

dxdyyxfyxRdxdydz
z
R )),(,,( 2  

 

         .)),(,,( 1
D

dxdyyxfyxR                             (12.27) 
 

Соңғы теңдіктің оң жағындағы бірінші екі еселі интегралды 
(12.21) формула бойынша )z,y,x(R  функциядан алынған екінші текті 
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беттік интеграл ( 2  бет бойынша) арқылы жазуға болады.  
,(2 xfz  )y  беттің жоғарғы беті бойынша 

.)),(,,()),(,,(
2

22 


 dxdyyxfyxRdxdyyxfyxR
D

 

Сонымен, соңғы теңдіктің оң жағындағы бірінші интеграл 2  
беттің жоғарғы, ал екінші интеграл 1  беттің төменгі беті бойынша 
алынған. (12.28) теңдіктің оң жағына мәні нөлге тең 3  беттің 
сыртқы беті бойынша алынған 

3

),,( dxdyzyxR  интегралды қосайық. 

Сонда (12.28) теңдіктің оң жағында V  облысты шектеп тұрған   
беттің сыртқы беті бойынша алынған екінші текті беттік интегралды 
аламыз: 

 

               .cos),,(),,( 




 dszyxRdxdyzyxRdxdydz

z
R

V
    (12.29) 

 
Енді V  облыстың бүйір беті Ox  осіне параллель, ал жоғарғы мен 

төменгі беттері бөлікті-тегіс беттермен шектелсін: 
 

),(),,( 21 zyfzzyfz  . 
 

),,( zyxP  және оның x  бойынша алынған дербес 
x
P

  туындысы V  

облыста үзіліссіз болсын. Онда жоғарыдағыдай мына теңдікті 
аламыз: 

             .cos),,(),,( 




 dszyxPdydzzyxPdxdydz

x
P

V
    (12.30) 

 
Осы сияқты  ),,( zyxQ  функция үшін 

 






 dszyxQdxdzzyxQdxdydz

y
Q

V
cos),,(),,(   (12.31) 

 
теңдігі орындалады. Жоғарыдағы (12.29)–(12.31) формулалардан 
мына тұжырымға келеміз. 

12.4-теорема. Егер ,),(:),,{( DyxzyxV  ),(1 yxf )},(2 yxfz   
цилиндрлік облыс, ал ),,,(),,,( zyxQzyxP ),,( zyxR  функциялары және 
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олардың 
z
R,

y
Q,

x
P








  дербес туындылары осы облыста және оның 

шекарасында үзіліссіз (тұйық облыста үзіліссіз) болса, онда 
шектелген бөлікті-тегіс   бетте Остроградский формуласы 
орындалады: 

 
 

.RdxdyQdxdzPdydzdxdydz
z
R

y
Q

x
P

V




















     (12.32) 

 
Бұл формула Остроградский-Гаусс формуласы деп те аталады. 
Ескерту. Егер ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  функцииялары үшін 





x
P 1








z
R

y
Q  теңдік орындалса, онда (12.32) формуланың сол 

жағындағы интеграл V  облыстың көлеміне тең, яғни 
                                          

          
V

dxdydzV                                 (12.33) 

 
немесе V  облыстың көлемін екінші текті беттік интеграл арқылы 
есептеуге болады: 

      .RdxdyQdxdzPdydzV  


             (12.34) 

 
12.8.  Стокс формуласы 
 
Бізге болжанған тегіс   бет берілсін әрі ол болжанған бөлікті 

тегіс L  контурмен шектелсін және   бет үш өлшемді V облыстың 
ішінде орналассын; осы облыста ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  
функцияларын қарастырайық. 

12.5-теорема. Егер V  облыста анықталған 
),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  функциялардың үзіліссіз бірінші ретті 

туындылары бар болса, онда мына теңдік орындалады: 
 


































 dxdz
x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx

L
 

                             

,dxdy
y
P

x
Q
















                                   (12.35) 
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мұндағы L  контурдың бағыты оң бағыт. Бұл формула Стокс 
формуласы деп аталады. 

Дәлелдеу. Алдымен   бет ),( yxfz   теңдеуімен берілсін және D  
облыс   беттің xOy  координат жазықтығындағы проекциясы 
болсын, ал 'L  контуры D  облыстың шекарасы болсын, яғни ол L  
контурдың xOy  жазықтығындағы проекциясы болады. Енді L  контур 
бойымен алынған 

 
L

RdzQdyPdx             (12.36) 

 
екінші текті қисық сызықты интегралды   бет бойынша алынған 
екінші текті беттік интегралға өрнектейік. Бұл өрнектеуді мына схема 
бойынша іске асырайық: 
 

                                          



'L DL

,          (12.37) 

 
яғни кеңістіктегі L  контур бойымен алынған қисық сызықты 
интегралды xOy  жазықтықтағы 'L  контур бойымен алынған қисық 
сызықты интегралға, содан соң оған Грин формуласын пайдаланып 
(11.6-тақырып) D  облыста екі еселі интегралға, ал соңында   бет 
бойынша алынған беттік интегралға өрнектейік. Ол үшін 

                                         
            

L
dx)z,y,x(PJ1            (12.38) 

 
интегралын қарастырайық, мұнда L  контур ),( yxfz   теңдеуімен 
берілген   бетте жатқандықтан, мына теңдік орындалады: 

 
.)),(,,(

'
1 

L
dxyxfyxPJ  

 
Енді осы теңдікке (11.17) Грин формуласын қолданайық: 
          

.)),(,,(
'

1  



















DL

dxdy
z
P

z
P

x
PdxyxfyxPJ       (12.39) 

 
Нормаль вектордың бағыттауыш косинустарының (12.6) 

формуланы пайдаланайық, сонда: 
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.
cos
cos

),cos(
),cos(








zn
yn

y
f  

Онда:  

.dxdy
cos
cos

z
P

y
PJ

D
 



















1  

 

Соңғы теңдікке (12.21) формуланы D  облыс бойынша алынған 
екі еселі интегралды   бет бойынша алынған беттік интегралға 
түрлендіреміз: 

 

.dscos
z
Pcos

y
Pdscos

cos
cos

z
P

y
PJ 






































1  

 
Осы теңдікті ескеріп, (12.38) теңдік (12.37) сұлба бойынша мына 

түрге түрленеді: 
                    

    



















 .dscos
z
Pcos

y
Pdx)z,y,x(PJ1             (12.40) 

 
Біз осы тақырыптың басында   бет ),( yxfz   теңдеумен 

берілсін деп ұйғарып, (12.40) теңдікті алдық, ал егер бет ,(xy  )z  
теңдеуімен берілсе де біз (12.40) теңдікке келеміз, бұл жағдайда   
бетті xOy  координат жазықтығына емес, xOz  жазықтығына 
проекциялаймыз және   бет саны санаулы бөліктерден анықталса да 
жоғарыдағы формула орындалады. Осы сияқты, ),,( zyxQ  және 

,(xR ), zy  функциялары үшін мына теңдіктерді аламыз: 
              

    ,coscos),,( 

















 ds
z
Q

x
QdyzyxQ

L
              (12.41) 

  

.coscos),,( 














 ds

x
R

y
RdzzyxR

L
           (12.42) 

 
Жоғарыдағы (12.40), (12.41) теңдіктерді қосып мына формулаға 

келеміз: 
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
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  
 




































 


 coscos
z
Q

y
R

y
P

x
Q

.cos ds
x
R

z
P

















       (12.43) 

 
Бұл формула Стокс формуласы деп аталады және оны мына 

түрде де жазуға болады: 
 


L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  
   































 


dydz
z
Q

y
Rdxdy

y
P

x
Q .dxdz

x
R

z
P














         (12.44) 

 
Сонымен, Стокс формуласы тұйық L  контур бойымен алынған 

екінші текті қисық сызықты интеграл мен осы L  контурмен 
шектелген   бет бойынша алынған екінші текті беттік интеграл 
арасындағы байланысты айқындайды. 

Егер   бет жазықтықтағы облыс болса (облыс координат 
жазықтықтарының біреуіне параллель облыс), онда да Стокс 
формуласы орындалады, бірақ бұл жағдайда Стокс формуласы Грин 
формуласына айналады. Мысалы, егер   бет xOy  координат 
жазықтығына параллель болса, онда },1,0;0{n  0),,( 

L
dzzyxR  және 

(12.44) теңдіктен Грин формуласын аламыз: 
 

.),,(),,( 

















 dxdy
y
P

x
QdyzyxQdxzyxP

L
 

 
Енді 11.7-тақырыптағы 11.6-теоремадай төмендегі теорема да 

орындалады және оны дәлелдеусіз қабыл алайық. 
Анықтама. Үш өлшемді V  облыстағы бет бірбайланысты бет 

деп аталады, егер V  облыста жатқан кез келген тұйық L  контур үшін 
осы облыстан L  контурмен шектелген бет бар болса. 

Бірбайланысты бетке шар және концентрлі сферамен шектелген 
облыс мысал бола алады, ал бірбайланысты емес бетке тор мысал 
бола алады. 

12.6-теорема. 1. Егер ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  функциялары 
бірбайланысты V  облыста анықталған әрі үзіліссіз болса, онда 
төмендегі үш белгілер эквивалентті, яғни олардың әрқайсысынан 
қалған екеуін алуға болады. 
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I. V  облысына тиісті кез келген бөлікті-тегіс L  контур үшін 
 

              0),,(),,(),,( 
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP           (12.45) 
 
теңдік орындалады; 

II. V  облыстың кез келген A  мен B  нүктелерін қосатын әрі осы 
облыста жататын AB  қисық сызығы бойымен алынған 
 

AB
dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  интеграл интегралдау бағытына 

тәуелсіз; 
II. ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  өрнегі толық дифференциал 

болады, яғни V  облыстан )z,y,x(uu   функция табылып, 
 dxzyxPdu ),,( dyzyxQ ),,( dzzyxR ),,(  теңдігі орындалады. Бұл 

жағдайда V  облыста жатқан кез келген бөлікті тегіс AB  қисық сызық 
үшін 

 


AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( )()( AuBu      (12.46) 
 

теңдігі орындалады. 
2. V  бірбайланысты облыс, ал ),,,(),,,( zyxQzyxP ,,( yxR )z  

функциялардың осы облыста бірінші ретті дербес туындылары болса, 
онда І-ІІІ белгілер ІV белгіге эквивалентті болады. 

ІII. V  облыста мына теңдіктер орындалады: 
                    

            .
x
R

z
P,

z
Q

y
R,

x
Q

y
P






















                 (12.47) 

 
Ескерту. (12.46) формуладағы )z,y,x(uu   функцияны мына 

формуладан анықтауға болады:     

 
M

M
dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxu

0

),,(),,(),,(),,(  
      

,),,(),,(),,(
000

000 CdzzyxRdyzyxQdxzyxP
z

z

y

y

x

x
      (12.48) 

 

Мұндағы 000 z,y,x,constC   тағайындалған 0M  нүктенің 
координаттары ),,( zyxMM   нүкте және қисық сызық ретінде 
координат осьтеріне параллель сынық түзулер алынған.    
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13. ӨРІСТЕР ТЕОРИЯСЫ 
 
13.1.  Скалярлық өріс және оның градиенті 
 
Біз үш өлшемді кеңістікте (жазықтықта)   облысты 

қарастырайық. 
Анықтама. Егер   облыстың әрбір ),,( zyxMM   нүктесіне 

белгілі бір заңдылық бойынша )(Mu  саны сәйкес қойылса, онда бізге 
осы облыста скаляр өріс берілді дейміз. 

Скалярлық өріске денедегі өріс температурасы, беттегі заряд 
тығыздығының өрісі, денедегі масса тығыздығының өрісі, т.б. мысал 
бола алады. 

Жоғарыдағы анықтама мен функция анықтамасын ескерсек, онда 
скалярлық өріс ұғымы мен функция ұғымы   облыста бірдей. Демек, 
төменде   облыстағы скалярлық өрісті )(Mu  функция түрінде 
қарастыратын боламыз, .M   Осы өрісте XYZ  декарт координат 
жүйесін тұрғызсақ, онда )(Mu  функцияны M  нүктенің 
координаттары арқылы жазуға болады, яғни  ).,,()( zyxuMu   

Осы тарауда, ),,( zyxu  функция   облыста үзіліссіз әрі оның 
z,y,x  аргуенттері бойынша алынған бірінші ретті дербес туындылары 

осы облыста үзілісcіз деп қарастыратын боламыз, яғни ол   облыста 
дифференциалданатын функция. 

Егер скалярлық өрісті тағайындалған декарт координат жүйеде 
қарастыратын болсақ, онда скалярлық өрісте болатын құбылыс 
жайлы толық мағлұмат ала алмаймыз. Сондықтан, толық мағлұмат 
алу үшін беттік деңгейлер және сызықты деңгейлер деп аталатын 
жаңа ұғымдарды енгізуіміз қажет. 

Анықтама. )(Mu  функция тұрақты санды қабылдайтын бет 
скалярлық өрістің беттік деңгейі деп аталады. 

)(Mu  функцияға әртүрлі тұрақты C  сандарын қабылдатып, 
қарастырып отырған скалярлық өрістің беттік деңгейлерінің үйірін 
аламыз. Беттік деңгей  

            Czyxu ),,(                   (13.1) 
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теңдеуімен анықталады, мұндағы .constC  Әртүрлі тұрақты C  санына 
сәйкес келетін беттік деңгейлер бүкіл  облыстағы скалярлық өрісті 
толтырады және кез келген екі беттік деңгейлердің ортақ нүктелері 
жоқ. Барлық беттік деңгейлер   облыстағы скалярлық өрісті 
анықтайды. 

Берілген   облыстағы скалярлық өрістің сызықты деңгейлері де 
беттік деңгейлер тәрізді анықталады. Егер скалярлық өріс кеңістікте 
емес, жазықтықта берілсе, онда осы өрісте сызықты деңгей берілді 
дейміз, демек, скалярлық өрістің сызықты деңгейі екі айнымалы 
функция арқылы анықталады: 

 

.),( Cyxu                     (13.2) 
 
Бұл теңдеу жзықтықтағы түзу немесе қисық сызықтар. 

Типографиялық картада теңіздің немесе көлдің және таудың жер беті 
деңгейінен қаншалықты тереңдікте және биіктікте орналасқанын 
сызықты деңгейлер арқылы белгіленеді. 

Осы бөлімнің 8.13-тақырыбында ),,( zyxf  функцияның бірлік 
;{cosl  }cos;cos   вектор бағыты бойынша алынған туындыны 

қарастырғанбыз. Осы сияқты )(Mu  скалярлық өрістің l  бағыт 

бойынша алынған туындысын 
l
Mu


 )(  таңбамен белгілейік.  

Онда 
l
Mu


 )(  таңба )(Mu  шаманың l  бағыт бойындағы 

жылдамдығының өзгеруін сипаттайды. Онда (8.33) формула 
бойынша, )(Mu  скалярлық өрістен MzyxM ),,(  нүктеде l  бағыт 
бойынша алынған туындысы деп мына өрнекті айтамыз: 

           

,cos)(cos)(cos)()( 
z
Mu

y
Mu

x
Mu

l
Mu

l
u






















   (13.3) 

 
мұндағы }cos;cos;{cos l  векторы l  бағыт бойындағы бірлік 
вектор,  ,,  бұрыштар l  бағыттың сәйкес OZ,OY,OX  осьтерімен 
түзейтін бұрыштары. 

Анықтама. Дифференциалданатын )(Mu  скалярлық өрістің 
градиенті деп мына вектор-функцияны айтамыз: 
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,)()()(

)(;)(;)()(

k
z
Muj

y
Mui

x
Mu

z
Mu

y
Mu

x
MuugradMugrad


































         (13.4)  

 
мұндағы kji ,,  – координат остеріндегі бірлік векторлар. 

 Осы анықтамадан және (13.3) теңдіктен, скалярлық өрістен l  
бағыт бойынша алынған туындыны )M(ugrad  мен l  векторлардың 
скаляр көбейтіндісі ретінде қарастыруға болады: 

                          

      .;)( lugrad
l
Mu




                  (13.5) 

Осы теңдіктен 
 

,cos||cos||||)(



 ugradlugrad

l
Mu  

 
мұндағы   – берілген M  нүктедегі ugrad  мен l  векторларының 

арасындағы бұрыш, 
l
u

  саны ең үлкен мәнді қабылдайды, егер 0  

болса, ал || ugrad  модулі l  бағыттағы )(Mu  функцияның 
жылдамдығының өсуін анықтайды.      

Сонымен, )(Mugrad  векторы жүйеге тәуелді емес, ал оның 
модулі мен оның бағыты әрбір нүктеде )(Mu  функцияның өзі арқылы 
анықталады. 

Берілген   облыста дифференциалданатын )(),( MvMu  
скалярлық өрістің градиентіне мына қасиеттер орындалады: 

 1.   );()())()(( MvgradMugradMvMugrad   
 2.   );()()()())()(( MvgradMuMugradMvMvMugrad   
 3.   ;0)(,

)(
)()()()(

)(
)(

2 









 Mv
Mv

MvgradMuMugradMv
Mv
Mugrad  

 4. ;,),()())()(( 212121 constccMvgradcMugradcMvcMucgrad   
 5.   ),()('))(( MugraduFMuFgrad    

мұндағы ))(( MuF  – дифференциалданатын скалярлық өріс. 
Егер кез келген бағыт бойынша алынған туынды нөлге тең болса, 

онда скалярлық өріс стационарлық өріс деп аталады. Демек, M  
нүктеде кез келген бағыт бойынша алынған туынды нөлге тең болу 
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үшін (13.3) формуладағы дербес туындылар M  нүктеде нөлге тең 
болуы қажет әрі жеткілікті, яғни 

 

.0)()()(














z
Mu

y
Mu

x
Mu  

 
 Мысалдар. 1. 222 ),(,),( yxyxuyxyxu   скалярлық 

өрістердің ,1u 432 ,,  мәндеріндегі сызықты деңгейлердің графигін 
тұрғызайық (13.1-сурет). 

Шешуі. u -дің мәндерін скалярлық өріске қойып сызықты 
деңгейлердің сәйкес теңдеулерін табамыз: 

 

;xy,xy,xy,xy 2222 4321   
 

.yx,)(yx,)(yx,yx 22222222222 2321   
 

 
13.1-сурет 

 
2. xyzu   скалярлық өрістің ),,(M 234  нүктедегі а) градиентін; ә) 

a }3;2;2{  вектор бағытындағы туындысын табайық. 
 Шешуі. а) Градиенттің анықтамасы бойынша 
 




















z
Mu

y
Mu

x
MuMugrad )(;)(;)()(  

 

.
2
3;

3
2;

4
6

2
;

2
;

2 

















Mz

xy
y

xz
x

yz  
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ә) Берілген }3;2;2{a  векторының бірлік векторы  

}3;2;2{
17
1

||


a
al  болады. Енді (13.5) формуланы пайдаланайық, 

сонда 

   



17
3

2
3

17
2

3
2

17
2

4
6)(

l
Mu











2
33

3
22

2
6

17
1 . 

 
3. Мына функцияның қандай нүктелерде дербес туындылары 

нөлге тең болады:  
)32( 2  yyxeu x . 

 
Шешуі. Берілген функцияның дербес туындыларын табайық: 
 





x
u xx eyyxe  )32( 2 , 




y
u )22(  yex . 

 

Осыдан, 



x
u 0, 



y
u 0. Сонда  

 





x
u 0)42( 2  yyxex , 




y
u 0)22(  yex . 

 
Екінші теңдеуден 1y , онда 5x . Сонымен, функция тек бір 

ғана   1,50 A  нүктеде дербес туындылары нөлге тең болады.  
4. 323 yxyxyzu   скаляр өрістің )1,3,2(M  нүктедегі l  бағыт 

бойынша туындысын анықтайық, мұндағы l  бағыт координат 
өстерімен 

3
,

4
   сүйір бұрыштар түзейді. 

Шешуі. Аналитикалық геометриядан 1coscoscos 222    
теңдігі бізге белгілі, сондықтан осы теңдіктен   бұрыштың 

косинусын табайық: 
4

cos2  
3

cos2  .1cos2   Сонда,   сүйір бұрыш 

болғандықтан .
2
1cos   Енді (13.3) формуланы пайдалану үшін 

дербес туындылардың ,2(M ),13  нүктедегі мәндерін есептейік:  
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  








y
Muyyz

x
Mu

M
)(,243)( 2    Myxyxz 236  

 

.6)()(,7 



 Mxy

z
Mu  

 

Сонда, 



2
16

3
cos7

4
cos24)( 

l
Mu .

2
1212   

 

5. 
2

8)( 22 


zxyx
Mu  скалярлық өріс ),,( zyxM  нүктеден 

)1,2,1(0M  нүкте арқылы өткенде қандай ең үлкен жылдамдықпен 
өсетінін және )(Mu  скалярлық өріс ең үлкен жылдамдықпен кему 
үшін M  нүкте 1M  нүктеден өткенде M  нүкте қай бағытта қозғалады? 

  Шешуі. )(Mu  функцияның ең үлкен жылдамдықпен өсуі мен 
кемуі M  нүкте 0M  нүкте арқылы өткендегі бағыты 0M  нүктедегі 
градиент функцияның бағытымен бағыттас немесе қарама-қарсы 
болуына байланысты. Сондықтан, )(Mu  функцияның кез келген 
нүктедегі градиентін табайық (13.4) формуладан:     

 

 





 i

zxyx

yxugrad 222 2

816  

 

   






 k

zxyx

zj
zxyx

x
222222 2

16

2

8  

 

 
  .22

2

8
222

kzjxiyx
zxyx




  

 

Осыдан, .
9
212|)(|,

9
4

9
2

9
8)( 00  MugradkjiMugrad  

Сонымен, )(Mu  функцияның ),,( zyxM  нүктеден ,1(M )1,2  нүкте 

арқылы өткендегі ең үлкен жылдамдықпен өсуі 
9
212 -ге тең. Ал 

)1,1,2(1M  нүктедегі функцияның градиенті 

    ikzjxiyxMugrad M 81
4022

81
8)(

11 j
81
16 .

81
16 k  
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Сонда, іздестіріп отырған вектордың бағыты )( 1Mgrad  
векторының бағытына қарама-қарсы болады, яғни 

.
81
16

81
16

81
40)( 1 kjiMugrad   

  Сонымен, )(Mu  скалярлық өріс 1M  нүктеден өтіп ең үлкен 
жылдамдықпен кему үшін M  нүкте )( 1Mugrad  вектордың бағытымен 
қозғалуы керек. 

  6. xyz  координат жүйенің қай нүктелерінде 
 3)( xMu xyzzy 333   өрістің градиенті а) Ox  осіне перпендикуляр; 

ә) Oz  осіне параллель болады; б) нөлге тең болады. 
 Шешуі. Алдымен, скалярлық өрістің градиентін табайық, ол 

үшін скалярлық өрістен дербес туындыларды табайық:  

yzx
x
u 33 2 

 ,  xzx

y
u 33 2 

 , 




z
u  yxx

z
u 33 2 



 . Скаляр өрістің 

градиентін (13.4) формула бойынша табайық:  
 

.)33()33()33()( 222 kxyzjxzyiyzxMugrad   
 
а) Скаляр өрістің градиенті Oz  осіне перпендикуляр болу үшін 

аналитикалық геометрия курсынан ( 15 ) 033 2  zyx  болуы керек. 
Осыдан zyx 2 . Сонымен, zyx 2  бетке тиісті барлық нүктелерде 

)(Mugrad  градиент-вектор Ox  осіне перпендикуляр болады. 
ә) )(Mugrad  градиент-векторы  k  векторына коллинеар болады, 

сондықтан 23x ,yz 03   23y 03 xz . Осы теңдіктерден z  

айнымалыны шығарайық: 
y

xz
2

 , 
x
yz

2
 , 

y
x2

x
y2

 , 033  yx , 

   022  yxyxyx . Осыдан, yx   және 022  yxyx . Екінші 
теңдік 0x , 0y  болғанда ғана орындалады. Енді yx   теңдікті 
алғашқы теңдіктерге қойып, zyx   теңдіктерді аламыз. Демек, 

 3)( xMu xyzzy 333   өріс 0x , 0y  мен zyx   нүктелерде Oz  
осіне параллель болады. 

б) Енді )(Mugrad  градиент-векторы нөлге тең болу үшін мына 
теңдіктер орындалуы керек: 23x ,yz 03   23y 03303 2  xyz,xz  
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теңдіктері орындалуы керек. Онда ә) жағдайды қайталап, zyx   
нүктелерде )(Mugrad  нөлге тең болатынын табамыз.  

7. )2,2,1(A  және )0,1,3(B  нүктелеріндегі 222)(
zyx

xMu


  

скалярлық өріс градиентінің арасындағы бұрыштың косинусын 
есептейік. 

 Шешуі. A  мен B  нүктелеріндегі градиенттердің арасындағы 
косинусын төмендегі формуладан есептейміз:  

 

.
|)(||)(|

))();((cos
BugradAugrad

BugradAugrad


  

 
Берілген скаляр өрістің A  мен B  нүктелеріндегі градиенттерін 

есептейік: 

 


















 i
zyx

xzyxAugrad
A

2222

2222 2)(  

 

   


































 k

zyx

xzj
zyx

yx

AA
22222222

22 ,
81
4

81
4

81
7 kji   

 

 



















 i

zyx

xzyxBugrad
B

2222

2222 2)(  

 

   


































 k

zyx

xzj
zyx

yz

BB
22222222

22 .
50
3

25
2 ji   

 

Сонда  .cos
9
8

50
3

25
2

81
4

81
4

81
7

50
3

81
4

25
2

81
7

22222















 























   

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. 222 ),(,),( yxyxuyxyxu   скалярлық өрістердің ,u 1 432 ,,  

мәндеріндегі сызықты деңгейлердің сызбасын тұрғызыңдар. 
2. 2zxyu   скалярлық өрістің )3,1,2( M  нүктедегі а) 

градиентін; б) a }2;2;1{   вектор бағытындағы туындысын табайық. 
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3. xyz  координат жүйенің қай нүктелерінде 
 2)( xMu xyzy 322   скаляр өрістің градиенті а) Oz  осіне 

перпендикуляр; б) Oz  осіне параллель; в) нөлге тең болады 
 
13.2. Векторлық өрістер 
 
Анықтама. Берілген   облыста векторлық өріс берілді дейміз, 

егер облыстың әрбір ),,( zyxMM  ( DM  )  нүктесіне )(Ma  векторы 
сәйкес қойылса.  

Электр зарядтар жүйесіндегі электрлік өріс, электр тогының 
әсерінен пайда болатын магнит өрісі, жүйелер массасы әсерінен 
анықталған тартылыс күш өрісі (гравитациялық өріс), сұйық заттың 
ағын жылдамдығының әсерінен пайда болатын өріс (жылдамдық 
өріс) векторлық өріске мысал бола алады.  

 Анықтамадағы  )(Ma   векторының  геометриялық  сипаттамасы 
векторлық сызықтар, яғни қисық сызықтар болады және векторлық 
өріс координат жүйеге тәуелді емес, яғни әрбір M  нүктеде )(Ma  
векторлық өріс өзінің |)(| Ma  модулі, бағыты арқылы анықталады. 
Кеңістіктегі XYZ  координат жүйеде )(Ma  векторлық өріс ,(xa ), zy  
үш айнымалы векторлық функция арқылы анықталады:  

 

,(xa )},,,();,,();,,({), zyxRzyxQzyxPzy   
 
мұндағы  ),,,( zyxPP  ),,(),,,( zyxRRzyxQQ   функциялары және 
оның бірінші ретті дербес туындылары үзіліссіз. 

 Осы бөлімнің 8.13-тақырыбында қарастырылғандай, )(Ma  
векторлық өрістің l  бағыт бойынша алынған M  нүктедегі туындысы 

деп 



l
Ma )(


















z
R

y
Q

x
P ;;  вектор-функцияны айтамыз. 

 Енді )(Mu  скаляр өрісті қарастырайық. Әрбір M  нүктеде 
)(Mugrad  векторды тұрғызып, )(Mu  скаляр шаманың векторлық 

өрісін аламыз. 
 Анықтама. )(Ma  векторлық өріс   облыста потенциалды деп 

аталады, егер оны осы облыста )(Mu  скалярлық өрістің градиенті 
ретінде бейнелей алсақ, яғни 
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       ).()( MugradMa                    (13.6) 
 
Бұл жағдайда, )(Mu  скалярлық өрістің өзі )(Ma  векторлық 

өрістің скалярлық потенциалы деп аталады. Егер };;{ RQPa   
векторлық өріс болса, онда (13.6) формуладағы векторлардың 
теңдігін пайдаланып, мына теңдікті аламыз:  

 

.,,
z
uR

y
uQ

x
uP












  

 
 Кейбір жағдайларда, )M(a  векторлық өрістің потенциалы 

ретінде )(Ma )(Mugrad  теңдігі орындалатын )M(u  функцияны 
қарастырамыз. 

 13.1-теорема. Бір байланысты   облыстағы };;{)( RQPMa   
векторлық өріс потенциалды болу үшін 

 

z
P

x
R

y
R

z
Q

x
Q

y
P




















 ,,                        (13.7) 

 
теңдіктерінің орындалуы қажет әрі жеткілікті, мұндағы RQP ,,  
функциялары және олардың бірінші ретті дербес туындылары 
үзіліссіз. 

 Бұл теңдіктерді біз 12.6-теоремада дәлелдегенбіз. 
 Егер )(Ma  векторлық өріс потенциалды болса, онда оның 

потенциалын табу dzzyxRdyzyxQdxzyxPdu ),,(),,(),,(   толық 
дифференциалының u  функциясын, (12.48) формула бойынша табу 
болып табылады.  

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Скаляр өріс. 
2. Скалярлық өрістен  нүктеде бағыт бойынша алынған туындысы. 
3. Скалярлық өрістің градиенті. 
4. Скалярлық өрістің қасиеттері. 
5. Стационарлық және потенциалды өрістер.  
6. Векторлық өрістің потенциалды болу белгісі. 
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13.3. Векторлық өрістің дивергенциясы,  
         роторы және циркуляциясы 
 
Біз осы бөлімнің 12.5-тақырыбында сұйық заттың   беттен 

(облыстан) )(Mn  нормаль вектор бағытымен ағып шығатын мөлшерін 
 




  cos),,(cos),,([ zyxQzyxP dszyxR ]cos),,(       (13.8) 

 
формуламен есептедік, интеграл астындағы функция )M(a  векторлық 
өрістің координаттары: 
 

 cos),,()( zyxPMa ,cos),,(cos),,(  zyxRzyxQ   
 
ал )(cos),(cos),(cos MMM   бағыттауыш косинустар   бетке 
жүргізілген )M(n  нормаль вектордың бойындағы бірлік вектордың 
координаттары. Онда (13.8) теңдіктегі интеграл астындағы 
функцияны )(Ma  мен )(Mn  векторларының скаляр көбейтіндісі 
ретінде қарастыруға болады: 

 
.cos),,(cos),,(cos),,())();((  zyxRzyxQzyxPMnMa   

 
Сонда 




 dydzzyxPdsMnMa ),,())();((  
                     

  dxdyzyxRdxdzzyxQ ),,(),,(                          (13.9)     
 

интеграл   беттен таңдап алған бет бойындағы )(Ma  векторлық 
өрістің ағыны (тасқыны) деп аталады. Егер )(Ma  векторлық өріс 
M  нүктеден ағатын сұйық заттың жылдамдығы болса, онда   беттен 
таңдап алған (болжанған) бет бойындағы сұйық заттың ағыны 




 dsMnMv ))();((  формуламен есептелінеді. 

Векторлық өрістің ағынын үш еселі интегралмен де есептеуге 
болады (13.11). 

Егер 0  болса, онда   беттен ағып шығатын сұйық зат 
мөлшері осы бетке ағып келетін сұйық заттың мөлшерінен көп 
болады, бұл жағдайда   бетте сұйық заттың қосымша көзі бар 
екендігін білдіреді. 
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Егер 0  болса, онда   беттен ағып шығатын сұйық зат 
мөлшері осы бетке ағып келетін сұйық заттың мөлшерінен аз болады, 
бұл жағдайда   бетте сұйық затқа қату немесе буға айналу үдерістері 
жүреді. 

Егер 0  болса, онда   беттен ағып шығатын мен ағып келетін 
сұйық заттардың мөлшерлері тең болады. 

Анықтама. kzyxRjzyxQizyxPMa ),,(),,(),,()(   векторлық 
өрістің M ),,( zyxM  нүктедегі дивергенциясы деп мына скаляр 
функцияны айтамыз: 

 

.)(
z
R

y
Q

x
PMadiv












                        (13.10) 

 
  облыстағы )(Ma  векторлық өріс соленоидальды деп аталады, 

егер 0)( Madiv  болса. Бұл жағдайда тұйық бет бойынша алынған 
векторлық өрістің ағыны нөлге тең, себебі Остроградский-Гаусс 
формуласы бойынша 

 

 


RdxdyQdxdzPdydz  
 

,)( 



















VV

dxdydzMadivdxdydz
z
R

y
Q

x
P          (13.11) 

 
мұндағы V  цилиндрлік облыс. 

Егер 0)( 0 Madiv  болса, онда ),,( 0000 zyxM  нүктеде сұйық заттың 
көзі бар, яғни 0M  нүктенің кез келген маңайында сұйық заттың 
мөлшері ұлғаяды. 

Егер 0)( 0 Madiv  болса, онда ),,( 0000 zyxM  нүктеде сұйық заттың 
көзі жоқ, яғни 0M  нүктенің кез келген маңайында сұйық заттың 
мөлшері азаяды. 

 Векторлық өрістің дивергенциясының модулі (абсолют шамасы) 
сұйық зат көзінің қуатын білдіреді. 

Векторлық өрістің дивергенциясына мына қасиеттер орындалады: 
1. ,0)( Madiv  егер )(Ma  тұрақты векторлық өріс; 
2.   ),()()()( 22112211 MadivcMadivcMacMacdiv   мұндағы ;constc,c 21  
3. )(Mu  скалярлық өріс пен )(Ma  векторлық өрістер 

көбейтіндісінің дивергенциясына мына теңдік орындалады: 
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  ).()()()()()( MugradMaMadivMuMaMudiv   
 
Дәлелдеу. 3-қасиетті дәлелдейік. 
 

    ))(()()( kRjQiPMudivMaMudiv  
 
















z
RMu

y
QMu

x
PMu ))(())(())((  

 















z
MuR

y
MuQ

x
MuP )()()(  

 

)()()( MugradMa
z
R

y
Q

x
PMu 



















 ).()( MadivMu  

 
 Егер векторлық өріс )(ME  электр зарядтарының өрісі болса, 

онда   облыстың кез келген ),,( zyxM  нүктесінде 
)(Madiv 0)( MEdiv  болады. Шынында да,  

 ,)()()( 33 kzjyix
r

ekMr
r

ekMEMa   мұндағы 

.zyxr|r|,kzjyix)M(r 222    
 

Сонда:  










































 333)(
r
z

zr
y

yr
x

x
ekMEdiv  

 








 






 5

22

5

22

5

22 333
r

zr
r

yr
r

xrek   033
5

2222



r

zyxrek . 

 
Демек, қарастырып отырған векторлық өріс соленоидальды, ал 

0)( Madiv  теңдіктің физикалық мағынасы   облыстың кез келген 
нүктесінде электр өрісінің көзі жоқ болатынын білдіреді (координат 
остерінің бас нүктесінен өзге нүктелерде). 

 Анықтама. kzyxRjzyxQizyxPMa ),,(),,(),,()(   векторлық 
өрістің роторы (немесе құйыны) деп мына вектор-функцияны 
айтамыз: 


























 i
z
Q

y
R

RQP
zyx

kji

Marot )( .k
y
P

x
Qj

x
R

z
P





























    (13.12) 
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Векторлық өрістің роторына мына қасиеттер орындалады: 
1. ,0)( Marot  егер  )(Ma  тұрақты вектор болса; 
2.  )()]()([ 112211 MarotcMacMacrot ),(22 Marotc   

мұндағы 21 c,c  – ;const  
3. )(Mu  скалярлық өріс пен )(Ma  векторлық өрістің 

көбейтіндісінің роторына мына теңдік орындалады: 
 

   )()()()( MarotMuMaMurot  .)()( MaMugrad   
 
Егер қатты дене Oz  осінің бойымен   бұрыштық жылдамдықпен 

айналса, онда векторлық өрістегі дене нүктесінің жылдамдығын  
 

jxiy
zyx

kji
rMv   00],[)(  

 

түрінде жазуға болады, мұндағы ],[  -векторлық көбейтінді. Енді )(Mv  
жылдамдықтың роторын табайық: 

 

.200)( kjiMvrot   
 
Сонымен, )(Mvrot  векторы OZ  осінің бағытымен бағытталған 

тұрақты вектор, ал оның модулі дененің екі еселенген бұрыштық 
жылдамдығына тең, яғни .2|)(| Mvrot  

Енді kzjyixr   потенциалды өрісті қарастырайық. Оның 

потенциалы .
22

)(
2222 zyxrMu 

  Осы өрістің роторын есептейік: 
 

.0000)()(  kjiMrrotMarot  
 
Сонымен, потенциалды өрістің роторы нөлге тең, демек, 

потенциалды өрісте құйын жоқ. 
Енді )},,();,,();,,({)( zyxRzyxQzyxPMa   векторлық өріс, L  тегіс 

немесе  бөлікті тегіс қисық  сызық  болсын. Онда:  
 

   
LL

dyzyxQdxzyxPdleMa ),,(),,(),( dzzyxR ),,(  
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қисық сызықты интеграл )(Ma  векторлық өрістің L  контур бойымен 
алынған циркуляциясы деп аталады, мұндағы )(Mee   қисық сызық 
бойындағы M  нүктеге жүргізілген жанама вектордың бірлік векторы, 
dl  – қисық сызықтың дифференциалы.  

Егер векторлық өріс соленоидальды әрі потенциалды болса, онда 
мұндай векторлық өрісті гармоникалық өріс дейміз. 

Егер L  қисық сызық параметр теңдеулерімен берілсе: 
 

)(),(),( tzztyytxx   
 
және t  параметрге интегралдау бағытының алғашқы (бастапқы) және 
соңғы нүктелеріне t  және t  мәндері сәйкес келсе, онда 
векторлық өрістің циркуляциясын мына формуладан есептейміз: 

  

 



)('))(),(),(([ txtztytxP  

 

.)]('))(),(),(()('))(),(),(( dttztztytxRtytztytxQ   
 
Егер L  қисық сызық ];[),(),( baxxzzxyy   теңдеулерімен 

берілсе, онда: 
 

 
b

a
xyxzxyxQxzxyxP )('))(),(,())(),(,([  

 

dxxzxzxyxR )]('))(),(,( . 
 
Векторлық өрістің ағынын дөңгелек цилиндрдің немесе 

сфераның беті бойынша есептеу үшін цилиндрлік немесе сфералық 
координат жүйеге көшіп есептеуге болады (денені координат 
жазықтығына проекцияламай). 

 Біз 222 Ryx   цилиндрлік бет пен ),,(1 yxfz   ),(2 yxfz   
беттермен шектелген   бетті қарастырайық. Енді цилиндрлік 
координат жүйесіне көшейік, яғни ,,sin,cos zzRyRx   онда 
берілген беттер үшін   :),(),( 21 yxfyxf    

 
 zRRf )sin,cos(,20 1 dzRddsRRf  ),sin,cos(2  
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болады. Сондықтан,   беттің сыртқы жағы бойымен алынған )(Ma  
векторлық өрістің ағынын мына формуламен есептейміз: 

 

 





)sin,cos(

)sin,cos(

2

0

2

1

,)(),(
RRf

RRf
dzMnMadR


 

мұндағы  

 .1
|)(|

)()( 222

222
jyix

RRyxgrad
RyxgradMn 




  

 
Егер 2222 Rzyx   сфера мен сфералық координат жүйеде 

),(11  F  )(22  F  теңдеулері беттермен шектелген   бетті 
қарастырайық. Сфералық координат жүйеге көшейік, яғни 
 

,cos,sinsin,sincos  RzRyRx   
 
мұндағы .sin,, 2

2121  ddRds   
Сонда   беттің сыртқы беті бойынша )(Ma  векторлық өрістің 

ағынын мына формуладан есептейміз: 
 

  ,sin)(),(
2

1

2

1

2 







 dMnMadR  

 

мұндағы  kzjyix
R

Mn 
1)(  (егер толық сфера болса, онда 

, 20  
22





 ). 

Мысалдар. 1. kzjyixMa 333)(  -векторлық өрістің 
222 zyx   x  сферадағы ағынын есептейік. 

Шешуі. Векторлық өрістің ағынын үш еселі интеграл көмегімен 
есептейік, яғни (13.11) формула: 

 


V

dxdydzMadiv ,)(  
 

мұндағы V  тұйық шар: .222 xzyx   Сонда:  
 

,333)( 222 zyxMadiv    
V

dxdydzzyx 2223 . 
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Соңғы интегралды есептеу үшін сфералық координат жүйеге 
көшейік: 

 

 222222222 sinsinsincoszyx  
 

   22222222 cossincossincos  
 

,cossin 22222   .sincos,sincos 2  
 
Сонда: 
 

 






2

2

55

0

sincos

0

42

2
0

sincossin
5
3sin3











 ddddd  

 

.
5

cossin
5

12cossin
5
3 2

0

52

0

62

2

5

0

6 






 



dddd  

 
 2. )2,3,1(),3,3,2( 21  MM  нүктелерде kyzjxyiyxMa 222)(   

векторлық өрістің дивергенцияларын есептейік. 
 Шешуі. Дивергенцияларды (13.10) формуламен есептейік: 
 

      











 xyyz
z

xy
y

yx
x

Madiv 2)( 222  
 

zyxyzyyx 2422  . 
Сонда:  

.0423)3(23)2(4)( 1 Madiv  
 
Демек, 1M  нүктеде сұйық заттың көзі жоқ. Енді 2M  нүктедегі 

дивергенцияны есептейік: 
 

.03)2(2314)( 2 Madiv  
 
Демек, 2M  нүктеде сұйық заттың көзі бірқалыпты. 
3. )1,1,1(1M  мен )8,4,2(2M  нүктелер арасындағы кесінді бойында  
)(Ma k

x
j

z
i

y
111

   векторлық өрістің жұмысын есептейік. 

 Шешуі. 21MM  вектордың бірлік векторын табайық: 
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 }18;14;12{
59
1

|| 21

21

MM
MMe .;;









59
7

59
3

59
1  

 
Енді берілген 1M  мен 2M  нүктелерден өтетін түзудің канонды 

теңдеуін анықтайық: 
.zyx

7
1

3
1

1
1 





  

 
Осы теңдіктегі x  параметр болсын, онда: 
 

,
7

11,3,23,
3

11 





zxdxdyxyyx  
 

.7,67 dxdzxz   
Сонда: 

       222 dzdydxdl  
 

      dxdxdxdx 59499 222  . 
 
Енді векторлық өрістің 1M  нүктеден 2M  нүктеге дейінгі 

жұмысын есептейік: 
 

  





 





 

2

1

7
67

3
23

1

21

dx
xxx

dle),M(aA
MM

 
 

.2ln
21

188ln7)67ln(
7
1)23ln(

3
1 2

1







  xxx  

 
4. kcjxiyMa )(  векторлық өрістің  
а)  ;z,yx 0122    
ә) 0,1)2( 22  zyx  шеңберлер бойындағы сәйкес 

циркуляцияларын есептейік, мұндағы .constc  
Шешуі. Тұйық L  контур бойындағы векторлық өрістің 

циркуляциясы мына формуламен есептеледі: 
 

 
L

,dle),M(a  

мұндағы  )(Mee   бірлік вектор. 
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а) 0122  z,yx  теңдеулердің орнына оның параметр 
теңдеулерін алайық: ].2;0[,0,sin,cos  zyx   

Сонда:   .ddle),M(a
L

 


2
2

0
  

ә) Берілген теңдеулердің орнына 0,sin,cos2  zyx  
параметр теңдеулерін қарастырайық және  

 

 jiMae )cos2(sin)(},0;cos;sin{  
 

.,  ddlkc  
 

Сонда:     .2sin2cos21 2
0

2

0


  d  

5. };;{ 222222 zyxkzjyixa   векторының  2)( ax  2)( by  
2)( cz  2R  сфераның сыртқы беті бойынша тасқынын есептейік. 

Шешуі. Есептің шарты бойынша ,),,( 2xzyxP   ),,( zyxQ ,y2  
2),,( zzyxR   және (12.16) формуладан: 

 

  .coscoscos 222


 dszyx   

 
Сфераның сыртқы бетінің нормаль векторын табайық (12.4-

тақырып): n  )},(2);(2);(2{ czbyax   ал оның бойындағы 
0n  







 


R

cz
R

by
R

ax ;;  бірлік вектор сфераның сыртқы бетін 

анықтайды. Онда: 
 

.222








 







 ds
R

czz
R

byy
R

axx  

 
Бұл интегралды 5.3-теореманы пайдаланып есептейік. Ол үшін 

сфераның параметр теңдеуін қарастырайық (12.1-тақырып): 
 

.0,0,cos,sinsin,sincos   vuuRczuvRbyuvRax  

 
Сонда 

,sin22 uRFEG   
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,sincossinsincos 22222222 uRuvRuvRE   
 

,sincossinsin 222222 uvRuvRG   
 

,sincoscossinsinsincos 222 uuvvRuvvRF   
 

  uvuvRauRdv sincos)sincos[(sin 2

0

2
2

0


 

 

 uvuvRb sinsin)sinsin( 2
 

 

 


0

3
2

0

232 sincos2]cos)cos( uduvdvaRduuuRc  
 

 


0

3
2

0

23 sinsin2 uduvdvbR  
 

 
 
0

3
2

2

0

3 ).(
3

8sincos2 cbaRuduudvcR  

 
Сұрақтар мен тапсырмалар: 
1. Векторлық өрістің ағыны (тасқыны).   
2. Векторлық өрістің  нүктедегі дивергенциясы. 
3. Векторлық өрістің дивергенциясына орындалатын қасиеттер. 
4. Векторлық өрістің роторы (немесе құйыны). 
5. Векторлық өрістің роторына орындалатын қасиеттер. 
6. Векторлық өрістің контур бойымен алынған циркуляциясы. 
7. Гармоникалық өріс. 
8. )(Ma  векторлық өрістің yzyx  222  сферадағы ағынын 

есепте. 
9. )3,1,2(),4,3,1( 21  MM  нүктелерде kzyjyxixyMa )(  

векторлық өрістің дивергенцияларын есепте. 
10. kcjxiyMa )(  векторлық өрістің а)  ;z,yx 0422                   

ә) 0,16)1( 22  zyx  шеңберлер бойындағы сәйкес 
циркуляцияларын есепте, мұндағы .constc  
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