
1

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ
РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН

Казахский национальный исследовательский технический 
университет имени К.И.Сатпаева

Б. Х. АЙТЧАНОВ

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
ЦИФРОВЫХ  ЧАСТОТНО-
ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ

                        

Алматы 2016



2

УДК 519.7(035-3)
ББК 22.172
А 36

Рецензенты
М.А. Бейсенби, профессор кафедры системного анализа Евразий-

ского национального  университета им. Гумилева, доктор технических  
наук, профессор

И.Т. Утепбергенов, профессор кафедры инженерной кибернетики 
Алматинского университета энергетики и связи, доктор технических  
наук, профессор

Айтчанов Б.Х.
Статистическая теория цифровых частотно-импульсных си-

стем. – А36 – Монография. – Алматы: ИП «Inter print», 2016. – 156 с.

ISBN 978-601-239-420-7

В монографии рассмотрены вопросы статистической теории  циф-
ровых динамических частотно-импульсных систем автоматического 
управления (ДЧИСАУ) объектами с запаздыванием, включающей мето-
ды математического описания и построения моделей этого класса си-
стем, статистического анализа и синтеза. Исследования цифровых ДЧИ-
САУ объектами с запаздыванием проводятся  на базе  единого методо-
логического подхода, основанного на использовании и развитии теории 
дискретных функциональных рядов Вольтерра.

Монография предназначена для научно-технических работников, 
для студентов старших курсов, докторантов PhD и специалистов, специ-
ализирующихся в области применения математических методов и авто-
матического управления.

Ил. 51. Табл. 4. Библиогр. – 117 назв.

УДК 519.7(035-3)
ББК 22.172

                                                                         
ISBN 978-601-239-420-7	 © Айтчанов Б.Х., 2016
	 © КазНИТУ им. К.И. Сатпаева , 2016



3

Печатается за счет средств гранта
«Лучший преподаватель вуза»

	 ПРЕДИСЛОВИЕ

Обширный класс технологических и производственных про-
цессов относятся к классу объектов с запаздыванием, т.е. харак-
теризуются существенным временным запаздыванием в каналах 
управления и измерения, и их параметры подтверждены суще-
ственным случайным помехам. В этой связи сохраняется актуаль-
ность создания и исследования систем управления технологиче-
скими процессами с запаздыванием.

В настоящее время широкое применение на практике нашли 
системы управления с динамической частотно-импульсной мо-
дуля цией (ДЧИМ). Включение динамического частотно-им-
пульсного модулятора в систему управления технологичес кими 
процессами придаёт ей новые свойства и открывает широкие 
возможности для её оптимизации при сохранении простоты тех 
нической и алгоритмической реализации.

Теоретические и прикладные результаты по исследованию ча-
стотно-импульсных систем автоматического управления достиг-
ла высокого уровня. Однако непосредственное применение этих 
методов при исследовании систем управления объектами с запаз-
дыванием связано значительными математическими и вычисли-
тельными проблемами, не всегда преодолимыми при рассмотре-
нии многих прикладных задач.

В этой связи создание теоретических основ, разработка мо-
делей и методов исследования цифровых стохастических дина-
мических частотно-импульсных систем автоматического управ-
ления объектами с запаздыванием, ориентированных на решение 
широкого спектра прикладных задач автоматизации и управле-
ния, является весьма актуальной.

Первый раздел монографии приведено краткое описание ча-
стотно-импульсных модуляторов и современное состояние тео-
рии и практики частотно-импульсных систем. Описаны принци-
пы действия динамических частотно-импульсных систем автома-
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тического управления и современное состояние статистического 
исследования частотно-импульсных систем.

Описаны методы оценки точности работы динамической ча-
стотно-импульсной системы автоматического управления, на вхо-
де которой действует случайный процесс с заданными статистиче-
скими характеристи ками. Приведенный  анализ современного со-
стояния теории и практики частотно-импульсных систем показал 
недостаточную ее проработанность в разрезе особенностей про-
мышленных действующих технологических процессов, ибо они 
являются объектами с запаздыванием и их параметры подвержены 
существенным случайным помехам и, как следствие этого, отсут-
ствие эффективных методов исследования таких систем.

Реализация современных частотно-импульсных систем с по-
мощью микроконтроллера или других средств вычислительной 
техники приводит к необходимости при их проектировании и ис-
следовании учета дискретизации сигналов во времени.

Условие функционирования динамических частотно-импуль-
сных  систем автоматического управления объектами с запазды-
ванием, как и других систем, в реальной среде характеризуется 
случайными изменениями их внутренних параметров. Исследо-
вание этой проблемы привело во втором разделе  к разработке эк-
вивалентной дискретной системы управления объектами с запаз-
дыванием. Эти системы отличаются от исходных тем, что в них 
по казатели состояния, вызванные внутренними нелинейными 
преоб разованиями случайных процессов, оцениваются внешни-
ми адди тивными и мультипликативными случайными шумами. 
Предложена процедура построения эквивалентной цифровому 
модулятору нелинейной системы с фильтром -го порядка и ре-
ализация её в виде микроконтроллера. Функции ДЧИМ и ФИ ре-
ализует микроконтроллер

В третьем разделе на базе эквивалентных нелинейных дис-
кретных систем развиты конструктивные способы построения 
дискретных вольтерровских моделей динамических частотно-им-
пульсных  систем автоматического управления объектами с за-
паздыванием. Получены модели  конкретных видов цифровых 
динамических частотно-импульсных  систем автоматического 
управления объектами с запаздыванием.
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Четвертый раздел монографии  посвящён к созданию алгорит-
мов статистического анализа цифровых частотно-импульсных  
систем с запаздыванием как при присутствии, так и при отсут-
ствии внешних помех. Для упрощения анализа построены раз-
личные по точности и вычислительной трудоемкости линеари-
зованные дискретные модели систем, основанные на различных 
принци пах статистической линеаризации.

В пятом разделе,  полученные в третьем разделе дискрет-
ные нелинейные и статистически линеаризованные модели 
цифровой системы, позволили ставить и решать задачу син-
теза асимптотически оптимальной по статистическим крите-
риям цифровой динамической частотно-импульсной системы, 
которая сводится к оценке параметров динамического частот-
но-импульсного модулятора. Статистически линеаризован-
ные дискретные модели дают возможность развить параме-
трический метод синтеза асимптотически оптимальной по 
статистическим критериям цифровой динамической частот-
но-импульсной системы управления.

Предложенные методы синтеза асимптотически оптимальной по 
статистическим критериям динамической частотно-импульсной 
системы доведены в настоящем разделе до вычислительных ал-
горитмов, позволяющих реализовать процедуру синтеза на ПК.

В приложениях приводятся основные сведения по разработке 
математических  моделей и алгоритмов  формирования  дискрет-
ных вольтерровских моделей    цифровых динамических частот-
но-импульсных систем с запаздыванием, помогающим читателям 
пользоваться материалом книги.

Большинство разделов книги  снабжены расчетными приме-
рами, некоторые из которых не только иллюстрируют теоретиче-
ские результаты, но и имеют самостоятельное значение.

Книга снабжена довольно обширной библиографией.

Автор
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1	 СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕОРИИ  
И ПРАКТИКИ ДИНАМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНО-
ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ

В настоящем разделе приводится краткое описание частот-
но-импульсных модуляторов и современное состояние теории 
и практики частотно-импульсных систем. Описаны принципы 
действия динамических частотно-импульсных систем автомати-
ческого управления и современное состояние статистического 
исследования частотно-импульсных систем.

1.1	 Примеры частотно-импульсных систем

В частотно-импульсных системах особое место занимает ча-
стотно-импульсный модулятор, который своим расположением в 
структуре системы может оказывать различное влияние на функ-
ционирование всей системы.

Частотно-импульсный модулятор описывается во многих 
трудах ученых [15 – 22]. Как средство связи частотно-импуль-
сную модуляцию исследовал в 1947 году Росс [15]. Основное 
внимание было уделено точности этого метода (модуляции и 
демодуляции) при воспроизведении синусоидального сигна-
ла. Предложенная в [16] модель  процесса ЧИМ предназначена 
для тех нейронных систем, в которых разряд нейронов является 
случайным. Модель в [16] описывает внешнее поведение дан-
ной нервной системы, где изучаются основные динамические 
свойства модели. В работе [18] частотно-импульсная модуляция 
(ЧИМ) является методом кодирования информации. В настоя-
щее время этот метод представляет особый интерес для иссле-
дователей, работающих на прямое общение с центральной нерв-
ной системой человека, поскольку нервная система использует 
ЧИМ для передачи информации [19], [20], нейронные всплески 
импульсов возникают из химических потенциалов действия на 
клеточном уровне [21].

Рассмотрим некоторые из них:
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1) частотно-импульсный модулятор, содержащий мульти-
вибратор, выполненный на транзисторах одного типа проводи-
мости. Предложенный в [24] частотно-импульсный модулятор, 
отличается от известных тем, что в качестве коллекторных на-
грузок транзисторов мультивибратора включены транзисторы 
другого типа проводимости, соединенные по схеме триггера; 
коллекторы транзисторов мультивибратора соединены с коллек-
торами соответствующих транзисторов триггера. Это отличие 
позволяет повысить линейность рабочей характеристики моду-
лятора, увеличить входное и уменьшить выходное сопротивле-
ние (рисунок 1.1).

где 1, 2, 4, 5 – транзисторы;  3 – клемма; 6, 7 – конденсаторы; 8, 9 – резисторы

Рисунок 1.1 – Частотно-импульсный модулятор в [24]

2)	 представленный в [25] частотно-импульсный модулятор 
относится к импульсной технике низкочастотного и инфранизко-
частотного диапазонов. При создании данного модулятора в [25] 
была поставлена цель – упростить устройство, расширить частот-
ный диапазон модуляции в области инфранизких частот и умень-
шить влияние нестабильности напряжения питания на частоту 
следований импульсов (рисунок 1.2).

1) ение (рисунок 1.1). 

 
где 1, 2, 4, 5 - транзисторы;  3 
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1 – накопительный конденсатор; 2 – токостабилиизирующий транзистор типа 
n-p-n; 3 – потенциометр; 4 – конденсатор; 5 – диод; 6 – транзистор типа p-n-p; 
7 – стабилитрон; 8 – разделительный диод;  9 – динистор; 10 – ограничитель-

ный резистор; 11, 12 – резистивный делитель; 13, 14, 15 – клеммы

Рисунок 1.2 – Частотно-импульсный модулятор в [25]

3) частотно-импульсный модулятор в [26] отличается от частот-
но-импульсных модуляторов представленных в [24] и [25] тем, что 
длительность импульса компактного модулятора и частота импульсов 
может изменяться путем изменения точки переключения конденсато-
ра C1 с контролем напряжения через резистор R1. Когда управляющее 
напряжение больше, чем напряжение стабилитрона, генератор пере-
стает работать. Максимальный период времени адаптации системы 
путем изменения значения C1 (конденсатор) составляет 25 мс. Это, 
конечно, также изменяет максимальную частоту [26] (рисунок 1.3).

Частотно-импульсная модуляция (ЧИМ) представляет собой 
процесс преобразования информации в интервалах (или во вре-
мени) импульсов. Исследование систем автоматического управ-
ления с частотно-импульсной модуляцией широко развивалось с 
конца 1960-х до начала 1970-х. Поскольку информация в частот-
но-импульсном модуляторе передается в виде импульсов, на вы-
ходе импульсы могут быть любой формы, что способствует хоро-
шей помехоустойчивости системы. Это преимущество дало воз-
можность найти множество применений [23] данной  технологии.

Рассмотрение ЧИМ в качестве метода для разомкнутой системы 
находит широкое применение в разных областях науки и техники, 
таких как силовая электроника, машиностроение, микробиология, 
робототехника,  медицина (медицинское оборудование).

2)
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где IС1 – компаратор 1; С1, C2, C3 – конденсаторы;  
R1, R2, R3, R4, R5 – резисторы

Рисунок 1.3 – Частотно-импульсный модулятор в [26]

4) Двойные – Дельта компенсационные методы для датчиков 
изображения CMOS с частотно-импульсной модуляцией [27].

В работе [27] спроектированы двойные – дельта компенсирую-
щие (ДДК) методы для компаратора на основе частотно-импуль-
сной модуляции (ЧИМ) пикселей (ячеек). Сущность этого спосо-
ба заключается в достижении сокращения неподвижных струк-
турных шумов (НСШ) и расширении динамического диапазона 
(ДД) на высоком световом участке. Моделирование было выпол-
нено с помощью метода Монте-Карло для реального диапозона  
изменения параметрав 0,18-μm технологии CMOS (рисунок 1.4).

Пиксели частотно-импульсной модуляции или широтно-им-
пульсной модуляции (ШИМ) были разработаны с целью дости-
жения широкого динамического диапазона (ШДД) визуализации 
приложений. Их типичная структура использует сигма-дельта 
(Σ–Δ) операнд, обычно несимметричный компаратор, для выпол-
нения легких преобразовании частот. Высокий световой диапазон 
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визуализации ухудшается по длительности периода сброса, что 
увеличивает подсветку. Эта проблема непосредственно связана 
с задержкой распространения компаратора и довольно трудно 
решаемая при нынешних технологиях CMOS. Блок-схема ЧИМ 
пикселя показана на рисунок 1.4. Для того, чтобы генерировать 
более высокую выходную частоту, которая является предпочти-
тельной во многих приложениях, необходимо уменьшить Vdiff 

(разница между сбрасываемым (VRST) и заданым (Vref) напряжени-
ями). Если Vdiff  уменьшить, то это несоответствие индуцирован-
ного смещения становится относительно большим и значитель-
но увеличивает НСШ. Если уменьшить Vdiff, то это приводит 
к меньшей интеграции коэффициента возврата в течение одно-
го периода импульса, который отключает работу ЧИМ пикселя, 
когда период сброса становится больше, чем период интеграции. 
В результате, подход, который решает проблемы с помощью не 
большого Vdiff позволяет лучше использовать ЧИМ пиксели.

В данном контексте введем понятие метода ДДК и его схем-
ную реализацию. Были показаны несколько сценариев модели-
рования, которые поддерживают идею ДДК и дают полезную ин-
формацию для реализации чипа в будущем.

Понятие метода ДДК описано следующим образом. Для ЧИМ 
пикселя операция сброса обычно повторяется много раз в одном 
кадре. Таким образом, любые существующие Voff в компараторе 
изменят  первоначальные Vdiff (Vdiff и_Voff) и полученная выходная 
частота пикселя будет изменять весь массив пикселей. Поскольку 
Voff компаратор часто рассматривают, как источник напряжения в 

где MRST  – режим сброса, PD – емкость фотодиода,  
VRST – сброс, VREF – опорное напряжение

Рисунок 1.4 – Блок-схема ЧИМ
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одном из двух узлов ввода этот эффект может быть компенсиро-
ван в течение каждых двух последовательных интеграций если 
соединения между сигналами (VPD и Vref) и входами, а также 
полярности обеих компараторов переключаются. Эта идея иллю-
стрируется на рисунок 1.5.

Состояние пикселя изменится в одном из двух режимов для 
каждой интеграции. Компаратор должен переключать его поляр-
ность, оставляя напряжение смещения неизменным.

Двойная-дельта компенсация для ЧИМ CMOS датчика изобра-
жения предполагает сократить НСШ и увеличить ДД. Этот метод 
требует только восемь дополнительных транзисторов, четыре из 
которых используются для коммутации входных соединений, а 
другие в коммутируемой полярности компаратора.

Рисунок 1.5 –  Концепция ДДК.

Хотя восемь дополнительных транзисторов значительно сни-
зят коэффициент заполнения, если шаг пикселей мал, этот способ 
будет все еще полезен тогда, когда пиксель имеет ячейку памяти. 
Этот способ был смоделирован с использованием HSPICE и мето-
да Монте-Карло в 0,18-μm CMOS процессе. Различные параметры, 
в том числе напряжение смещения, а также ширина транзистора и 
пороговые напряжения, используются для проверки этого метода. 
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По предварительным результатам, метод ДДК успешно снижает 
НСШ. В целом ДДК может быть реализована с минимальными за-
тратами в любом ЧИМ пикселе, который использует компаратор.

5) Передача видео сигнала по оптическому волокну в системах 
связи, использующих частотно-импульсную  модуляцию [28].

Методика была разработана для определения требования к ус-
ловиям эксплуатации системы c частотно-импульсной модуляцией. 
Коэффициент усиления при обработке ЧИМ получен на уровне 40 
дБ с индексом модуляции β=2,5, что хорошо согласуется с теорией. 
Теоретическое увеличения коэффициента усиления при обработке 
ЧИМ по сравнению с ЧM составляет 15,9 дБ для индекса модуляции 
β=2,5 с шириной полосы пропускания приемника Brx = 50 МГц.

Передача видеосигналов c использаванием прямой модуля-
ции лазерного диода соединенного с оптическим волокном дает 
значительно больший дифференциальный коэффициент, но и 
большее усиление дифференциального искажения фазы из-за мо-
дальных шумов. Хотя эти искажения видеосигнала могут быть 
сведены к минимуму, используя многомодовые или одномодовые 
оптические волокна с большей апертурой,  более высокую сте-
пень устойчивости к этим искажениям, а также нелинейности оп-
тической амплитуды источника и колебаниям достигается за счет 
использования ЧИМ. Этот метод модуляции также обеспечивает 
способность получить компромисс между соотношением сигна-
ла-шума (SNR) и пропускной способностью канала на выходе 
приемника  по аналогии с ЧM.

Рисунок 1.6 – Схема системы с частотно-импульсной модуляцией
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Данный метод был разработан для проектирования системы 
ЧИМ, как показано на рисунок 1.6. Эта методика позволяет ука-
зать требуемое отношение сигнала к шуму (SNR) и минималь-

ное количество всплесков шума в секунду (Н).
6) Нелинейная дискретная система эквивалентная системе с 

интегрально частотно-импульсной модуляцией [29].
В данной работе исследуется влияния интегральной частот-

но-импульсной модуляции (ИЧИМ) на управление системой с 
обратной связью с  одним входом и одним выходом. При нуле-
вых входных сигналах такие системы могут быть представлены 
в виде нелинейной дискретной системы. Принцип  устойчивости 
Лагранжа  используется для исследования устойчивости таких 
систем. Пошаговая процедура была разработана для построения 
траектории состояния ИЧИМ системы. Для этого была использо-
вана система второго порядка, на примере которой было показа-
но, что неустойчивость, асимптотическая устойчивость в целом, 
и асимптотическая устойчивость по Лагранжу присущи таким 
системам. Показано также, что в ИЧИМ системах периодические 
колебания зависят от выбора начального состояния (рисунок 1.7, 
1.8 и 1.9).

Рисунок 1.7 – Блок диаграмма функционального  
частотно-импульсного модулятора

Рисунок 1.8 – Вход в модулятор рисунка 1.7 (а),  
выход из модулятора рисунка 1.7 (б)
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Рисунок 1.9 – Блок диаграмма ИЧИМ системы  
управления с обратной связью

7) Новый цифровой детектор изображения CMOS с 
широким динамическим диапазоном (ШДД) и частотно-импуль-
сной модуляцией в пикселе с переменным опорным  напряжением 
[30].

В данной работе предлагается новый цифровой датчик (ЦД) c 
частотно-импульсной модуляцией используемый для увеличения 
разрешения пикселей, особенно при низком уровне освещения. 
Предлагаемый ЦД ЧИМ имеет привлекательные характеристики: 
уменьшенное время интеграции, при низком уровне освещенно-
сти, уменьшенную сложность маршрутизации и стоимость крем-
ния, и коэффициенты заполнения, сопоставимые с обычными ЦД 
ЧИМ, однако, при значительно улучшенном динамическом диа-
пазоне. Предлагаемый цифровой датчик изображения исполняет-
ся на базе TSMC 0.18 мкм-1.8V CMOS технологии и проверены 
с помощью моделей Spectre с BSIM3V3. Результаты моделирова-
ния показывают, что цифровой пиксель ЧИМ имеет динамиче-
ский диапазон в 150 дБ при времени интегрирования в 60 мкс, 
что примерно на 70 дБ больше, чем обычные цифровые датчики 
пикселя с ЧИМ.

Конфигурация традиционного ЧИМ-пикселя с N-битовым 
счетчиком (N-bit counter) показана на рисунке 1.10. В фазе сбро-
са  напряжение на фотодиоде PD, обозначаемое Vpd, увеличива-
ется до Vdd примерно тогда, когда транзистор сброса Мr включен. 
Выход компаратора устанавливается на уровне логической «1». 
Выключение pMOS – транзистора Мr начинает фазу считывания. 
Vpd начинает снижаться в связи с проводимостью фотодиода. Ток 

 

Рисунок  
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фотодиода Ipd устанавливается уровенем освещенности. Когда Vpd 

достигает опорного напряжения – Vref, выход компаратора Vcomp 
переключится из логической «1» в логический «0», заставляя счет-
чик пикселя увеличиваться. Он также включает  транзистор сброса 
Мr и перезаряжает фото диод до Vdd.  Так как Vpd>Vref, выход компа-
ратора установится в состояние логической «1» и выключит тран-
зистор Мr. Процесс регистрации сигнала повторяется.

Конфигурации предлагаемого ЦД ЧИМ пикселя c переменным 
опорным генератором показаны на рисунке 1.11. По сравнению с 
обычным ЦД ЧИМ показанным на рисунке 1.10, предлагаемый 
ЦД ЧИМ использует Cref как опорный конденсатор для генера-
ции наращиваемого опорного напряжения. Чтобы увидеть, как 

Рисунок 1.10 – Конфигурация ШДД ЧИМ с постоянным  
опорным напряжением

Рисунок 1.11 – Цифровой пиксель ЧИМ с переменным опорным  
напряжением в пикселе (ЧИМ с опорным генератором)
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работает этот датчик изображения, предположим, что выходной 
сигнал компаратора – логический «0». pMOS (транзистор) сбро-
са включен и конденсатор перехода фотодиода заряжается до Vdd. 
Инвертор в цепи опорного напряжения включает транзистор Mb, 
чтобы разрядить конденсатор Cref. Выход компаратора переклю-
чается на логическое «1» и транзистор сброса Мr выключается. 
Vpd начинает снижаться в связи с освещением фотодиода.  Опор-
ный конденсатор Cref заряжается в результате включения в Ма и 
увеличивает значение Vref. Когда Vpd = Vref, выход компаратора пе-
реключается на логическое «0».

8) Модель частотно-импульсной модуляции управления одним 
коммутатором трехфазного Бак выпрямителя

В данной работе рассматривается модель частотно-импуль-
сной модуляции управления одним коммутатором трехфазного 
Бак выпрямителя.  Результаты моделирования показывают, что 
система обеспечивает низкие гармонические искажения входных 
линейных токов при высоком коэффициенте мощности, и хорошо 
регулирует выходное напряжение, что приводит к высокой произ-
водительности системы.

Предложенная схема управления показывает хорошие резуль-
таты в плане низких гармонических искажений входного тока, 
высокий коэффициент мощности, и регулирование выходного 
напряжения постоянного тока. Схема управления имеет возмож-
ность держать выходное напряжение в пределах небольшого 
отклонения при ступенчатом изменении приложенной нагрузки 
(рисунок 1.12).

9) Хаотическая модель для генерации сигналов сердечного рит-
ма с помощью интегральной частотно-импульсной модуляции

Вариабельности сердечного ритма (ВСР) является очень по-
лезным сигналом для исследования деятельности вегетативной 
нервной системы (ВНС), которая влияет на функции сердца. По-
строение математической модели для производства искусствен-
ного сигнала ВСР необходимо, чтобы получить концептуальное 
понимание того, как ВНС контролирует частоту сердечных со-
кращений (ЧСС). Структура Интегральной частотно-импульсной 
модуляции (ИЧИМ) используется в этой статье для моделиро-
вания синоатриального узла. Принимая во внимание сложность 
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и нелинейность динамики в реальном ВСР сигнале, в пред-
ложенной модели используется хаотический входной сигнал. 
Вместо того,  чтобы использовать фиксированный порог в ИЧИМ 
модели, как и в большинстве предыдущих работ, мы примени-
ли соответствующую переменную сигнала, который имеет не-
линейную хаотическую динамику. После прогона модели, был 
рассчитан спектр мощности выходного сигнала, который затем 
используется для расчета нелинейных характеристик. Результаты 
были тесно связаны с реальными данными, подтверждающими 
эффективность предлагаемой модели.

Модель ИЧИМ получает непрерывный входной сигнал и пре-
образует его во временной ряд, как дискретный выход. Эта модель 
интегрирует входной сигнал он достигает определенного поро-
га. Позже он генерирует импульс, как сердцебиение. Интегратор 
сбрасывается в ноль, после чего эта последовательность продол-
жает использоваться для получения импульсов [31]. ИЧИМ мо-
дель имеет три отдельных входа, которые включают симпатиче-
ской и парасимпатической вход m(t), внутренний вход m0 и порог 
Тh, а также один выход, S (t) которые показаны на рисунке 1.13.

Рисунок 1.12 – Блок диаграмма системы управления



18

Рисунок 1.13 – Блок-схемы модели ИЧИМ

Предложенная модель реализована отдельно в трех пороговых 
состояниях. После запуска модели, выходной сигнал и его спектр 
мощности извлекается для каждого состояния, затем следует 
вычисление нелинейных характеристик. Были вычислены не-
линейные параметры выходного сигнала, например, экспонента 
Ляпунова, корреляционная размерность и информационная  раз-
мерность. Для сравнения результатов трех предложенных состо-
янии с реальностью и верификации предлагаемой модели, была 
проанализирована база данных реального сигнала ВЧСС (Вари-
абельность частоты сердечных сокращений) принадлежащего 
нормальному человеку, были определены спектры его мощности 
и нелинейный параметр.

10) Сжатое измерение для интегральной частотно-импуль-
сной модуляции (ИЧИМ) на основе спектральной оченки вариа-
бельности сердечного ритма

В данной работе введена модель на основе сжатого измерения 
(СИ) спектрального анализа вариабельности сердечного ритма 
(ВСР) с использованием интегральной частотно-импульсной мо-
дуляции. Предыдущие исследования в литературе указывает, что 
ИЧИМ модель рассматривается как функциональное описание 
кардиостимулятора и таким образом, очень полезна при моде-
лировании механизма, посредством которого вегетативная нерв-
ная системы (ВНС) модулирует частоту сердечных сокращений 
(ЧСС). С другой стороны, в последние годы СИ привлек большое 
внимание во многих аспектах обработки сигнала. В соответствии 
с моделью ИЧИМ, был представлен алгоритм вывода амплитуды 
спектра модулирующего сигнала основанного на СИ для оценки 
вариабельности сердечного ритма. На самом деле, применение 
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метода СИ для спектральной оценки является новым и беспреце-
дентным анализом ВСР. Численные экспериментальные резуль-
таты показали, что предлагаемый метод может стать надежным 
при  получении точных спектральных оценок ВСР,  даже в случае 
неполноты данных интервала сердечного ритма или данных, вы-
званные эктопическими или отсутствующими сокращениями.

11) Новый способ импульсной модуляции со сдвигом для управ-
ления цифровым преобразователем постоянного тока (DC)

Метод широтно-импульсной модуляции (ШИМ) и метод ча-
стотно-импульсной модуляции (ЧИМ), широко используются в 
генерации импульсов для управления цифровыми преобразова-
телями DC. Однако эти методы приводят к различным потерям, 
а также колебаниям выходного напряжения при использовании 
широкого диапазона  нагрузок. Потеря проводимости и пульса-
ции выходного напряжения являются доминирующими в ШИМ 
при высоких нагрузках, а динамические потери являются доми-
нирующими в ЧИМ при низких нагрузках. Таким образом, был 
предложен новый метод модуляции, который динамически изме-
няет рабочий цикл и частоту импульса управления для контроля 
переключателей в DC-DC преобразователях. Результаты показы-
вают, что предлагаемый метод уменьшает потери проводимости и 
пульсации напряжения присущие ШИМ и потери переключения, 
присущие ЧИМ, тем самым повышается эффективность преобра-
зователей в широком диапазоне нагрузки.

Портативным устройствам требуются схемы со сверхнизким 
энергопотреблением для экономии заряда батареи. Цифровые 
конвертеры, такие, как буст и бак преобразователи используется 
для регулирования напряжения от аккумулятора с повышением 
или понижением до уровня, требуемого нагрузкой. Нагрузка в 
этих портативных устройствах резко меняется при переходе из 
режима ожидания в рабочий режим [32] – [33]. Поэтому высокая 
эффективность цифрового преобразователя постоянного тока с 
широким диапазоном нагрузки важна для продления срока служ-
бы аккумулятора. Часто используемые методы для управления 
DC преобразователями основаны на широтно-импульсной моду-
ляции (ШИМ) и частотно-импульсной модуляции  (ЧИМ). Тех-
ника ШИМ меняет рабочий цикл управляющего импульса без из-
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менения частоты,  а ЧИМ метод изменяет частоту управляющего 
импульса без изменения рабочего цикла [34] – [37].

Тем не менее, как ШИМ  так и ЧИМ имеют низкую эффек-
тивность преобразования при некоторых условиях нагрузки 
[38] – [39]. ШИМ является менее эффективным в условиях низ-
кой нагрузки и ЧИМ является менее эффективным в условиях 
высокой нагрузки [40] – [43]. Этот недостаток обусловлен поте-
рей проводимости, потерей переключения и пульсацией выход-
ного напряжения. Потеря проводимости и пульсация выходного 
напряжения доминируют в ШИМ методе из-за низкого рабочего 
цикла управления импульсом [44] – [47], в то время как потери 
на переключение доминируют в ЧИМ методе из-за высокой ча-
стоты переключения [49]. В данной работе был предложен но-
вый метод модуляции, повышающий эффективность преобразо-
ватели постоянного тока в широких диапазонах нагрузки. Этот 
метод, импульсной модуляции со сдвигом (ИМС) динамически 
управляет частотой коммутации и рабочим циклом управляю-
щего импульса для поддержания постоянной мощности и сни-
жения потерь, присущих как ШИМ так и ЧИМ – методам. При 
низких значениях нагрузки, частота переключения манипулиру-
ется вместе с рабочим циклом в технике ШИМ для сохранения 
рабочего цикла выше минимального значения Dmin и миними-
зации пульсаций выходного напряжений и потерь, присущих 
технике ШИМ. При высоких значениях нагрузки, рабочий цикл 
манипулируют вместе с частотой переключений в ЧИМ методе, 
чтобы снизить потери переключения, присущие ЧИМ методу 
(рисунок 1.14, 1.15).

В данной работе обсуждался метод управления цифровым 
преобразователем DC на основе ПЛИС. Этот метод динамически 
манипулирует рабочий цикл и частоту переключения управляю-
щего импульса. Результаты показывают, что предлагаемый спо-
соб имеет меньше потерь проводимости и пульсации напряжения 
по сравнению с потерями и пульсацией напряжения присущими 
технике ШИМ.
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Рисунок 1.14 – Понижающий преобразователь на основе ИМС  
и программируемой логической интегральной схемой (ПЛИС)

Рисунок 1.15 – Частота при различных значениях нагрузки

Кроме того, он также значительно снижает потери на пере-
ключение по сравнению с ЧИМ-методами. Таким образом, пре-
образователь на основе предлагаемого способа приводит к более 
высокой эффективности в широком диапазоне нагрузок.
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Рисунок 1.16 – Потери переключения при различных  
значениях нагрузки

Рисунок 1.16 показывает сравнение потерь на переключение 
предлагаемого метода с ЧИМ-методом при различных значениях 
нагрузки. В ЧИМ методе, частота переключения управляющего 
импульса высока, что приводит к большим потерям переключе-
ния. Тем не менее, с предлагаемой техникой рабочего цикла, а 
также  с манипуляцией частоты переключения достигаются сни-
жение частоты коммутаций и, следовательно, более низкие поте-
ри переключения.

12) Цифровая эмуляция частотно-импульсной модуляции для 
нейропротеза с сенсорной обратной связью.

Частотно-импульсная модуляция (ЧИМ) является методом 
кодирования информации, где мгновенная частота цепочки им-
пульсов несет информацию сигнала. ЧИМ представляет особый 
интерес для тех, кто работает в области взаимодействия протезов 
непосредственно с нервной системой человека. В работе рассмо-
трены эффекты непосредственного исполнения ЧИМ с цифровым 
микропроцессором. Рассмотрим три цифровых ЧИМ алгоритма: 
два детерминированных, а третий с вероятностным характером 
имеющим желаемые характеристики усредненных значений. Для 
каждого алгоритма на выходе микропроцессора, аналитически 
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разделены ошибки между желаемой частотой импульса и фак-
тической частотой. Оборудования для проектирования и анализа 
замкнутых систем Нейропротеза содержащие ЧИМ представлено 
на рисунке 1.17.

Рисунок 1.17 – Эксперимент Нейропротеза руки  
разработанный в университете штата Юта

Нервная система использует для передачи ЧИМ информацию, 
так как нейронные всплески возникают от химических потенци-
алов действия на клеточном уровне. Особенно интересна в ЧИМ 
для прямого контроля нейронных протезов руки и кисти через 
периферическую нервную систему (ПНС) [50], (рисунок 1.18).

Рисунок 1.18 – V / F-преобразователь. Частота выходного импульса F 
линейно пропорциональна входному напряжению Vi
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Рисунок 1.19 – Три алгоритма цифровой ЧИМ для вывода 
последовательности импульсов с заданным периодам импульса Т  

с использованием постоянного периода Т выборки

Три алгоритма были представлены для реализации ЧИМ на 
базе микропроцессора с собственной частотой дискретизации, 
таким образом уменьшена сложность аналоговой электроники 
необходимой для афферентной сенсорной обратной связи (ри-
сунок 1.19). Два метода дают детерминированное отображение 
нужной частоты импульсов фактическими частотами. Было про-
демонстрировано, что выбор алгоритмов уменьшил количество 
ошибок в два раза. С третьим алгоритмом были получены им-
пульсные частоты, близкие к желаемой частоте в вероятностном 
смысле. Использование знания ошибки связанной с цифровой ре-
ализацией ЧИМ, а также максимальной частоты импульсов, кото-
рые могут быть дискриминированы нервной системой человека 
и допустимые погрешности системы, можно найти необходимую 
нижнюю границу частоты дискретизации, чтобы ЧИM мог быть 
реализован на базе микропроцессора.

13) Теоретический анализ функции скорострельности нервных 
импульсов на основе модели частотно-импульсной модуляции

Методы низкочастотной фильтрации были предложены в каче-
стве простого подхода к восстановлению информации исходной 
входной модуляции процесса интегральной частотно-импульсной 
модуляции (ИЧИМ) имитируя механизмы физиологического ней-
ронного кодирования. Однако из-за нелинейности модели ИЧИМ 
и трудности в оценке порогового значения нейронов в естествен-
ных условиях, практически невозможно восстановить  амплитуду 
входной модуляции или интенсивность информации путём про-



25

стой низкочастотной фильтрации. Вместо этого, было обнаруже-
но через математический анализ, что такая демодуляция имеет 
особое значение для изучения скорострельных характеристик 
нейронных и мышечных клеток. Используя синусоидальный сиг-
нал в качестве сигнала входной модуляции ИЧИМ модели, было 
выведено выражение для отношения между мгновенной скоро-
стрельностью и интенсивностью входного сигнала. Результаты 
показывают, что функция скорострельности от модулирующего 
сигнала и порога может быть восстановлена с достаточной сте-
пенью точности методом простой низкочастотной фильтрации 
(рисунок 1.20).

Рисунок 1.20 – Схема модели ИЧИМ (а), вход и выход ИЧИМ (б)
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14) Частотно-импульсная модуляция с мягкой коммутацией 
обратноходового отноступенчатого инвертера

Возобновляемые источники энергии играют важную роль в 
энерго- системах, для операторов связи, коммерческих и жилых 
применений. Традиционный инвертер солнечной энергии состо-
ит из двух ступеней. Первая ступень представляет собой преоб-
разователь постоянного тока  который выполняет регулирование 
входного напряжения путем передачи максимального количества 
энергии, вторая ступень – это синусоидальный инвертер широт-
но-импульсной модуляции (СШИМ). Эта структура имеет про-
стую схему управления, но её недостаток в наличии двух ступе-
ней, что приводит к более низкой эффективности и высокой сто-
имости.

В последние годы инвертеры одноступенчатой структуры на-
чали привлекать все больше внимания в связи с потенциально 
более высокой эффективностью и меньшим количеством компо-
нентов [51-52]. Структура с одной ступенью использует силовую 
ступень, чтобы создать синусоидальный сигнал, который подает-
ся непосредственно в энергосистему.

Преобразователь с переменной частотой широтно-импуль-
сной модуляции  работающий в режиме граничной проводимо-
сти (РГП)  обычно более предпочтителен из-за нулевого тока 
включения, но характера работы одноступенчатого инвертора и 
изменение уровня мощности во время линии цикла и РГП могут 
привести к очень высоким частотам переключений при пересе-
чение нуля. С другой стороны, преобразователь ЧИМ использует 
неизменное время включения и переменную частоту для управле-
ния передачей энергии от входа к выходу [53]. Частота коммута-
ции уменьшается при низких уровнях мощности и ведет к более 
высокой общей эффективности. По этой причине, ЧИM преобра-
зователи, как правило, используются в портативных устройствах 
для максимального срока службы аккумулятора, особенно, когда 
устройства выключены в течение длительного периода времени. 
В данной работе был предложен ЧИM квазирезонансный одно-
ступенчатый инвертор обратного хода, который сочетает в себе 
низкую стоимость компонентов, с одной ступенью и эффектив-
ность ЧИМ с ZCS в уникальном решении, которое может способ-
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ствовать дальнейшей адаптации растущей области возобновляе-
мых источников энергии в отрасли связи.

Полуволновой квазирезонансный преобразователь ZCS об-
ратного хода показанный на рисунке 1.21, использует квазирезо-
нансный метод, для достижения нулевого тока при переключении 
конвертера обратного хода.

Рисунок 1.21 – ZCS обратноходовой одноступенчатый  
инвертор с ЧИМ управлением

Теоретические результаты анализа и моделирования показы-
вают, что новая  топология является хорошим дизайном односту-
пенчатой ​​схемы инвертора. Экспериментальные результаты по-
казывают, что с помощью ZCS топологии обратного хода можно 
добиться хорошей производительности, благодаря простой стра-
тегии управления, меньшему количеству компонентов и более 
высокой эффективности.

15) Частотно-импульсный модулятор, используемый для пря-
мого цифрового управления тиристором

Интегральный частотно-импульсный модулятор использует-
ся для прямого цифрового управления тиристором таким обра-
зом, чтобы составляющая постоянного тока на выходе  тиристора 
была пропорциональна численному выходу цифрового компью-
тера. Опорный сигнала модулятора пропорционален напряжению 
питания на аноде тиристора; а выход модулятора  состоит  из по-
тока импульсов, время разделения которых удовлетворяет усло-
вию линейной работы. Импульсы отсчитываются от начала по-
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ложительного полупериода  опорного сигнала.  Они подаются на 
тиристор после обнаружения совпадения с числом подаваемым  
на цифровой вход управления.

Чувствительность частотно-импульсной модуляции к возму-
щениям напряжения и частоты снижается с помощью методов 
фазовой синхронизации. Отклонение от линейности было экспе-
риментально установлено в пределах 1%, и связано с насыщени-
ем  прямого падения напряжения тиристора.

В полуволновой тиристорной схеме показанной на рисунок 
1.22, фиксированная R нагрузка питается от сети переменного 
тока  в которой контроллер посылает триггерные импульсы на 
затвор тиристора, тем самым положив начало проводимости с 
нужным фазовым углом. Составляющая постоянного выходного 
напряжения не является линейной функция от угла проводимо-
сти; для синусоидальной формы напряжения сети, постоянная 
составляющая выходного напряжения является функцией коси-
нуса от угла проводимости, рисунок 1.23.

Рисунок 1.22 – Конфигурация тиристора и контроллера (а),  
сигналы напряжения питания и нагрузки (б)
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Рисунок 1.23 – Блок диаграмма управления тиристором

Контроллер на рисунок 1.22 показан в развернутом виде на ри-
сунок 1.23. Он состоит из интегрального частотно-импульсного 
модулятора (ИЧИМ), цифрового счетчика (ЦС), контроллера син-
хронизации последовательности импульсов (КСПИ), цифрового 
компаратора (КОМП) и логических цепей управления тиристо-
ром. ИЧИМ интегрирует опорный входной сигнал и генерирует 
выходной импульс, который обнуляет интегратор, когда интегри-
рованный опорный сигнал достигает порога. Импульсы подсчи-
тываются  счетчиком и КСПИ регулирует порог излучения им-
пульсного модулятора, в виде фазовой автоподстройки частоты 
(2), для поддержания заданного числа импульсов на выход моду-
лятора в полупериод сигнала напряжения сети. Состояние счет-
чика сравнивается с цифровым сигналом управления на входе и, 
при обнаружении совпадения, затвор посылает поток триггерных 
импульсов на тиристор.

16) Частотно-импульсная модуляция на основе CMOS-датчи-
ка изображения для субретинальной стимуляции

В данной работе был разработан CMOS датчик изображения 
на основе частотно-импульсной модуляции для субретинальной 
имплантации. Сенсорный чип является частью предлагаемого 
внутриглазного протеза сетчатки, где передача данных и энер-
гии предусмотрены по беспроводному каналу от внешнего блока. 
Восприятия изображения и электрическое стимулирование инте-
грировано на одном чипе. Изображение с достаточном разреше-
нием был продемонстрирован с использованием 16х16 пикселей. 
Были достигнуты Бифазные импульсы стимулирующего тока на 
уровне выше пороговых значений сетчатки человека (500 мкА) 
при изменении частоты кадров (от 4 Гц до 8 кГц). Имплантат чип 
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был изготовлен с использованием стандартной CMOS техноло-
гии.

По оценкам, 50 000 человек в Японии и 1500000 людей во 
всем мире слепы из-за ухудшения состояния фоторецепторов, 
вызванным пигментным ретинитом (ПP) [54]. Ретинальные 
дегенеративные заболевания, такие как ПP и возрастное ма-
кулярная дегенерация (ВМД) заставляют десятки миллионов 
людей страдать различной степенью необратимой потери зре-
ния. В настоящее время изучаются многие возможные  методы 
лечения и чип для искусственного имплантата сетчатки иден-
тифицирован в качестве возможного решения для пациентов, 
которые страдают от ПР или ВМD [55 – 56]. Были продемон-
стрированы несколько реализаций имплантата. Один способ 
основан на развязке фотодатчика и стимул электрода [57 – 58]. 
Данные изображения и энергия передаются по беспроводной 
сети с внешнего устройства к сетчатке имплантата. Другой 
метод, который был принят и представлен в данной статье, 
подразумевает, что датчик изображения и матрица стимул-э-
лектродов расположены на одном чипе, а энергия передается 
беспроводным способом [59] – [60]. Еще один метод основан 
только на пассивных устройствах и не предусматривает внеш-
него питания [61]. При этом было показано, что поток вспле-
сков, а не стимуляция постоянной амплитудой, электрически 
или оптически, является предпочтительным методом для ин-
дуцирования отклика клеток сетчатки [62]. На основании дан-
ного факта, был разработан субретинальный имплантат чип, 
основанный на фотодатчике цепи с частотно-импульсной мо-
дуляцией (ЧИМ) [59]. С фотодатчиком ЧИМ, мы можем ре-
ализовать адаптацию светочувствительности по аналогии с 
работой сетчатки млекопитающих [63]. Это было показано в 
предыдущей работе авторов [64]. Также была продемонстри-
рована обработка изображения на основе выходного импульса 
схемы ЧИМ [65]. Кроме того, было установлено, что утончен-
ный микроэлектронный чип  при сгибании до кривизны глаза 
человека, показывает незначительное изменение в характери-
стиках цепи [66]. Общая схема системы протеза сетчатки по-
казана на рисунке 1.24. Цель авторов заключалась в разработке 
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устройства, которое регистрирует изображение, которое пада-
ет на сетчатку, и обеспечивает необходимые пространственные 
и временные электрические стимулы для клеток сетчатки. На 
примере  этого чипа, были мы показаны, изображения цифро-
вых импульсов, которые подходят для стимуляции клеток сет-
чатки. Электрическая стимуляция клеток сетчатки осущест-
вляется с помощью генератора программируемых сигналов, 
который управляет импульсным током в линейной и экспонен-
циальной форме.

Экстраокулярный блок обеспечивает питание и интерфейсы 
с интраокулярным блоком с использованием беспроводного ка-
нала. Субретинальный чип имплантат, который является частью 
внутриглазного блока, имплантируется в пространстве, занимае-
мом клетками дисфункциональных фоторецепторов.

Упрощенная схема пикселя, показана на рисунок 1.25. Она 
состоит из цепи ЧИМ фотодачика, 3-битной памяти амплитуды 
стимулирующего сигнала и 100х100 мкм2 электрода.  Уровень ам-
плитуды стимулирующего сигнала устанавливается независимо 
для каждого пикселя.  Используемые сигналы DATA сохраняют-
ся в 3-разрядной памяти при поступлении восходящего сигнала 
CLKWDATA.

Рисунок 1.24 – Архитектура системы предлагаемого  
субретинального протеза
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Рисунок 1.25 – Упрощенная схема пикселя показывает  
цепь ЧИМ фотодатчика

Разработанный датчик изображения  на базе CMOS чипа был 
предложен для субретинальной  имплантации. Регистрация  изо-
бражения была достигнута с достаточным разрешением, также 
был продемонстрирован линейно и экспоненциально контроли-
руемый двухфазный ток стимулирующего  воздействия превыша-
ющий пороговые уровни сетчатки человеческого  глаза.

1.2	 Описание и уравнения цифровых динамических 
частотно-импульсных систем автоматического 
управления

Цифровая динамическая частотно-импульсная система авто-
матического управления представляет собой замкнутую систему, 
состоящую из цифрового динамического частотно-импульсного 
модулятора и объекта управления. Структурная схема одной из 
которых приведена на рисунке 1.26.

Основное преимущество применения динамической частот-
но-импульсной модуляции заключается в высокой степени поме-
хозащищенности и простотой программной реализации.
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Большинство технологических и производственных объектов 
характеризуются наличием запаздывания и функционируют в 
стохастической среде, что при проектировании приводит к необ-
ходимости рассмотрения эффекта запаздывания и влияния вну-
тренних и внешних случайных   помех [67 – 69].

Рисунок 1.26 – Цифровая динамическая  
частотно-импульсная система управления

В состав цифровой динамической частотно-импульсной си-
стемы входят цифровый ДЧИМ, формирователь прямоуголь-
ных импульсов (ФИ) и объекта управления. Функции цифрового 
ДЧИМ и ФИ реализует микроконтроллер, на  выходе которого 
формируются прямоугольные частотно-модулированные единич-
ные импульсы с шириной h [82].

По аналогии с обычными ДЧИМ [75], цифровой ДЧИМ мож-
но представить в виде дискретного фильтра (Ф) и импульсного 
устройства (ИУ) (рисунок 1.27).

Рисунок 1.27- труктура цифрового динамического  
частотно-импульсного модулятора
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Рисунок 1.26 - Цифровая динамичес 
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В дискретном фильтре Ф осуществляется некоторое динами-
ческое преобразование решетчатого сигнала х[nT] в решетчатый 
сигнал у[nT]. В момент времени nT= nνT, когда значение у*[nT] 
равно или превышает значение Δ, где Δ  – порог срабатывания, 
импульсное устройство ИУ генерирует единичную импульсную 
функцию δ~ [(n-nν)T] с соответствующим знаком и осуществля-
ется обнуление всех ячеек памяти, которые входят в состав дис-
кретного фильтра Ф:

	 ( )[ ]




≠
=

=−δ
ν

ν
ν .nnåñëè,0

,nnåñëè,1
Tnn~ если

если 	 (1.1)

Уравнения движения цифровой динамической частотно-им-
пульсной системы с учетом описания составляющих ее элемен-
тов ДЧИМ и объекта управления примут вид [72 – 73]:

	 ],nT[z]nT[f]nT[x −= 	 (1.2)

где ]nT[z  сигнал выхода объекта управления описываемого не-
которым оператором

	 ]nrn  ]rT[*y[H]nT[z 1+νν ≤≤= 	 (1.3)

На объект оказывает влияние случайное возмущение ζ[nT]. 
Цифровой ДЧИМ описывается следующими уравнениями

	 ],T)nn[(  ]nT[*y
n

11∑ +ν+ν −δλ= 	 (1.4)

	 ],0Tn[ysign  11 −=λ +ν+ν 	 (1.5)

	  ,  ]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν 	 (1.6)

	 0,]0Tn[y =+ν 	 (1.7)

	 ],  nrn )rT( x),rT(y[ Ô]nT[y 1+νν ≤≤=Ф 	 (1.8)
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где ][nTf   – сигнал на входе; nTt
txnTx

=
=

 
)(][   – сигнал ошибки; 

][* nTy  – выходной сигнал дискретного ДЧИМ; ][nTy  – выход-
ной сигнал дискретного фильтра Ф; ]nT[z  – сигнал выхода объек-
та управления описываемого некоторым оператором.               

1.3	 Методы статистических исследований частотно-
импульсных систем автоматического управления

Методы статистических исследований частотно-импульсных 
систем подробно изложены в работах [14 – 13; 71; 74; 104; 109].

В настоящее время изучение и исследование стохастических 
систем с ЧИМ является развивающимся разделом, в выше ука-
занных трудах отмечены методы статистического анализа дина-
мических частотно-импульсных систем.

Преобразование случайного процесса частотно-импульсными 
модуляторами. Изучение преобразования случайного процесса 
частотно- импульсными модуляторами наиболее полно проведе-
но для их частных видов – статических амплитудно-частотно-им-
пульсных модуляторов (САЧИМ), что для анализа выходной по-
следовательности САЧИМ необходимо знание всех многомерных 
функции распределения входного процесса.

Преобразование случайного процесса замкнутой системой с 
ДЧИМ.  Следует заме тить, что приведенная непрерывная часть 
характеризуется только постоянными параметрами рисунок 1.29. 
На входе системы действует стационар ный случайный процесс, 
изучение свойств преобразования такого случайного процесса 
системой с ДЧИМ основывается на её замене эквивалентной ре-
лейно-гистерезисной замкнутой системой [95; 42]. Такая экви-
валентная система позволяет провести статисти ческий анализ 
систем с ДЧИМ на основе методов статистического анализа не-
линейных динамических систем.

Математическая модель эквивалентной системы была получе-
на в виде ряда Вольтерра [96]:
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0 0
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ik1m0k

1k 0
m00 )dττt(f),...,ττ,,(nτdτ),,(n)t(x  . (1.13)
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Удобство модели (1.13) заключается в том, что она устанавли-
вает явную связь между процессом ошибки х(t) и входным про-
цессом f(t) системы (рисунок 1.29), что позволяет использовать 
её для оценки точ ности работы системы, т.е. для определения 
необходимых статистических характеристик процесса ошибки 
х(t) [13; 94].

Рисунок 1.29 – Структурная схема динамической частотно- 
импульсной системы автоматического управления

Чаще всего такими характеристиками точности являются 
среднее значение mx, диспер сия ошибки 2

xσ , вероятность попа-
дания её в определённую зону )x(P α , корреляционная функ-
ция ошибки )(R x τ

Определим среднее значение и дисперсию процесса ошибки 
х(t).  Из математической модели (1.13), имеем [41; 44]
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:

×⋅+⋅=τ ∑ ∫ ∫
∞

=

∞ ∞

)γ,,γ,τ,τ(n)τ,,τ,τ,τ(n)kk()(R
2

21
211 k1

1k,k 0 0
m0kk1m0k21x 

∏ ∏
= =

γγτ×

×−τ×

1 2

2

121

k

1i

k

1j
jik1

)1(
f

k1
)1(

fk1k1
)2(

f

,γdτd)],,,(R          

)τ,,τ(R()γ,,γ,τ,,τ,(R[          





                 (1.18)

где

∏
=

1 −τ+=τ
k

1I
ik

)1(
f )},τt(f{M)τ,,τ,(R                                               (1.19)

.)}γ()τ({)γ,,γ,τ,,τ,(
1 2

21
1 1

jik1k1
)2( ∏ ∏

= =

−+−=
k

I

k

j
f tftfMR ττ                  (1.20)

Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]
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Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]

	 (1.16)
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:
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Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]

	 (1.17)
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:
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Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:

×⋅+⋅=τ ∑ ∫ ∫
∞

=

∞ ∞

)γ,,γ,τ,τ(n)τ,,τ,τ,τ(n)kk()(R
2

21
211 k1

1k,k 0 0
m0kk1m0k21x 

∏ ∏
= =

γγτ×

×−τ×

1 2

2

121

k

1i

k

1j
jik1

)1(
f

k1
)1(

fk1k1
)2(

f

,γdτd)],,,(R          

)τ,,τ(R()γ,,γ,τ,,τ,(R[          





                 (1.18)

где

∏
=

1 −τ+=τ
k

1I
ik

)1(
f )},τt(f{M)τ,,τ,(R                                               (1.19)

.)}γ()τ({)γ,,γ,τ,,τ,(
1 2

21
1 1

jik1k1
)2( ∏ ∏

= =

−+−=
k

I

k

j
f tftfMR ττ                  (1.20)

Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]

	 (1.18)
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:
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Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:
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Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]

	 (1.19)
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Если требуется определить корреляционную функцию процесса х(t), то 
она будет иметь следующий вид [41, 44]:
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Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности работы 
системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они требуют большого 
объёма информации о статистических характеристиках входного процесса, а 
с другой - приводят к необходимости решения довольно сложных систем 
нелинейных уравнений. Перечисленные обстоятельства обуславливают 
разработку ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, используемых с учётом требований решаемых 
конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является её 
линеаризация, которая может проводиться разными путями.

Линеаризованную   модель системы с динамической частотно-
импульсной модуляцией можно строить в виде [13]

	 (1.20)

Полученные выражения (1.15), (1.18) для оценки точности ра-
боты системы с ДЧИМ показывают, что, с одной стороны, они 
требуют большого объёма информации о статистических харак-
теристиках входного процесса, а с другой – приводят к необходи-
мости решения доволь но сложных систем нелинейных уравне-
ний. Перечисленные обстоя тельства обуславливают разработку 
ряда процедур аппроксимации, позволяющих получить результат 
с различной точностью, исполь зуемых с учётом требований ре-
шаемых конкретных задач.

Естественным путём упрощения полученной модели является 
её линеаризация, которая может проводиться разными путями.
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Линеаризованную   модель системы с динамической частот-
но-импульсной модуляцией можно строить в виде [13]
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где индекс i указывает на различие способов получения соответ-
ствующих импульсных характеристик τ),,(lτ),,,(l m0

i
1m0

i
0 γγγγ . В [18]

предложены четыре способа статистической линеаризации, которые 
отличаются как степенью точности воспроизведения свойств исходной 
системы с ДЧИМ, так и степенью трудоёмкости вычислительных процедур.

В [67] предложен частный способ статистической линеаризации систем 
с ДЧИМ. Система с ДЧИМ заменяется эквивалентной системой, 
предложенной в [56]. Для статистической линеаризации релейно-
гистерезисного элемента )x(y ϕ= применяется способ, использующий 
наряду с входным сигналом и его производную
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Приведенный  выше анализ современного состояния теории и практики 
частотно-импульсных систем показал недостаточную ее проработанность в 
разрезе особенностей промышленных действующих технологических 
процессов, ибо они являются объектами с запаздыванием и их параметры 
подвержены существенным случайным помехам и, как следствие этого, 
отсутствие эффективных методов исследования таких систем.

Реализация современных частотно-импульсных систем с помощью 
микроконтроллера или других средств вычислительной техники приводит к 
необходимости при их проектировании и исследовании учета дискретизации 
сигналов во времени. 

Целью данной монографии является разработка статистической теории 
методов цифровых динамических частотно-импульсных систем управления 
объектами с запаздыванием. 

	 (1.21)
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техники приводит к необходимости при их проектировании и ис-
следовании учета дискретизации сигналов во времени.

Целью данной монографии является разработка статистиче-
ской теории методов цифровых динамических частотно-импуль-
сных систем управления объектами с запаздыванием.

Для достижения выше сформулированной цели необходимо 
решить следующие задачи:

1. построение структурных моделей цифровых ДЧИМ в виде 
эквивалентной ей нелинейной дискретной системы;

2. разработка нелинейных моделей цифровых динамических 
частотно-импульсных систем управления объектами с запазды-
ванием в классе стохастических дискретных функциональных 
рядов Вольтерра;

3. построение статистически линеаризованных моделей циф-
ровых динамических частотно-импульсных систем управления 
объектами с запаздыванием

4. разработка методов статистического анализа и синтеза циф-
ровых динамических частотно-импульсных систем управления 
объектами с запаздыванием.



40

2	 СТРУКТУРНЫЕ МОДЕЛИ ЦИФРОВЫХ  
ЧАСТОТНО-ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ  
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

2.1	 Принцип действия и уравнения цифровых 
динамических частотно-импульсных систем 
управления с запаздыванием

Рассмотрим цифровую систему управления  с запаздыванием, 
структурная схема которой изображена на  рис. 2.1.

Цифровой динамический частотно-импульсный модулятор со-
стоит из дискретного фильтра ДФ и импульсного устройства ИУ 
с порогом ∆ [5, 9]. Дискретный фильтр описывается дискретной 
передаточной функцией вида [41,43]

	 ( ) ( )
( )zD
zGzW =∗ ,	 (2.1)

где G(z) и D(z) в терминах z-преобразования определяются в виде
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T – период дискредитации.

Рис. 2.1. Структурная  схема цифровой системы  с ДЧИМ

Пусть в момент времени rnT на выходе импульсного устрой-
ства появился n-й импульс. Тогда (n+1)-й импульс вида:

	 [ ] ( )[ ]TqqqT*y 1n1n ++ −δλ= ,	 (2.3)
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где

x[rT] f[t] y[rT] z[rT] ДФ АЦП1 ИУ ПНЧ y*[rT] 

АЦП2 

Цифровой ДЧИМ 
Сброс 



41

где
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с учетом свойств управляемого объекта с запаздыванием [77] определяется 
из условий
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1qq
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               [ ]0Tqysign 1n1n −=λ ++ ,                                                        (2.5)

где ]qT[w –дискретная импульсная характеристика, соответствующая  
дискретной передаточной функции W*(z) (2.1), mγ – целое число, 

характеризующее запаздывание объекта управления (
T
m

m
τ

=γ ). В эти же 

моменты времени ИУ обнуляет состояние дискретного фильтра ДФ:

                                      [ ] 00Tqy 1n =++ .                                             (2.6)

Входной сигнал f(t) и выход приведенной непрерывной части ПНЧ z(t) 
преобразуется аналого-цифровыми преобразователями  АЦП1 и АЦП2 в 
цифровые сигналы

                                    [ ] ( ) qTttzqTz == , [ ] ( ) qTttfqTf == .                        (2.7)

Приведенная непрерывная часть включает в себя непрерывную часть НЧ 
и формозадающий фильтр ФЗФ и описывается в виде дискретного ряда 
Вольтерра [59]:
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kk ∗⊕ обозначена k-мерная дискретная свертка импульсных 

переходных характеристик [ ]Tq,...,qT,Th k0k γ и  сигнала y*[(q-qi)T], i=1, 2,..., 
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Уравнение замыкания системы (2.1) в силу (2.7) имеет вид:
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Уравнение замыкания системы (2.1) в силу (2.7) имеет вид:

	 [ ] [ ] [ ]qTzqTfqTx −= . 	 (2.10)

Наличие в математическом описании цифрового ДЧИМ, при-
меняемого для управления объектами с запаздыванием, логиче-
ских  условий сброса (2.4), (2.5) приводит при аналитическом ис-
следовании таких систем к значительным трудностям.

Более удобна при аналитических исследованиях цифровой си-
стемы с ДЧИМ, эквивалентная ей замкнутая система, в которой 
цифровой модулятор заменяется нелинейной дискретной систе-
мой – структурной моделью [2, 5, 53].

Тогда, следуя из [98; 102; 104 – 105]  модель цифрового ДЧИМ 
будем формировать в виде замкнутой системы со структурной 
схемой (рисунок 2.2, а), которая содержит блок сброса БС, ха-
рактеризуемый некоторым нелинейным оператором A[x, y*, γm], и 
релейный элемент РЭ (рисунок 2.2, б).

Для устранения нелинейности в полученной системе,  основ-
ная задача заключается в определении вида оператора A[x, y*, γm], 
при котором замкнутая система генерирует ту же последователь-
ность импульсов, что и цифровой ДЧИМ.

2.2	 Структурная модель цифрового  
Σ-частотно-импульсного модулятора

Рассмотрим цифровой ДЧИМ, дискретный фильтр ДФ кото-
рого в терминах z-преобразования представляется передаточной 
функцией вида:

	 ( )
0dz

zzW
−

= ,	 (2.11)

где  pTez = , Tp
0

0ed = .
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Такой вид цифрового ДЧИМ называется дискретным анало-
гом Σ-ЧИМ. В соответствии с соотношениями (2.4), (2.5) момен-
ты появления импульсов qn+1T вида (2.3) для цифрового ДЧИМ 
(2.11) определяются уравнением
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	 [ ]0Tqysign 1n1n −=λ ++ .	 (2.13)

Теперь рассмотрим разностное уравнение дискретного филь-
тра характеризующегося передаточной функцией (2.11):

	 ( )[ ] [ ] ( )[ ]T1qxqTydT1qy 0 ++=+ . 	 (2.14)

Пусть в момент времени qnT появился n-й импульс. Тогда вы-
ход y[qT] дискретного фильтра (2.14) в последующие (qT>qnT) 
моменты времени определяются в виде:
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                                          [ ] [ ] [ ]qTzqTfqTx −= .                                 (2.10)

Наличие в математическом описании цифрового ДЧИМ, применяемого 
для управления объектами с запаздыванием, логических  условий сброса 
(2.4), (2.5) приводит при аналитическом исследовании таких систем к 
значительным трудностям.

Более удобна при аналитических исследованиях цифровой системы с 
ДЧИМ, эквивалентная ей замкнутая система, в которой цифровой модулятор 
заменяется нелинейной дискретной системой – структурной моделью [2, 5, 
53].

Тогда, следуя из [98; 102; 104 - 105]  модель цифрового ДЧИМ будем 
формировать в виде замкнутой системы со структурной схемой (рисунок 2.2, 
а), которая содержит блок сброса БС, характеризуемый некоторым 
нелинейным оператором [ ]m*,y,xА γ , и релейный элемент РЭ (рисунок 2.2, б).

а) структурная схема

б) характеристика нелинейного элемента

Рисунок 2.2 - Структурная схема нелинейной эквивалентной системы

Для устранения нелинейности в полученной системе,  основная задача 
заключается в определении вида оператора [ ]m*,y,xА γ , при котором замкнутая 
система генерирует ту же последовательность импульсов, что и цифровой 
ДЧИМ.
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Из уравнений (2.12) и (2.15) видно, что суть операции сброса 
сводится в настоящем случае к обнулению начального условия 
y[qnT-0] и принудительном обнулении сигнала x[qT] в течение 
времени запаздывания управляемого объекта. По аналогии с не-
прерывным случаем эта операция производится путем формиро-
вания и подачи на вход дискретного фильтра в момент времени 
qT=qnT соответствующих сигналов η[qT] и µ[rT]. Тогда уравне-
ние дискретного фильтра примет вид:
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где
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=−δ
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qq,1
Tqq

1nn
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Из сравнения уравнений (2.12) и (2.16) вытекает, что [ ] [ ]qTy~qTy =  
когда сигнал η[qT] и дополнительный сигнал µ[rT] определяются 
выражениями

	 [ ] [ ] ( )[ ]Tqq0TqyqT nn −δ−=η ,	 (2.18)

	  [ ] [ ] ( )
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
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qrqåñëè,0
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если

если
	 (2.19)

Последовательность единичных импульсов ]qT[δ  представи-
ма в виде
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Для формирования дополнительного сигнала µ[rT] (2.19) ис-
пользуем существующий  выход s(qT).

Сигнал µ[rT] можно получить в виде

	  [rT]  x[rT][rT] χ=µ ,	 (2.21)

где

	 ]T[s]T)r[(q]rT[
r

0
m

θθ−=χ ∑
=θ

γ ,	 (2.22)

	  (z)}{GZ[rT]q
mm

-1
γγ = ,	 (2.23)

	
]z-[1

1-z
z(z)G m

m
-γ

γ = 	 (2.24)

Структура звена, осуществляющего операцию сброса (2.16) 
будет  иметь вид, показанный на рис. 2.2. Выход цифрового 
модифицированного сброса (ЦМБС) в промежутках време-
ни qnT+0<qT<qn+1T-0  совпадает с левой частью соотношения 
(2.12).

Рисунок 2.2 – Блок сброса цифрового Σ–ЧИМ системы с запаздыванием
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Последовательность s[qT] генерируется цифровым блоком формирования 
импульсов (ЦБФИ), аналогичным тому, который входил  в  основную 
структурную модель.

Теперь задача сводится к построению дискретного аналога этого блока, 
который производит сравнение выхода (2.16) с порогом  ±∆,  преобразует 
выход дискретного блока сброса в выходной сигнал y*[qT] (2.3) и сигнал 
сброса s[qT] (2.20). Особенность дискретизации сигналов во времени 
сводится к тому, что в этом случае характеристика нелинейного элемента, 
служащего основой построения БФИ, упрощается и  имеет вид (рис. 2.3)

                        [ ] [ ][ ]
[ ]
[ ]

[ ]







≤
<<−

≥
=ρϕ=

1qTu,1
1qTu1,0

1qTu,1
qTqTv ,                                (2.25)

                        [ ] [ ]qTy1qT
∆

=ρ .

Из сравнения (2.25) с (2.3) следует, что

                                    [ ] [ ]qTvqT*y = .                                                   (2.26)

Из (2.25) видно, что если в момент времени qT=qnT появился n-й 
импульс, то (n+1) импульс появляется в момент qT=qn+1T, определяемый  
уравнением

                             [ ] [ ] ∆λ=+−− ++ 1nn1n 0Tqy0Tqy~ .                                (2.27)

Рисунок 2.2-Блок сброса цифрового ∑− ЧИМ системы с запаздыванием
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Последовательность s[qT] генерируется цифровым блоком 
формирования импульсов (ЦБФИ), аналогичным тому, который 
входил  в  основную структурную модель.

Теперь задача сводится к построению дискретного аналога 
этого блока, который производит сравнение выхода (2.16) с поро-
гом  ±∆,  преобразует выход дискретного блока сброса в выход-
ной сигнал y*[qT] (2.3) и сигнал сброса s[qT] (2.20). Особенность 
дискретизации сигналов во времени сводится к тому, что в этом 
случае характеристика нелинейного элемента, служащего осно-
вой построения БФИ, упрощается и  имеет вид (рис. 2.3)
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	 [ ] [ ]qTy1qT
∆

=ρ .

Из сравнения (2.25) с (2.3) следует, что

	 [ ] [ ]qTvqT*y = .	 (2.26)

Из (2.25) видно, что если в момент времени qT=qnT появился 
n-й импульс, то (n+1) импульс появляется в момент qT=qn+1T, 
определяемый  уравнением

	 [ ] [ ] ∆λ=+−− ++ 1nn1n 0Tqy0Tqy~ .	 (2.27)

Момент qn+1T, определяемый уравнением (2.12), (2.13), совпа-
дает с моментом Tq~ 1n+ , определяемым уравнениями (2.16), (2.18), 
(2.25), (2.27), если формировать сигнал сброса s[qT] (2.19) в виде:
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
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Тогда на выходе дискретного блока формирования импуль-
сов будем  иметь решетчатую функцию v[qT] (2.25), интервалы 
квантования по  времени и знаки дискрет которой определяются 
уравнениями (2.12), (2.13) и положительную решетчатую функ-
цию (2.28).

Структурная модель цифрового Σ–ЧИМ системы управления 
объектами с запаздыванием, показана на рисунке 2.4.

2.3	 Структурная модель цифрового ДЧИМ с линейным 
фильтром общего вида

В пункте 2.1.2 показана возможность обобщения методи-
ки  построения структурной модели Σ-ЧИМ, применяемого для 
управления  объектами с запаздыванием, на цифровой случай. 
Аналогично, структурные модели конкретных видов цифровых 
ДЧИМ, применяемых  для управления объектами с запаздывани-
ем можно получить, как и  в  случае непрерывных ДЧИМ (раз-
дел 2), без принципиальных затруднений. Как известно, задача 
сводится к построению только модифицированного блока сброса 
МБС. В этом пункте рассмотрим цифровой ДЧИМ с линейным 
дискретным фильтром общего вида, применяемый  для управле-
ния объектами с запаздыванием.

Дискретный фильтр в этом случае в терминах z-преобразова-
ния  описывается передаточной функцией

	 ( ) ( )
( )zD
zGzW = .	 (2.29)

Предположим, что полосы передаточной функцией простые, и  
обозначим как ,ed Tp

1
1−= ,ed Tp

2
2−= …, Tp

l
led −= .

Тогда передаточную функцию W(z) (2.29) можно представить 
в виде разложения на простые дроби

	 ( ) ∑
= −

=
lk

1i i

i

dz
czW ,	 (2.30)
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где	 ( )
( )i

i
i dD

dGc = ,   ( ) ( )
idzi dz

zdDdD == .	 (2.31)

Тогда задача построения структурной модели цифрового 
ДЧИМ с  фильтром (2.29), применяемого для управления объек-
тами с запаздыванием сводится к построению структуры моди-
фицированного блока  элементарного дискретного звена с пере-
даточной функцией

	 ( )
i

i
i dz

czW
−

= .	 (2.32)

Рисунок 2.4 – Структурная модель цифрового Σ–ЧИМ,  
применяемого для управления объектами с запаздыванием

Моменты появления qn+1T импульсов ДЧИМ с передаточной  
функцией (2.29) определяются уравнением

	 [ ] [ ]∑ ∑
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γ+=
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+
+ ∆λ≥=−

1
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1q

qr
1n

1rq
ii1n
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mn

1n rTxdc0Tqy .	 (2.33)

Теперь рассмотрим разностное уравнение дискретного филь-
тра  характеризующегося передаточной функцией (2.32)
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Тогда передаточную функцию W(z) (2.29) можно представить в виде 
разложения на простые дроби
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Тогда задача построения структурной модели цифрового ДЧИМ с  
фильтром (2.29), применяемого для управления объектами с запаздыванием 
сводится к построению структуры модифицированного блока  элементарного 
дискретного звена с передаточной функцией
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Моменты появления qn+1T импульсов ДЧИМ с передаточной  функцией 
(2.29) определяются уравнением
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Теперь рассмотрим разностное уравнение дискретного фильтра  
характеризующегося передаточной функцией (2.32)

Рисунок 2.4- Структурная модель цифрового    ∑− ЧИМ ,
применяемого для управления объектами с запаздыванием
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Пусть в момент времени qnT появился n-й импульс. Тогда вы-
ход  y[qT] дискретного фильтра (2.34) в последующие (qT>qnT) 
моменты времени определяются в виде
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Из уравнений (2.33) и (2.35) следует, что y[qT]=y[qT],
если
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где сигнал сброса η[rT] определяется по выражению

	 [ ] [ ] ( )[ ]Tqr0TqyrT nnii −δ−=η ,	 (2.37)

а сигнал µ(t) определяется по соотношению (2.21).
Так как фильтр с дискретной передаточной функцией W(z) 

(2.29)  образован параллельным соединением элементарных зве-
ньев с дискретными передаточными функциями Wi(z) (2.32), то 
структурная   схема блока сброса принимает вид, показанный на 
рис.2.5.

Из анализа выражения (2.36) видно, что при l=1 и d1=1 из 
структурной модели (2.5) получим структурную модель цифро-
вого ИЧИМ,  применяемого для управления объектами с запаз-
дыванием [2,5] (рис. 2.6).
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2.3	 Эквивалентная цифровому модулятору 
нелинейная система с фильтром   -го порядка

Цифровая динамическая частотно-импульсная система управ-
ления функционирует с цифровым фильтром Ф и описывается 
линейным разностным  уравнением -го порядка:
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дискретного фильтра (2.34) в последующие (qT>qnT) моменты времени 
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где сигнал сброса η[rT] определяется по выражению

             [ ] [ ] ( )[ ]Tqr0TqyrT nnii −δ−=η ,                                  (2.37)
а сигнал µ(t) определяется по соотношению (2.21).

Так как фильтр с дискретной передаточной функцией W(z) (2.29)  
образован параллельным соединением элементарных звеньев с дискретными 
передаточными функциями Wi(z) (2.32), то структурная   схема блока сброса 
принимает вид, показанный на рис.2.5.

Из анализа выражения (2.36) видно, что при l=1 и d1=1 из структурной 
модели (2.5) получим структурную модель цифрового ИЧИМ,  применяемого 
для управления объектами с запаздыванием [2,5] (рис. 2.6).

2.3 Эквивалентная цифровому модулятору нелинейная система с 
фильтром   -го порядка

Цифровая динамическая частотно-импульсная система управления 
функционирует с цифровым фильтром Ф и описывается линейным 
разностным  уравнением  -го порядка: 

                             ( )[ ] [ ] ( )[ ] ...11 210 +−+=+ TnyanTyaTnya

( )[ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]TnxbTnxbnTxbTnya 1..11 21 +−++−+++−+   .                        (2.38)
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где сигнал сброса η[rT] определяется по выражению
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передаточными функциями Wi(z) (2.32), то структурная   схема блока сброса 
принимает вид, показанный на рис.2.5.

Из анализа выражения (2.36) видно, что при l=1 и d1=1 из структурной 
модели (2.5) получим структурную модель цифрового ИЧИМ,  применяемого 
для управления объектами с запаздыванием [2,5] (рис. 2.6).

2.3 Эквивалентная цифровому модулятору нелинейная система с 
фильтром   -го порядка

Цифровая динамическая частотно-импульсная система управления 
функционирует с цифровым фильтром Ф и описывается линейным 
разностным  уравнением  -го порядка: 
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Рисунок 2.5 – Блок сброса модели ДЧИМ с фильтром -го порядка
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Рисунок 2.5 - Блок сброса модели ДЧИМ с фильтром  -го порядка

Рисунок 2.6 - Блок сброса Σ-ЧИМ системы с запаздыванием
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Рисунок 2.6 – Блок сброса Σ-ЧИМ системы с запаздыванием

Подвергнув уравнение (2.1) Z – преобразованию получим:
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Тогда с учетом выражений (2.40), (2.41), (2.5) уравнение (2.42) 
принимает вид
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Рисунок 2.5 - Блок сброса модели ДЧИМ с фильтром  -го порядка

Рисунок 2.6 - Блок сброса Σ-ЧИМ системы с запаздыванием
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За начальный момент времени примем момент времени nvT . 
Допустим ( ) 00Tnó ≠−ν , тогда решение уравнения (2.1)-(2.2) имеет 
вид
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

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
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Введем новые переменные:
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                                           11
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=

−=


pi

ip
ip zbzF ;)( )....,,2,1( =p                                  (2.42)

Тогда с учетом выражений (2.40), (2.41), (2.5) уравнение (2.42) 
принимает вид
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zRz (2.43)   

За начальный момент времени примем момент времени Tnν . Допустим 
( ) 00Tnу ≠−ν , тогда решение уравнения (2.1)-(2.2) имеет вид                
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где 
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=ω −
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При управлении объектами с запаздыванием уравнение (2.44) 
примет вид
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При управлении объектами с запаздыванием уравнение (2.44) примет 
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где  [ ]kT +µ - помеха. Из сравнения уравнений (2.44) и (2.48) следует, что 
[ ] [ ]Tny~Tny 11 +ν+ν = , если компоненты сигнала представлены в следующей форме
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1m

m
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Для получения сигнала сброса [ ]mTη рассмотрим преобразование сигнала 
[ ]nTy , осуществляемое в релейном элементе, описываемом следующей  

нелинейностью φ(у): 

                            [ ] [ ]( )
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Введем сигнал

                                [ ] [ ] [ ]
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Из анализа выражения (2.49) можно сделать следующий вывод:

                                     [ ] ( )[ ] 1,~
−≤≤−= nnnTnnnTs ννδ                   (2.53)
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×

×

(2.48)

где μ[kT] – помеха. Из сравнения уравнений (2.44) и (2.48) следу-
ет, что [ ] [ ]Tny~Tny 11 +ν+ν = , если компоненты сигнала представлены 
в следующей форме
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где  [ ]kT +µ - помеха. Из сравнения уравнений (2.44) и (2.48) следует, что 
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Для получения сигнала сброса [ ]mTη рассмотрим преобразование сигнала 
[ ]nTy , осуществляемое в релейном элементе, описываемом следующей  

нелинейностью φ(у): 
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Из анализа выражения (2.49) можно сделать следующий вывод:
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	 (2.50)

Для получения сигнала сброса η[nT] рассмотрим преобразова-
ние сигнала y[nT], осуществляемое в релейном элементе, описы-
ваемом следующей  нелинейностью φ(у):
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Для формирования дополнительного сигнала μ[nT] использу-
ем  полученный  сигнал в  (2.53). Тогда, сигнал μ[nT] представим 
в виде произведения

	 ]nT[x[nT]g]nT[ ⋅=µ  ,	 (2.54)

где импульсная переходная функция

	 ]nT[sg]nT[g
m
⋅= γ ,	 (2.55)
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Для формирования дополнительного сигнала [ ]nTµ используем  
полученный  сигнал в  (2.53). Тогда, сигнал [ ]nTµ представим в виде 
произведения

                                ]nT[x[nT]g]nT[ ⋅=µ ,                                              (2.54)

где импульсная переходная функция 

                                         ]nT[sg]nT[g
m
⋅= γ ,                                           (2.55)
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Уравнения (2.48)-(2.49) и (2.53)-(2.54) полностью описывают 
нелинейный оператор [ ]m*,у,xА γ , где Ф – цифровой фильтр ℓ-го порядка. 
Согласно этим уравнениям построена структурная схема эквивалентной 
нелинейной модели цифрового ДЧИМ (рисунок 2.7).

Из сравнения полученной модели цифрового ДЧИМ с аналогичной 
моделью обычного ДЧИМ, описанной в работе [105], можно указать 
существенные отличия в модели  цифрового ДЧИМ. Так, отсутствует 
дискретный интегратор и вместо неоднозначной релейно-гистерезисной 
нелинейности в модели цифрового ДЧИМ присутствует однозначная 
нелинейность типа реле с зоной нечувствительности. Вышеуказанные 
особенности существенно  упростят расчет модели цифрового ДЧИМ.

В полученной эквивалентной дискретной нелинейной цифровой системе 
параметрические связи заменены на сигнальные. Проведены численные 
эксперименты, подтверждающие адекватность нелинейной системы 
реальному цифровому динамическому частотно-импульсному модулятору и 
указывающие на его преимущества по сравнению с ранее разработанными 
системами. 

	 (2.56)

Уравнения (2.48)-(2.49) и (2.53)-(2.54) полностью описывают 
нелинейный оператор A[x, y*, γm], где Ф – цифровой фильтр ℓ-го 
порядка. Согласно этим уравнениям построена структурная схе-
ма эквивалентной нелинейной модели цифрового ДЧИМ (рису-
нок 2.7).

Из сравнения полученной модели цифрового ДЧИМ с ана-
логичной моделью обычного ДЧИМ, описанной в работе [105], 
можно указать существенные отличия в модели  цифрового 
ДЧИМ. Так, отсутствует дискретный интегратор и вместо неод-
нозначной релейно-гистерезисной нелинейности в модели циф-
рового ДЧИМ присутствует однозначная нелинейность типа реле 
с зоной нечувствительности. Вышеуказанные особенности суще-
ственно  упростят расчет модели цифрового ДЧИМ.

В полученной эквивалентной дискретной нелинейной циф-
ровой системе параметрические связи заменены на сигнальные. 
Проведены численные эксперименты, подтверждающие адек-
ватность нелинейной системы реальному цифровому динами-
ческому частотно-импульсному модулятору и указывающие на 
его преимущества по сравнению с ранее разработанными систе-
мами.

Рисунок 2.7 – Структурная схема модели цифрового ДЧИМ
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Рисунок 2.7 - Структурная схема модели цифрового ДЧИМ

Заменяя ДЧИМ нелинейной эквивалентной ему системой, получим 
структурную схему модели системы с Σ-ЧИМ, показанную на рисунок 2.8 

Рисунок 2.8 - Структурная схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ

Полученная структурная схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ 
состоит из дискретного блока сброса (ДБС), дискретного блока 
формирователя импульсов (ДБФИ), формирователя импульсов с 
передаточной функции  W(р) и объекта с запаздыванием (ОЗ).

Для полного представления принципов действия системы, необходимо 
рассмотреть все элементы, входящие в каждые блоки системы. Рассмотрим 
структурную схему дискретного блока сброса (ДБС) модели цифровой 
системы с ДЧИМ. На примере системы с цифровым фильтром ℓ -го порядка

где W(p)-передаточная функция, равная:
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Заменяя ДЧИМ нелинейной эквивалентной ему системой, по-
лучим структурную схему модели системы с Σ-ЧИМ, показанную 
на рисунок 2.8.

Рисунок 2.8 – Структурная схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ

Полученная структурная схема модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ состоит из дискретного блока сброса (ДБС), дискретно-
го блока формирователя импульсов (ДБФИ), формирователя им-
пульсов с передаточной функции  W(р) и объекта с запаздывани-
ем (ОЗ).

Для полного представления принципов действия системы, 
необходимо рассмотреть все элементы, входящие в каждые бло-
ки системы. Рассмотрим структурную схему дискретного блока 
сброса (ДБС) модели цифровой системы с ДЧИМ. На примере 
системы с цифровым фильтром ℓ -го порядка

где W(p)-передаточная функция, равная:

	 	 (2.57)

Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующи-
ми уравнениями:
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                                                                                            (2.57)             
Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующими 

уравнениями:

                    ]nT[z]nT[f]nT[x −= ,                                                      (2.58) 

                   ]0][*,,[][ 0 TnTyHnTz ≤≤= γγλ                                      (2.59)  

                     ]T,)( x),([][ 1m +≤≤= ννγ nrnrTrTyФnTy           (2.60)  

                  
])[(][* 11 TnnnTy

n
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                     ,]0Tn[ysign 11 −=λ +ν+ν                                                       (2.62)

                         ,]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν                                                             (2.63)

                        0]0[ =+Tny ν                                                                      (2.64)   

где ][nTf - сигнал на входе,
nTt

txnTx
=

= )(][ - сигнал ошибки, ][* nTy -

выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy - выходной сигнал дискретного фильтра Ф, 0γ -
параметр, учитывающий запаздывание объекта, mγ - параметр модулятора 
введенный для учета запаздывания управляемого объекта 0γγ ≥m , ]nT[z -
сигнал выхода объекта управления описываемого некоторым оператором. 

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным блоком ФИ. 
Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, получим 
структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотношениям 
(2.17), после выдачи импульса управления удерживает выходной сигнал 
у[nT] в нулевом состоянии в течение времени запаздывания объекта. 

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.58)
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При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.59)
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                                                                                            (2.57)             
Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующими 

уравнениями:

                    ]nT[z]nT[f]nT[x −= ,                                                      (2.58) 

                   ]0][*,,[][ 0 TnTyHnTz ≤≤= γγλ                                      (2.59)  

                     ]T,)( x),([][ 1m +≤≤= ννγ nrnrTrTyФnTy           (2.60)  

                  
])[(][* 11 TnnnTy

n
∑ ++ −= νν δλ                                     (2.61)  

                     ,]0Tn[ysign 11 −=λ +ν+ν                                                       (2.62)

                         ,]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν                                                             (2.63)

                        0]0[ =+Tny ν                                                                      (2.64)   

где ][nTf - сигнал на входе,
nTt

txnTx
=

= )(][ - сигнал ошибки, ][* nTy -

выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy - выходной сигнал дискретного фильтра Ф, 0γ -
параметр, учитывающий запаздывание объекта, mγ - параметр модулятора 
введенный для учета запаздывания управляемого объекта 0γγ ≥m , ]nT[z -
сигнал выхода объекта управления описываемого некоторым оператором. 

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным блоком ФИ. 
Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, получим 
структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотношениям 
(2.17), после выдачи импульса управления удерживает выходной сигнал 
у[nT] в нулевом состоянии в течение времени запаздывания объекта. 

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.60)
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                                                                                            (2.57)             
Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующими 

уравнениями:

                    ]nT[z]nT[f]nT[x −= ,                                                      (2.58) 

                   ]0][*,,[][ 0 TnTyHnTz ≤≤= γγλ                                      (2.59)  

                     ]T,)( x),([][ 1m +≤≤= ννγ nrnrTrTyФnTy           (2.60)  

                  
])[(][* 11 TnnnTy

n
∑ ++ −= νν δλ                                     (2.61)  

                     ,]0Tn[ysign 11 −=λ +ν+ν                                                       (2.62)

                         ,]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν                                                             (2.63)

                        0]0[ =+Tny ν                                                                      (2.64)   

где ][nTf - сигнал на входе,
nTt

txnTx
=

= )(][ - сигнал ошибки, ][* nTy -

выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy - выходной сигнал дискретного фильтра Ф, 0γ -
параметр, учитывающий запаздывание объекта, mγ - параметр модулятора 
введенный для учета запаздывания управляемого объекта 0γγ ≥m , ]nT[z -
сигнал выхода объекта управления описываемого некоторым оператором. 

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным блоком ФИ. 
Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, получим 
структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотношениям 
(2.17), после выдачи импульса управления удерживает выходной сигнал 
у[nT] в нулевом состоянии в течение времени запаздывания объекта. 

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.61)
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Рисунок 2.7 - Структурная схема модели цифрового ДЧИМ

Заменяя ДЧИМ нелинейной эквивалентной ему системой, получим 
структурную схему модели системы с Σ-ЧИМ, показанную на рисунок 2.8 

Рисунок 2.8 - Структурная схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ

Полученная структурная схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ 
состоит из дискретного блока сброса (ДБС), дискретного блока 
формирователя импульсов (ДБФИ), формирователя импульсов с 
передаточной функции  W(р) и объекта с запаздыванием (ОЗ).

Для полного представления принципов действия системы, необходимо 
рассмотреть все элементы, входящие в каждые блоки системы. Рассмотрим 
структурную схему дискретного блока сброса (ДБС) модели цифровой 
системы с ДЧИМ. На примере системы с цифровым фильтром ℓ -го порядка

где W(p)-передаточная функция, равная:
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                                                                                            (2.57)             
Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующими 

уравнениями:

                    ]nT[z]nT[f]nT[x −= ,                                                      (2.58) 

                   ]0][*,,[][ 0 TnTyHnTz ≤≤= γγλ                                      (2.59)  

                     ]T,)( x),([][ 1m +≤≤= ννγ nrnrTrTyФnTy           (2.60)  

                  
])[(][* 11 TnnnTy

n
∑ ++ −= νν δλ                                     (2.61)  

                     ,]0Tn[ysign 11 −=λ +ν+ν                                                       (2.62)

                         ,]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν                                                             (2.63)

                        0]0[ =+Tny ν                                                                      (2.64)   

где ][nTf - сигнал на входе,
nTt

txnTx
=

= )(][ - сигнал ошибки, ][* nTy -

выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy - выходной сигнал дискретного фильтра Ф, 0γ -
параметр, учитывающий запаздывание объекта, mγ - параметр модулятора 
введенный для учета запаздывания управляемого объекта 0γγ ≥m , ]nT[z -
сигнал выхода объекта управления описываемого некоторым оператором. 

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным блоком ФИ. 
Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, получим 
структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотношениям 
(2.17), после выдачи импульса управления удерживает выходной сигнал 
у[nT] в нулевом состоянии в течение времени запаздывания объекта. 

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.62)
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                                                                                            (2.57)             
Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующими 

уравнениями:

                    ]nT[z]nT[f]nT[x −= ,                                                      (2.58) 

                   ]0][*,,[][ 0 TnTyHnTz ≤≤= γγλ                                      (2.59)  

                     ]T,)( x),([][ 1m +≤≤= ννγ nrnrTrTyФnTy           (2.60)  

                  
])[(][* 11 TnnnTy

n
∑ ++ −= νν δλ                                     (2.61)  

                     ,]0Tn[ysign 11 −=λ +ν+ν                                                       (2.62)

                         ,]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν                                                             (2.63)

                        0]0[ =+Tny ν                                                                      (2.64)   

где ][nTf - сигнал на входе,
nTt

txnTx
=

= )(][ - сигнал ошибки, ][* nTy -

выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy - выходной сигнал дискретного фильтра Ф, 0γ -
параметр, учитывающий запаздывание объекта, mγ - параметр модулятора 
введенный для учета запаздывания управляемого объекта 0γγ ≥m , ]nT[z -
сигнал выхода объекта управления описываемого некоторым оператором. 

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным блоком ФИ. 
Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, получим 
структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотношениям 
(2.17), после выдачи импульса управления удерживает выходной сигнал 
у[nT] в нулевом состоянии в течение времени запаздывания объекта. 

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.63)
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                                                                                            (2.57)             
Тогда, полученная система с Σ-ЧИМ описывается следующими 

уравнениями:

                    ]nT[z]nT[f]nT[x −= ,                                                      (2.58) 

                   ]0][*,,[][ 0 TnTyHnTz ≤≤= γγλ                                      (2.59)  

                     ]T,)( x),([][ 1m +≤≤= ννγ nrnrTrTyФnTy           (2.60)  

                  
])[(][* 11 TnnnTy

n
∑ ++ −= νν δλ                                     (2.61)  

                     ,]0Tn[ysign 11 −=λ +ν+ν                                                       (2.62)

                         ,]0Tn[y 11 ∆⋅λ=− +ν+ν                                                             (2.63)

                        0]0[ =+Tny ν                                                                      (2.64)   

где ][nTf - сигнал на входе,
nTt

txnTx
=

= )(][ - сигнал ошибки, ][* nTy -

выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy - выходной сигнал дискретного фильтра Ф, 0γ -
параметр, учитывающий запаздывание объекта, mγ - параметр модулятора 
введенный для учета запаздывания управляемого объекта 0γγ ≥m , ]nT[z -
сигнал выхода объекта управления описываемого некоторым оператором. 

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным блоком ФИ. 
Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, получим 
структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели цифровой системы с 
Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотношениям 
(2.17), после выдачи импульса управления удерживает выходной сигнал 
у[nT] в нулевом состоянии в течение времени запаздывания объекта. 

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ выяснилось, что блок ФИ с Σ-ЧИМ 
идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что изменение параметров 
или структуры БС приводит к изменению всей системы. Полная структурная 
схема модели цифровой системы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9 

	 (2.64)

где ][nTf  – сигнал на входе, nTt
txnTx

=
=

 
)(][  – сигнал ошибки, 

][* nTy  – выходной сигнал Σ-ЧИМ, ][nTy  – выходной сигнал дис-
кретного фильтра Ф, 0γ  – параметр, учитывающий запаздывание 
объекта, mγ  – параметр модулятора введенный для учета запаз-
дывания управляемого объекта 0γγ ≥m , z[nT] – сигнал выхода 
объекта управления описываемого некоторым оператором.

Выходной сигнал y[nT] ДБС преобразуется дискретным бло-
ком ФИ. Путем несложных преобразовании в ДБС модели ДЧИМ, 
получим структурную схему дискретного сброса (ДБС)  модели 
цифровой системы с Σ-ЧИМ.

Блок формирования сигнала µ[nT] удовлетворяющего соотно-
шениям (2.17), после выдачи импульса управления удерживает 
выходной сигнал у[nT] в нулевом состоянии в течение времени 
запаздывания объекта.

При анализе блока ФИ с Σ-ЧИМ  выяснилось, что блок ФИ с 
Σ-ЧИМ идентичен блоку ФИ с ДЧИМ. Из этого получаем, что 
изменение параметров или структуры БС приводит к изменению 
всей системы. Полная структурная схема модели цифровой си-
стемы с Σ-ЧИМ представлена на рисунке 2.9

Рисунок 2.9 – Эквивалентная цифровому модулятору  
нелинейная дискретная система с Σ-ЧИМ
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Рисунок 2.9 – Эквивалентная цифровому модулятору нелинейная 
дискретная система с Σ-ЧИМ

Полученные уравнения полностью описывают модель системы с Σ-
ЧИМ, которая является существенно нелинейной и применение их для 
исследования системы требует трудоемких вычислений  с необходимостью 
обращения к  численным методам, но имеется возможность нахождения 
одного из решений благодаря применению в решении уравнений 
функциональных рядов Вольтерра.

2.4 Cравнительный анализ эквивалентной модели цифровой системы с 
ранее разработанными системами

В качестве примера возьмем систему второго порядка, описанную  
следующим дифференциальным уравнением 

                                   ,BuAxx +=
•

,Cxy =                                       (2.65)  

где

                    







=








=

22221 b
0

В,
аа
10

А , [ ]01=C                                  

и

                           50,25,0 22221 =−== baa                                         

Вышеуказанные уравнения описывают систему электропривода с 
двигателем постоянного тока использованную в работе [113]. Имитационная
модель двигателя постоянного тока и предложенный в данной работе 
частотно-импульсный модулятор были исполнены в среде Matlab/Simulink с 
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Полученные уравнения полностью описывают модель систе-
мы с Σ-ЧИМ, которая является существенно нелинейной и при-
менение их для исследования системы требует трудоемких вы-
числений  с необходимостью обращения к  численным методам, 
но имеется возможность нахождения одного из решений благо-
даря применению в решении уравнений функциональных рядов 
Вольтерра.

2.4	 Cравнительный анализ эквивалентной модели 
цифровой системы с ранее разработанными 
системами

В качестве примера возьмем систему второго порядка, описан-
ную  следующим дифференциальным уравнением
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Рисунок 2.9 – Эквивалентная цифровому модулятору нелинейная 
дискретная система с Σ-ЧИМ

Полученные уравнения полностью описывают модель системы с Σ-
ЧИМ, которая является существенно нелинейной и применение их для 
исследования системы требует трудоемких вычислений  с необходимостью 
обращения к  численным методам, но имеется возможность нахождения 
одного из решений благодаря применению в решении уравнений 
функциональных рядов Вольтерра.

2.4 Cравнительный анализ эквивалентной модели цифровой системы с 
ранее разработанными системами

В качестве примера возьмем систему второго порядка, описанную  
следующим дифференциальным уравнением 

                                   ,BuAxx +=
•

,Cxy =                                       (2.65)  

где

                    







=








=

22221 b
0
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аа
10

А , [ ]01=C                                  

и

                           50,25,0 22221 =−== baa                                         

Вышеуказанные уравнения описывают систему электропривода с 
двигателем постоянного тока использованную в работе [113]. Имитационная
модель двигателя постоянного тока и предложенный в данной работе 
частотно-импульсный модулятор были исполнены в среде Matlab/Simulink с 

	 (2.65)

где
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Рисунок 2.9 – Эквивалентная цифровому модулятору нелинейная 
дискретная система с Σ-ЧИМ

Полученные уравнения полностью описывают модель системы с Σ-
ЧИМ, которая является существенно нелинейной и применение их для 
исследования системы требует трудоемких вычислений  с необходимостью 
обращения к  численным методам, но имеется возможность нахождения 
одного из решений благодаря применению в решении уравнений 
функциональных рядов Вольтерра.

2.4 Cравнительный анализ эквивалентной модели цифровой системы с 
ранее разработанными системами

В качестве примера возьмем систему второго порядка, описанную  
следующим дифференциальным уравнением 

                                   ,BuAxx +=
•

,Cxy =                                       (2.65)  

где
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А , [ ]01=C                                  

и

                           50,25,0 22221 =−== baa                                         

Вышеуказанные уравнения описывают систему электропривода с 
двигателем постоянного тока использованную в работе [113]. Имитационная
модель двигателя постоянного тока и предложенный в данной работе 
частотно-импульсный модулятор были исполнены в среде Matlab/Simulink с 

и
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Рисунок 2.9 – Эквивалентная цифровому модулятору нелинейная 
дискретная система с Σ-ЧИМ

Полученные уравнения полностью описывают модель системы с Σ-
ЧИМ, которая является существенно нелинейной и применение их для 
исследования системы требует трудоемких вычислений  с необходимостью 
обращения к  численным методам, но имеется возможность нахождения 
одного из решений благодаря применению в решении уравнений 
функциональных рядов Вольтерра.

2.4 Cравнительный анализ эквивалентной модели цифровой системы с 
ранее разработанными системами

В качестве примера возьмем систему второго порядка, описанную  
следующим дифференциальным уравнением 
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Вышеуказанные уравнения описывают систему электропривода с 
двигателем постоянного тока использованную в работе [113]. Имитационная
модель двигателя постоянного тока и предложенный в данной работе 
частотно-импульсный модулятор были исполнены в среде Matlab/Simulink с 

Вышеуказанные уравнения описывают систему электроприво-
да с двигателем постоянного тока использованную в работе [113]. 
Имитационная модель двигателя постоянного тока и предложен-
ный в данной работе частотно-импульсный модулятор были ис-
полнены в среде Matlab/Simulink с шагом дискретизации 0,001 с. 
По аналогии с [113] были проведены два численных эксперимен-
та по управлению позицией двигателя.

В первом случае сигнал на входе имеет форму шага с амплиту-
дой  0,4 рад, при этом стоит заметить, что во избежание больших 
величин производных данный сигнал в начале пропущен через 
низкочастотный фильтр с полосой пропускания 15 рад/с.
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Результаты численного эксперимента №1(Э1) представлены 
на рисунках 2.7-2.10

Рисунок 2.7 – Отклик системы управления (Э1)

Рисунок 2.8 – Скорость системы управления (Э1)
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Рисунок 2.9 –  Ошибка системы управления (Э1)

Рисунок  2.10 – Управляющий сигнал (Э1)

Как видно из рисунок 2.7-2.10 время отклика системы состав-
ляет 0,3 с. При данной величине входного сигнала, сигнал управ-
ления, показанный на рисунке 2.10, представляет собой последо-
вательность импульсов, частота которых уменьшается с прибли-
жением системы к устойчивому состоянию.
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Во втором численном эксперименте (Э2)  амплитуда входного сиг-
нала увеличена до 4 рад. Результаты представлены на рис 2.11-2.13.

Как видно из рисунков, динамика срабатывания существенно 
не меняется. В тоже время, частота импульсов сигнала управле-
ния значительно выше, как видно из рисунок 2.11.

Рисунок 2.11 – Отклик системы управления (Э2)

Рисунок 2.12 – Скорость системы управления (Э2)
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Рисунок 2.13 – Ошибка системы управления (Э2)

Рисунок 2.14 – Управляющий сигнал (Э2)

По сравнению с результатами, опубликованными в [113], предло-
женная в данной работе система обладает улучшенными характери-
стиками. В частности время отклика уменьшено примерно на 25% т.е. 
с 0,4 с до 0,3 с. Также, описанный нами ДЧИМ работает на тактовой 
частоте 1 кГц, в то время как система  предложенная в [113] использу-
ют частоту 10 кГц. Таким образом, предложенный в данном экспери-
менте алгоритм позволяет использовать более дешевое оборудование.
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3	 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ЦИФРОВЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНО-ИМПУЛЬСНЫХ 
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ ОБЪЕКТАМИ  
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

3.1	 Общая процедура формирования вольтерровских 
моделей цифровых динамических частотно-
импульсных систем с запаздыванием

Рассматривается цифровая динамическая частотно-импуль-
сная система с запаздыванием, структурная схема которой при-
ведена на рисунке 3.1. Заменяя ДЧИМ его структурной моделью 
получим расчетную модель состоящую из дискретного блока 
сброса ДБС, дискретного блока формирователя импульсов ДБФИ 
и приведенной непрерывной части ПНЧ.

Рисунок 3.1 – Эквивалентная цифровая динамическая  
частотно-импульсная система

После замены блоков  ДЧИМ и ПНЧ (рисунок 3.1) их вольтер-
ровскими моделями получим систему, изображенную на рисунке 3.2

Основная методика построения эквивалентной ЦДЧИМ си-
стемы включенной в контур управления, которая содержит БС и 
ФИ, состоит в построении вольтерровских моделей для каждого 
из элементов БС и ФИ, а затем для самих блоков. Суть проводи-
мых операций на каждом этапе заключается в замене замкнутого 
нелинейного контура соответствующим блоком, не содержащим 
нелинейной обратной связи.
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3 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ЦИФРОВЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНО-ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ 
УПРАВЛЕНИЯ ОБЪЕКТАМИ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

3.1 Общая процедура формирования вольтерровских моделей
цифровых динамических частотно-импульсных систем с запаздыванием

Рассматривается цифровая динамическая частотно-импульсная система с 
запаздыванием, структурная схема которой приведена на рисунке 3.1. 
Заменяя ДЧИМ его структурной моделью получим расчетную модель 
состоящую из дискретного блока сброса ДБС, дискретного блока 
формирователя импульсов ДБФИ и приведенной непрерывной части ПНЧ.

Рисунок 3.1 - Эквивалентная цифровая динамическая частотно-
импульсная система

После замены блоков  ДЧИМ и ПНЧ (рисунок 3.1) их вольтерровскими 
моделями получим систему, изображенную на рисунке 3.2

Основная методика построения эквивалентной ЦДЧИМ системы 
включенной в контур управления, которая содержит БС и ФИ, состоит в 
построении вольтерровских моделей для каждого из элементов БС и ФИ, а 
затем для самих блоков. Суть проводимых операций на каждом этапе 
заключается в замене замкнутого нелинейного контура соответствующим 
блоком, не содержащим нелинейной обратной связи.

Для формирования вольтерровских моделей цифровых динамических 
частотно-импульсных систем автоматического управления объектами с 
запаздыванием используется аппарат дискретных функциональных рядов 
Вольтерра.

x[nT] 
ДБС ДБФИ 

f[nT] у*[nT] z[nT] 

Цифровой ДЧИМ 

ПНЧ 

ξ[nT] 
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Для формирования вольтерровских моделей цифровых дина-
мических частотно-импульсных систем автоматического управ-
ления объектами с запаздыванием используется аппарат дискрет-
ных функциональных рядов Вольтерра.

Общая процедура построения дискретных вольтерровских мо-
делей состоит из трех этапов:

1) дискретной вольтерровской модели цифрового  ДЧИМ;.
2) дискретной вольтерровской модели разомкнутой  системы 

с запаздыванием;
3) дискретной вольтерровской модели замкнутой системы с 

запаздыванием.

Рисунок 3.2 – Структурная модель цифрового ДЧИМ
с линейным  фильтром в системах с запаздыванием

Основой для нее служит структурная модель системы (рис. 
3.2), где в приведенную непрерывную часть входит наряду с не-
прерывной частью и формирующий элемент.
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Основой для нее служит структурная модель системы (рис. 3.2),  где в 
приведенную непрерывную часть входит наряду с непрерывной частью и 
формирующий элемент. 

3.2 Вольтерровские модели цифровых динамических частотно-
импульсных систем управления с запаздыванием при отсутствии помех 

В общем случае приведённая непрерывная часть характеризуется  
функционалом ][H  .  Ее выход в дискретные моменты времени определяется 
соотношением 
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3.2	 Вольтерровские модели цифровых динамических 
частотно-импульсных систем управления  
с запаздыванием при отсутствии помех

В общем случае приведённая непрерывная часть характеризу-
ется  функционалом ][H ⋅ .  Ее выход в дискретные моменты вре-
мени определяется соотношением

	 [ ] [ ][ ]qr0rTyHqTz ≤≤= .	 (3.1)

Если функционал Н непрерывен, его можно представить в 
виде  дискретного аналога ряда Вольтерра

	 [ ] [ ]∑
∞

=
⊕=

0k

k

k rTvhqTz 	 (3.2)

где символом [ ]rTvh
k

k ⊕  обозначена k–мерная дискретная 
свертка решетчатых импульсных переходных характеристик 

( )Tr,...,Rr,Th k1k γ  и сигнала v[q-riT] (i=1, 2,..., k), т.е.

	 [ ] ( ) ( )[ ]∑ ∏
=

−γ=⊕
q

r,...,r

k

1i
ikk

k

k
k1

TrqvTr,...,ThrTvh .	 (3.3)

Рисунок 3.4-Структурная модель цифрового ИЧИМ
 системы  с запаздыванием
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Процедура построения дискретных вольтеровских моделей  цифровой 
ДЧИСАУ объектами с запаздыванием состоит из нескольких этапов [2, 5]. 

В дальнейшем подробно рассмотрим построение дискретных моделей 
интегральной частотно-импульсной системы управления объектами с 
запаздыванием.

Рисунок 3.4-Структурная модель цифрового ИЧИМ
системы  с запаздыванием
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Процедура построения дискретных вольтеровских моделей  
цифровой ДЧИСАУ объектами с запаздыванием состоит из не-
скольких этапов [2, 5].

В дальнейшем подробно рассмотрим построение дискретных 
моделей интегральной частотно-импульсной системы управле-
ния объектами с запаздыванием.

Поведение цифровых динамических частотно-импульсных 
системы управления (рис. 3.2) описывается следующими  урав-
нениями

	 [ ] [ ] [ ]qTzqTfqTx −= ,	 (3.4)

	 [ ] [ ]∑
∞

= 





 ∗⊕=

1k

k

k qTyhqTz ,	 (3.5)

	 [ ] [ ]( )qTvqTy ϕ=∗ ,	 (3.6)

	 [ ] [ ]
∆

=
qTyqTv ,	 (3.7)

	

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]








⊕−⊕⊕−⊕= γ qTsqTy
k
1wqTsqqTxwqTxwqTy

u
m

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]








⊕−⊕⊕−⊕= γ qTsqTy
k
1wqTsqqTxwqTxwqTy

u
m 	 (3.8)

	 [ ] [ ]( )2qTyqTs ∗= ,	 (3.9)

где символом [ ]






 ∗⊕ qTyh

k

k  обозначена k-мерная свертка 

решетчатых  импульсных характеристик объекта с запаздывани-
ем ( )Tr,...,Rr,Th k1k γ  сигнала y*[(n-r)T], i=1,k, т. е.
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0γ   – характеристика объекта с запаздыванием )T( 00 τ=γ , 
[ ] ( )[ ]zWZqTw 1−= ;

( )
1z
zkzW u

−
= ; [ ] ( )[ ]zGZqTq

mm

1
τ

−
τ = ; [ ] [ ]m

m
z1

1z
zzG γ−

τ −
−

= ;

φ(v[qT])–однозначная нелинейность релейного типа, опреде-
ляемого выражением (3.3).

Непосредственное использование уравнений (3.4)–(3.9) для 
исследования цифровой системы приводит к трудностям матема-
тического характера, в частности, привлечения численных мето-
дов для решения этих уравнений.

Для преодоления этих трудностей используется и развивается 
аппарат функциональных рядов Вольтерра в дискретной форме 
[62,81]. Математическая модель модифицированных цифровых 
интегральных частотно-импульсных систем автоматического 
управления формируется в следующем виде

	 [ ] [ ]∑
∞

=




 ⊕=

1k

k

k qTfnqTx ,	 (3.10) 

где ( )Tq,...,Tq,T,Tn k1m0k γγ  – решетчатые импульсные характе-
ристики  математической модели (3.10).

Задача построения дискретной вольтерровской модели (3.10) 
цифровой системы состоит в определении связи между решетча-
тыми импульсными характеристиками ( )Tq,...,Tq,T,Tn k1m0k γγ  
и характеристиками элементов системы, описываемой уравнени-
ями (3.4) – (3.9).

Согласно процедуре построения  вольтерровских моделей, на 
первом этапе формируется математическая  модель цифрового 
ДЧИМ, на втором – разомкнутой системы, и на  третьем – зам-
кнутой системы.

В свою очередь, для построения вольтерровской  модели циф-
рового ДЧИМ необходимо получить математические модели его 
составляющих дискретных блока сброса ДБС и блока формиро-
вания импульсов ДБФИ (рис. 3.7).
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3.2.1	 Вольтерровская модель цифрового  
динамического частотно-импульсного  
модулятора системы с запаздыванием

Для построения вольтерровской модели цифрового ДЧИМ  
рассмотрим ее структурную схему, показанную на рис. 3.6. В ней 
выделены дискретные блок сброса ДБС, описываемый уравнени-
ем (3.8) и дискретный блок формирования импульсов БФИ, пове-
дение  которого характеризуют уравнения (3.6), (3. 7) и (3.9).

Рассмотрим дискретный блок сброса, поведение которого 
характеризует уравнение (3.8). Решение уравнения (3.8) можно 
представить в следующем виде

	 [ ] [ ]( ) [ ] [ ]∑ ∏
∞

= = 





 ⊕+⊕=

1k

k

2i
i1k0 TqsTqxdqTxdqTy . 	 (3.11)

Подставив выражение (3.11) в уравнение (3.8) получим:

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }∑ ∏
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−⊕=













⊕+⊕

1k

k

2i
i1k0 qTxwTqsTqxdqTxd        

	 [ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]








⊕⊗⊕ω− γ qTsqTy
k
1wqTsqqTx           

u
m

	 (3.12)

Применим к каждому слагаемому в (3.12) многомерное дис-
кретное преобразование Лапласа, тогда после приравнивания ко-
эффициентов при одинаковых степенях XS получим выражение 
для изображения ядер (3.8) в виде:
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Для построения вольтеровской модели дискретного блока 
формирования импульсов рассмотрим уравнение этого блока 
(3.6), (3.7) и (3.9). В структуре этого блока присутствует релей-
ный элемент с единичной зоной нечувствительности .

Тогда для получения математической модели дискретного 
БФИ  необходимо разложить эту нелинейность в ортогональный 
ряд. С этой  целью разложим нелинейность [ ] [ ]( )qTvqTy ϕ=∗  в 
ряд по ортогональным полиномам Эрмита с весомой функцией 
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математическим ожиданием   и дисперсией, равной 2

ρσ . Условие 
равенства нулю математического ожидания сигнала ρ[nT] пока-
зано статистическим моделированием  дискретного фильтра со 
сбросом в [43].

В данном случае разложение нелинейности ψ(ρ) имеет следу-
ющий вид:
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Анализ выражения (3.52) показывает, что
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Ряд (3.14) после несложных преобразований можно привести 
к следующему виду:
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где
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Сигнал s[nT], определяемый уравнением (3.9) с учетом (3.14) 
определяется из выражения
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Подставляя выражение для сигнала s[qT] (3.19) в уравнение 
(3.11) получим:
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Решение уравнения (3.21) ищем в виде:
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где, например, первые три ядра (3.229) определяются из соотно-
шений
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Подставляя выражение для y[qT] (3.22) в ряд (3.6), с учетом 
(3.7) окончательно получим:
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Уравнение (3.24) полностью описывает поведение цифрового  
ДЧИМ и представимо в следующем виде
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3.2.2	 Вольтерровская модель замкнутой цифровой 
динамической частотно-импульсной системы

Объединяя ряды (3.5) и (3.25) получим вольтеровскую модель  
разомкнутой системы в виде:
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где

	
( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ).
   

z,z,z,Mz,z,z,Hz,z,z,,
;0z,,

;z,Mz,Hz,,

321m3210321m03

m02

m10m01

ττ=ττθ
=ττθ

ττ=ττθ
	 (3.28)

Ряд (3.27) совместно с уравнением замыкания системы (3.4)  
полностью описывает систему. Подставляя (3.27) в (3.4), получим  
уравнение для процесса сигнала ошибки системы в следующем 
виде
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Решение уравнения (3.29) получим в виде ряда
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Подставляя ряд (3.30) в уравнение (3.29) получим
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Применим к каждому слагаемому в (3.31) многомерное дис-
кретное преобразование Лапласа, тогда после приравнивания ко-
эффициентов при одинаковых степенях X, получим следующие 
выражения для  ядер ряда
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Ряд (3.30) является вольтеровской моделью цифровой модифи-
цированной интегральной частотно-импульсной системы управ-
ления  объектами с запаздыванием.

3.3	 Вольтерровские модели цифровых динамических 
частотно-импульсных систем управления с 
запаздыванием при наличии помех

3.3.1	 Общая процедура построения математических 
моделей цифровых систем управления  
при наличии помех

Общая процедура построения дискретных вольтерровских 
моделей цифровых динамических частотно-импульсных систем 
управления с запаздыванием при наличии помех состоит из трех 
этапов:

1) формирование дискретной вольтерровской модели цифро-
вого  ДЧИМ в виде:
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где 

m - импульсные характеристики ДЧИМ 

2) формирование дискретной вольтерровской модели разомкнутой  
системы с запаздыванием:
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3) формирование дискретной вольтерровской модели замкнутой 
системы с запаздыванием: 
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В работах [104] - [108] были приведены процедуры построения 
эквивалентных систем (рисунок 3.1), соответствующих рассматриваемой 
непрерывной системе управления объектами с запаздыванием, где 
динамический частотно-импульсный модулятор состоит из блока сброса 
(БС), блока формирования импульсов (БФИ) с порогом  ∆ и приведенной 
непрерывной части (ПНЧ) [106].

Для составления стохастической вольтерровской модели рассмотрим 
каждый из блоков отдельно (рисунок 3.2). Приведенная непрерывная часть 
ПНЧ [107] описывается стохастической вольтерровской моделью блока H[z]:

	 (3.33)

где 
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непрерывной части (ПНЧ) [106].

Для составления стохастической вольтерровской модели рассмотрим 
каждый из блоков отдельно (рисунок 3.2). Приведенная непрерывная часть 
ПНЧ [107] описывается стохастической вольтерровской моделью блока H[z]:

	(3.35)
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В работах [104] – [108] были приведены процедуры постро-
ения эквивалентных систем (рисунок 3.1), соответствующих 
рассматриваемой непрерывной системе управления объектами с 
запаздыванием, где динамический частотно-импульсный модуля-
тор состоит из блока сброса (БС), блока формирования импуль-
сов (БФИ) с порогом ∆  и приведенной непрерывной части (ПНЧ) 
[106].

Для составления стохастической вольтерровской модели рас-
смотрим каждый из блоков отдельно (рисунок 3.2). При веденная 
непрерывная часть ПНЧ [107] описывается стохастической воль-
терровской моделью блока H[z]:
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ДЧИМ описывается стохастической вольтерровской моделью 
блока М[z]:
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ДЧИМ описывается стохастической вольтерровской моделью блока 
М[z]:
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при         .T]lT[x]lT[x1 ⋅=∆                                                                 (3.40)

Рассматривается система с цифровым ДЧИМ, схема которого 
представлена на рисунке 3.1. Заменяя  цифровой ДЧИМ показанный на 
рисунке 3.3 его структурной схемой (рисунок 2.1), получаем структурную
схему расчетной системы показанную на рисунке 3.4
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где	 T]T[]T)1[(w]T[w]T[w 11 ⋅µ=−−=∆ 	 (3.39)

при	 .T]lT[x]lT[x1 ⋅=∆ 	 (3.40)

Рассматривается система с цифровым ДЧИМ, схема которо-
го представлена на рисунке 3.1. Заменяя  цифровой ДЧИМ по-
казанный на рисунке 3.3 его структурной схемой (рисунок 2.1), 
получаем структурную схему расчетной системы показанную на 
рисунке 3.4

Рисунок 3.3 – Структурная схема модели цифрового ДЧИМ  
системы с запаздыванием

Рисунок 3.4 – Модель системы с цифровым ДЧИМ

Тогда, поведение системы с цифровым ДЧИМ описывается 
следующими уравнениями:
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	 ])nT[(]nT[y* ρϕ= 	 (3.43)
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=ρ
]nT[y]nT[ 	 (3.44)
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−
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0
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b
a]nT[s]nT[y]nT[ =η 	 (3.46)

	 2* ])nT[y(]nT[s = 	 (3.47)

	 ]z1[
1z

zg m

m

γ−
γ −

−
= 	 (3.48)

	 ]nT[sg]nT[g
m
⋅= γ 	 (3.49)

где символом ]}nT[yW{ *
m

m⊕  обозначена m – мерная свертка ре-
шетчатых импульсных характеристик объекта с запаздыванием. 

])nT[(ρϕ  – однозначная нелинейность релейного типа.
Фильтр Ф (рисунок 3.3) представлен в виде:
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m
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где символом ]}nT[yW{ *
m

m⊕ обозначена m - мерная свертка решетчатых 
импульсных характеристик объекта с запаздыванием. ])nT[(ρϕ - однозначная 
нелинейность релейного типа. 

Фильтр Ф (рисунок 3.3) представлен в виде: 
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Непосредственное использование уравнений (3.41)-(3.48) для 
исследования цифровой системы приводит к трудностям математического 
характера, в частности, привлечение численных методов для решения этих 
уравнений. 

3.3.2  Математические модели цифрового модулятора 
с фильтром l-порядка

Для построения вольтерровской модели цифрового ДЧИМ рассмотрим 
ее структурную схему, представленную на рис 3.4. В ней присутствует 
дискретные блок сброса ДБС, который описывается уравнением (3.45) и блок 
формирования импульсов ДБФИ, поведение которого характеризуют 
уравнения (3.43), (3.47).

Рассмотрим дискретный блок сброса, описанный уравнением (3.45). 
Решение этого уравнения можно представить в следующем виде:
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Подставив выражение (3.51) в уравнение (3.45) получим:
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Непосредственное использование уравнений (3.41)-(3.48) для 
исследования цифровой системы приводит к трудностям матема-
тического характера, в частности, привлечение численных мето-
дов для решения этих уравнений.
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3.3.2	 Математические модели цифрового модулятора  
с фильтром l-порядка

Для построения вольтерровской модели цифрового ДЧИМ 
рассмотрим ее структурную схему, представленную на рис 3.4. В 
ней присутствует дискретные блок сброса ДБС, который описы-
вается уравнением (3.45) и блок формирования импульсов ДБФИ, 
поведение которого характеризуют уравнения (3.43), (3.47).

Рассмотрим дискретный блок сброса, описанный уравнением 
(3.45). Решение этого уравнения можно представить в следую-
щем виде:

	 .)}]Tn[S]Tn[x(d{])nT[xd(]nT[y
1K

K

2i
i1K0 ∑ ∏

∞

= =

⋅⊕+⊕= 	 (3.51)

Подставив выражение (3.51) в уравнение (3.45) получим:
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Применим к каждому слагаемому в (3.52) многомерное дис-
кретное преобразование Лапласа, тогда, после приравнивания 
коэффициентов при одинаковых степенях ][ SX ⋅ , получим выра-
жение для изображения ядер (3.51) в виде:
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Для построения вольтерровской модели дискретного блока 
формирования импульсов рассмотрим уравнения этого блока 
(3.41) – (3.47). В структуре этого блока присутствует релейный 
элемент с единичной зоной нечувствительности.

Тогда для получения математической модели  дискретного 
блок формирования ДБФИ необходимо разложить эту нелиней-
ность в ортогональный ряд. С этой целью, разложим нелиней-
ность )(ρψ в ряд по ортогональным полиномам Эрмита с весо-
вой функцией
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Весовую функцию υ  можно интерпретировать как плотность 
распределения сигналов ][nTρ   с нулевым математическим ожи-
данием и дисперсией равной 2

ρσ . Условие равенства нулю мате-
матического ожидания сигнала ][nTρ  показано статистическим 
моделированием дискретного интегратора со сбросом в [43].

В данном случае разложение нелинейности )(ρψ  имеет сле-
дующий вид:
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Анализ выражения (3.61) показывает, что
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Ряд (3.57) после несложных преобразований можно привести 
к следующему виду:
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Сигнал s[nT], определяемый уравнением (3.47) с учетом (3.57) 
определяется из выражения
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где
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Подставляя выражение для сигнала S[nT] (3.64) в уравнение 
(3.45) получим:
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Решение уравнения (3.66) ищем в виде:
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где, например, первые три ядра (3.67) определяются из соот-
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Подставляя выражение для сигнала ][nTS (3.64) в уравнение (3.45)
получим:
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Решение уравнения (3.66) ищем в виде:
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где, например, первые три ядра (3.67) определяются из соотношений
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Подставляя выражения для ][nTy (3.67) в ряд (3.33), с учетом (3.47) 
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Уравнение (3.69) полностью описывает поведение цифрового ДЧИМ и 
представимо в следующем виде: 
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Подставляя выражения для y[nT ] (3.67) в ряд (3.33), с учетом 
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Вольтерровская модель цифрового ДЧИМ с фильтром -го 
порядка применяемого для управления объектами с запаздывани-
ем (3.1), формируется в следующем виде:
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Вольтерровская модель цифрового ДЧИМ с фильтром  -го порядка 
применяемого для управления объектами с запаздыванием (3.1), 
формируется в следующем виде:
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где   
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Т
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 γγγγ=γ

(3.73)
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Т

1 


∆∆∆∆∆=∆             

                                    T]T[x]T[x1 ⋅=∆                                                 (3.74)



m -выражение, определяющее связь дискретных импульсных 
характеристик ]Tl,...,Tl,T[m r1mr γ с параметрами цифрового ДЧИМ. В 
терминах многомерного z-преобразования они определены в приложении  А.

3.3.2 Математические модели разомкнутой цифровой системы

Стохастическая вольтерровская модель разомкнутой системы
управления объектами с запаздыванием формируется, с учётом уравнений 
(3.72) и (3.35) описывающим ДЧИМ  и ПНЧ, в виде
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где векторы     ]l[w* ∆ и  ]m[x1


∆ определяются в виде (3.39) и (3.40), 
соответственно;

                                                                                                               

	 (3.72)

где
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	(3.73)

[ ]   ,...]T[x]...T[x]T[x]T[x]T[x1][x r11221111
Ò

1 ∆∆∆∆∆=∆

	 T]T[x]T[x1 ⋅=∆ 	 (3.74)

m  – выражение, определяющее связь дискретных импуль-
сных характеристик ]Tl,...,Tl,T[m r1mr γ  с параметрами цифрового 
ДЧИМ. В терминах многомерного z-преобразования они опреде-
лены в приложении  А.

3.3.2	 Математические модели разомкнутой цифровой 
системы

Стохастическая вольтерровская модель разомкнутой систе-
мы управления объектами с запаздыванием формируется, с учё-
том уравнений (3.72) и (3.35) описывающим ДЧИМ  и ПНЧ, в 
виде
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	 (3.75)

где векторы ]l[w* ∆  и ]m[x1


∆  определяются в виде (3.39) и (3.40), 
соответственно;
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(3.76)

Дискретные импульсные характеристики 
]Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[P s1r1m0s,r γγ определяются объединением рядов (3.35) и 

(3.72). В терминах многомерного z-преобразования они определены в 
приложении Б.

3.3.3 Математические модели замкнутой цифровой системы 

Поведение замкнутой цифровой системы с учетом дискретной 
вольтерровской модели разомкнутой  системы (3.75)  примет вид:

          ].l[w*]l,m,,[P]m[x]nT[f]nT[x m0
T

1


∆γγ∆−= ∑                           (3.77)

Решение этого уравнения ищем в виде:

                          ],l[w*]l,m,,[с]m[f]nT[x m0
T

1


∆γγ∆= ∑                        (3.78)

где  вектор    ]l[w* ∆ определен в (3.39);

                         ...];]Tm[f]Tm[f]mT[f1[]m[f 21111
T

1 


∆∆∆=∆           (3.79)

                         ;T]mT[f]mT[f1 ⋅=∆                                                          (3.80)
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 3.81)

          
В терминах многомерного z-преобразования дискретные импульсные 

характеристики ],Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[с s1r1m0s,r γγ
 представлены в 

приложении Б.

	(3.76)

Дискретные импульсные характеристики 
]Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[P s1r1m0s,r γγ  определяются объединением 

рядов (3.35) и (3.72). В терминах многомерного z-преобразования 
они определены в приложении Б.

3.3.3	 Математические модели замкнутой цифровой 
системы

Поведение замкнутой цифровой системы с учетом дискретной 
вольтерровской модели разомкнутой  системы (3.75)  примет вид:

	 ].l[w*]l,m,,[P]m[x]nT[f]nT[x m0
T

1 ∆γγ∆−= ∑ 	 (3.77)

Решение этого уравнения ищем в виде:

	 ],l[w*]l,m,,[ñ]m[f]nT[x m0
T

1 ∆γγ∆= ∑ 	 (3.78)

где вектор ]l[w*∆   определен в (3.39);

	 ...];]Tm[f]Tm[f]mT[f1[]m[f 21111
T

1 ∆∆∆=∆ 	 (3.79)

	 ;T]mT[f]mT[f1 ⋅=∆ 	 (3.80)
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...]Tl,...,Tm,T,T[с]Tm,Tm,T,T[с
...]Tl,Tm,Tm,T,T[с]mT[с

...]Tl,Tl[с]lT[сс

]l,m,,[с

s1r1m0s,rr1m00,r

11m01,221m00,2

121m01,20,1

211,01,00,0

m0

 3.81)

          
В терминах многомерного z-преобразования дискретные импульсные 

характеристики ],Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[с s1r1m0s,r γγ
 представлены в 

приложении Б.

 
представлены в приложении Б.

Ряд (3.78) является стохастической вольтерровской моделью 
цифровой ДЧИСАУ объектами с запаздыванием.

Полученные в работе стохастические вольтерровские модели 
цифровой ДЧИСАУ объектами с запаздыванием могут быть не-
посредственно использованы для статистического анализа и по-
зволяют построить статистически линеаризованные приближен-
ные модели данного класса систем.

3.4	 Алгоритмы формирования математической 
модели цифровых динамических частотно-
импульсных систем управления с запаздыванием

1. Формирование вольтерровских моделей для дискретного 
блока ФИ и дискретного БС.

Вольтерровская модель дискретного блока ФИ [108] представ-
лена в виде

	
1k2

1k
1k2

]nT[y]nT[u
−

∞

=
− 








∆
β=∑ , 

k2

1k
k20

]nT[yc]nT[s 







∆
=∑

∞

=

,	 (3.82)

где коэффициенты kk c,β  определяются соотношениями:
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   }cbc)1(b{1 l

1i

2i2
1i2)l2k(

l
)l2k(

1i

l
kkk ∏∑

=

−
−++

∞

=
ξ

−+
σ

=β ,

	









=
π
σ

−

=

=
ξ ,...,5,3,1k   ,

2!k

])1(
2
1exp[2

,...,4,2,0k                            ,0

b 2
k , 1)jk(2

k

1j
1j2k2c +−

=
− ββ=∑ .	 (3.83)

Вольтерровская модель дискретного БС [108] представлена в 
виде:

	
+−γ= ∑

=

]T)qq[(x]Tq,T[d]nT[y 11m

q

0q
0

1

	 ∑ ∑ ∏
= =+

+

=
+ −−γ+

q

1k

q

01kq,...,1q
j

1k

2j
11k1mk ]T)qq[(s]T)qq[(x]Tq,...,Tq,T[d ,	 (3.84)

где

	
,

dz
z)z(D

0
0

−
= 	 (3.85)

( )1k21m1k2101k21m1k zzz,G)zzz(D)z,...,z,z,(D
m +τ++− ⋅⋅⋅⋅γ−⋅⋅⋅⋅=γ , (3.86)

	 [ ] [ ]m
m

z1
1z

zzG γ−
τ −

−
= 	 (3.87)

2. Формирование математической модели цифрового модуля-
тора приведено в приложении А и в приложении Б.

3. Вольтерровская модель цифрового ДЧИМ с фильтром -го 
порядка.

Дискретные импульсные характеристики ]T,...,T  ,[m r1mr γ  
определяются из следующих соотношений:

	
     ),z,(Q)z,(M m1

1
m1 γ

∆
β

=γ 	 (3.88)
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1,2,3,...,k  ,0)z,...,z,(M k21m2k ==γ

),z,z,z,(Q)z,(Q)z,z,z,(M 321m3
1

jm

3

1j
13

3
321m3 γ

∆
β

+γ
∆

β
=γ ∏

=

	          ),z(D)z(Q 01 = 	 (3.89)

	 1,2,3,...,k   ,0)z ,...,z,(Q k21mk2 ==γ 	

	
),z(Q)zzz,(Dc)z,z,z,(Q i

3

1j
1321m12

2
321m3 ∏

=

γ
∆

=γ

4. Формирование математической модели разомкнутой си-
стемы.

В терминах многомерного Z-преобразования (3.75) изображе-
ния ядер определяются из следующих соотношений:
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( )1k21m1k2101k21m1k zzz,G)zzz(D)z,...,z,z,(D
m +τ++− ⋅⋅⋅⋅γ−⋅⋅⋅⋅=γ ,              (3.86)

                        
[ ] [ ]m

m
z1

1z
zzG γ−

τ −
−

=                                                            (3.87)

2. Формирование математической модели цифрового модулятора приведено 
в приложении А и в приложении Б.

3. Вольтерровская модель цифрового ДЧИМ с фильтром  -го порядка.

Дискретные импульсные характеристики ]T,...,T,[m r1mr γ
определяются из следующих соотношений:

),z,(Q)z,(M m1
1

m1 γ
∆
β

=γ                                                                      (3.88)

1,2,3,...,k,0)z,...,z,(M k21m2k ==γ                                                          

),z,z,z,(Q)z,(Q)z,z,z,(M 321m3
1

jm

3

1j
13

3
321m3 γ

∆
β

+γ
∆

β
=γ ∏

=
             

),z(D)z(Q 01 =                                                                                  (3.89)

1,2,3,...,k,0)z,...,z,(Q k21mk2 ==γ                                                           

),z(Q)zzz,(Dc)z,z,z,(Q i

3

1j
1321m12

2
321m3 ∏

=

γ
∆

=γ                                         

4. Формирование математической модели разомкнутой системы

В терминах многомерного Z-преобразования (3.75) изображения ядер 
определяются из следующих соотношений:





























γγγγ

γγγγγγ

γγγγγγ
γγγγγγ

=γγ

]Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,Tm,T,T[P...]Tm,...,Tm,Tm,T,T[P
          ...                              ...                              ...
          ...                              ...                              ...

          ...                              ...                              ...
]Tl,...,Tl,Tm,Tm,T,T[P...]Tl,Tm,Tm,T,T[P]Tm,Tm,T,T[P

]Tl,...,Tl,Tm,T,T[P...          ]Tl,Tm,T,T[P]Tm,T,T[P
]Tl,...,Tl,T,T[P...          ]Tl,Tl,T,T[P]Tl,T,T[PP

]l,m,,[P

s1r21m0s,rr21m00,r

s121m0s,2121m0l,221m00,2

s11m0s,111m0l,11m00,1

s1m0s,021m02,01m01,00,0

m0

 (3.90)(3.90)

тогда

;hP 0,00,0 =

);z(M)z(H)z(P 10,10,1 =

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,(H)z,z,,(P 21m22100,121m00,2
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);z(M)z(M)z,z,(H 22112100,2 γ+

);z,,(H)z,,(P m01,0m01,0 γγ=γγ

);z,z,(H)z,z,,(P 21m02,021m02,0 γγ=γγ   

);z(M)z,z,(H)z,z,,(P 112101,121m01,1 γ=γγ

);z(M)z,z,z,(H)z,z,z,,(P 1132102,1321m02,1 γ=γγ

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,z,(H)z,z,z,,(P 21m232101,1321m01,2

)z(M)z(M)z,z,z,(H 211132101,2 γ+ ;

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,z,z,(H)z,...,z,,(P 21m2432102,141m02,2

)z(M)z(M)z,...,z,(H 21113102,2 γ+  и т.д.

5. Формирование математической модели замкнутой системы.
В терминах многомерного z-преобразования (3.3) примет вид:

;C)1,...,1(PC r
0,00,r0,0 ∑−= ;

C)1,...,1,1,z(PC1

1C
1r
0,00,r

N

1r

1
r

0,1
−

=
∑+

= 	 (3.91)

;
CC)1,...,1,z,z,,(P)zz,,(P1

)z(CCC)1,...,1,z,z,,(P
)z,z,,(C

1r
0,0

1
r21m0

N

2r
0,r21m00,1

i

2

1i
0,1

1r
0,0

2
r21m00,r

N

2r
21m00,2

−

=

=

−

=

γγ+γγ+

γγ
−=γγ

∑

∏∑

;
)1,...,1,z,,(PCC)z(P1

)z(P
)z,,(C N

2r
m00,r

1r
0,0

1
r0,1

1,0
m01,0

∑
=

− γγ++
−=γγ
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;
)z,z,,(P1

)z(C)z,z,,(P)z,z,,(P
)z,z,,(C

21m00,1

2

1i
i1,021m00,221m02,0

21m02,0 γγ+

γγ+γγ
−=γγ

∏
=

×γγ+γγ−=γγ ∑ ])z,1,...,1,z,,(PC)z(C)z,z,,(P[)z,z,,(C
N

1
21m01,r

1
r10,121m01,121m01,1

 )]z,z,,(P1/[)]z(C)z(C)z,z,,(PC)p(C 21m00,120,110,121m00,2
1r
0,010,1 γγ+γγ+× −  и т.д.
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4	 МЕТОДЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
ЦИФРОВЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНО-
ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ С 
ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

4.1	 Определение статистических характеристик 
процесса ошибки цифровых динамических 
частотно-импульсных систем управления  
с запаздыванием при отсутствии помех

Полученная в пункте 3 дискретная вольтерровская модель 
системы с цифровым ДЧИМ устанавливает явную  связь между 
процессом ошибки x[qT] и входным сигналом f[qT], что позволя-
ет использовать ее для определения статистических характери-
стик сигнала ошибки x[qT].

Рассмотрим систему с цифровым ДЧИМ, изображенную на 
рис. 3.1. На входе системы действует решетчатый стационарный 
(нормальный) случайный процесс f(qT) с известными статисти-
ческими характеристиками mf, 

2
fσ  , Rf[mT], Sf(ω).

Согласно (4.67) ошибка системы определяется выражением

	 [ ] [ ]∑
∞

= 





 ⊕=

1k

k

k qTfnqTx  ,	 (4.1)

Определим среднее значение и дисперсию ошибки. Из (4.69)  
имеем:

	 [ ] ( )[ ]∑ ∑
∞

=

∞

=
γγ=

11
11

1
f

0m,...m
11m1x Tm,...,TmRTm,...,Tm,T,Tnm

11

,	 (4.2)

[ ]∑ ∑
∞

=

∞

=
×γγ=σ

11,1 0m,...,m
11m1

2
x

21 11
11
Tm,...,Tm,T,Tn

	 [ ] ( )[ ]( −ββγγ×
2112 1111

2
f11m1 ,...,,m,...,mRTm,...,Tm,T,Tn

	 ( ) [ ] ( )[ ] )
21 11

2
f11

1
f ,...,Rm,...,mR ββ− ,
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где

( ) [ ] ( )[ ]

( ) [ ] ( ) ( )[ ]












 β−−=ββ







 −=

∏ ∏

∏

= =

=

11

1j

21

1i
ij211111

2
f

11

1i
i111

1
f

TqfTmqfM,...,,m,...,mR

,TmqfMm,...,mR

.	 (4.3)

Полученные выражения (4.2) и (4.3) для определения стати-
стических характеристик процесса ошибки x[qT] показывают, 
что с одной стороны, они требуют довольно большого объема ин-
формации о статистических характеристиках входного процесса 
f[qT], а с другой, приводят к необходимости решения довольно 
сложной системы нелинейных уравнений. В связи с этим при ре-
шении инженерных задач имеет смысл поступиться точностью 
ради получения приемлемых результатов.

Естественным путем упрощения модели (4.1) является ее ли-
неаризация, которая может проводиться двумя принципиально 
различными путями. В первом случае линеаризация может быть 
проведена путем отбрасывания всех высших членов выше перво-
го порядка в ряде (4.1), а во втором случае путем определения их 
статистических оптимальных линейных эквивалентов.

4.2	 Статистическая  линеаризация цифровых 
динамических частотно-импульсных систем  
с запаздыванием

Линеаризованные модели системы с цифровым ДЧИМ стро-
ятся  в следующем виде

	 [ ] [ ] ( ) ( ) +γγ=+= ∑
∞

=0m
fm0

i
0x

0 mmT,T,T1mqTx̂qTx̂              

	

( )[ ] ( )[ ]∑
∞

=
−γγ+

0m

0
m0

i
1 TmqfmT,T,T1                        ,	 (4.4)

где fm  и ( )[ ]Tmqf 0 −  – соответственно математическое ожида-
ние и  центрированная составляющая входного случайного про-
цесса f [qT], i – индекс способа линеаризации.
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Рассмотрим подробнее способы построения линейных моде-
лей  системы с цифровым ДЧИМ [62].

Линеаризация системы в целом. В данном случае в уравнении 
(4.1) отбрасываются члены выше первого порядка, в результате 
чего  решетчатые импульсные характеристики ( )[ ]mT,T,T1 m0

1
1 γγ  

и ( )[ ]mT,T,T1 m0
2

1 γγ  в терминах z-преобразования определяются 
из следующих соотношений

	 ( ) ( ) ( )1,,N1,,L m01m0
1
0 ττ=ττ ,	 (4.5)

	 ( ) ( ) ( )z,,Nz,,L m01m0
1
1 ττ=ττ .	 (4.6)

Оптимальная линеаризация системы в целом. В этом случае,  
решетчатые импульсные характеристики ( )[ ]mT,T,T1 m0

2
0 γγ  и 

( )[ ]mT,T,T1 m0
2

1 γγ  подбираются так, чтобы выход линейной си-
стемы (4.4) приближался к выходу нелинейной системы (4.1) в 
смысле  квадратичного критерия

	 [ ] [ ]( ){ } minqTx̂qTxMI 2
2 →−= ,	 (4.7)

Подставляя в (4.7) уравнения (4.1) и (4.4) и, решая задачу ми-
нимизации по ( )[ ]mT,T,T1 m0

2
0 γγ  и ( )[ ]mT,T,T1 m0

2
1 γγ , получим 

следующие уравнения:

( ) ( ) [ ]∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=
×γγ=γγ

0m 1s 0m,...m
s1msf

2
fm

2
0

s1

Tm,...,Tm,T,TnmmmT,T,T1

	
( )[ ]







 −× ∏

=

s

1i
i TmqfM ,	 (4.8)

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }∑
∞

=
=−−γγ

0m

00
m0

2
1 TmqfTpqfMmT,T,T1

	
[ ] ( )[ ]∑ ∑ ∏

∞

=

∞

= = 





 −γγ=

1s 0m,...m

s

1i
is1m0s

s1

TmqfMTm,...,Tm,T,Tn .	(4.9)
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Данный способ статистической линеаризации базируется на  
представлении решения нелинейной системы уравнений функци-
ональными рядами Вольтерра, что позволяет получить линейный 
статистический эквивалент системы с цифровым ДЧИМ любой 
степени точности.

Рассмотрим первое приближение S=1. В этом случае (4.7) и 
(4.9) будут выглядеть следующим образом:

	
( ) ( ) ( )∑∑

=

∞

=
γγ=γγ

N

0m
fm01

0m
m0

12
0f mmT,T,TnmT,T,T1m  ,	 (4.10)

( ) [ ] ( )[ ] [ ]∑∑
=

∞

=
×γγ=−γγ

N

0m
fm01

0m
fm0

12
1 mmT,T,TnTmpRmT,T,T1 1

	 ( )[ ] ( )[ ]( ){ }TmqfmTpqfM 0
f −+−× .	 (4.11)

Отсюда получим, что

	
( ) ( ) ( )1,,N1,,1 m01m0

12
0 ττ=ττ ,	 (4.12)

	
( ) ( ) ( )z,,Nz,,1 m01m0

12
1 ττ=ττ .	 (4.13)

Выражения (4.121) и (4.13) совпадают соответственно с (4.6) 
и (4.7), т.е. в первом приближении получаем результат, совпадаю-
щий с  результатом первого способа линеаризации.

Рассмотрим второе приближение (S=2). Из выражения (4.1)  
следует, что ( )21m02 z,z,,N ττ  равно нулю. Тогда из выражений 
(4.8) и (4.9) следует, что результат второго приближения совпада-
ет с результатом первого приближения.

Рассмотрим третье приближение (S=3). С использованием резуль-
татов приложения П3 получаем следующие выражения для определе-
ния линейной эквивалентной системы с цифровым МИЧИМ

	 ( ) ( ) ( ) ( ) +





 ττ+ττ=ττ 1,

d
1,1,,Nm1,,L1,,L m03

2
fm0

12
0m0

32
0
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	 ( ) +




 ττ+





 ττσ+ 1 ,1 ,1 ,,Nm

d
1,d,1,,N m03

2
fm03

2
f

]1 ,d ,
d
1,,N1 ,

d
1 ,d,,Nd ,1 ,

d
1,,N

d
1,1 ,d ,,Nd,

d
1,1,,N

d
1,d,1,,N[ 

m03m03m03

m03m03m03
2
f







 ττ+






 ττ+






 ττ+

+





 ττ+






 ττ+






 ττσ+

, (4.14)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

+





 ττ+






 ττ+






 ττ

+





 ττσ+ττ+ττ

+ττ+ττ=ττ

d ,z ,
d
1,,N

d
1,z ,d ,,Nd,

d
1,z,,N

d
1,d,z,,N[ ]z ,1 ,1,,N1 ,z ,1,,N

1 ,1 ,z,,N[m1,,Lz,,L

m03m03m03

m03
2
fm03m03

m03
2
fm0

12
0m0

32
1

	 ]z ,d ,
d
1,,Nz ,

d
1 ,d,,N m03m03 
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Продолжая аналогичную процедуру можно получить линей-
ные статистические модели с цифровым ДЧИМ с любой степе-
нью точности.

Полученные линейные статистические модели цифровой ди-
намической частотно-импульсной системы управления позво-
ляют довольно просто решать задачи статистического анализа и 
синтеза.

Например, математическое ожидание и дисперсия процесса 
ошибки x[qT] системы определяются соотношениями [2, 18, 19]:
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где Sf(ω) – спектральная плотность входного случайного сигнала f[qT].

Полученная линейная модель (4.4) системы с цифровым  МИЧИМ имеет 
ряд свойств. Например, решетчатая импульсная характеристика 
( )[ ]mT,T,T1 m0
i

0 γγ (4.14) равна нулю. Это ее свойство приводит к тому, что 
математическое ожидание процесса ошибки x[qT] равно нулю при 
использовании линейной модели цифровых интегральных частотно-
импульсных системы любой степени точности.

Покажем это на примере. При использовании первого приближения (S=1) 
получаем:

( ) ( ) ( )1,,1
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m01
ffm0

1
0x ττθ+
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Ядро разомкнутой цифровой системы ( )1,, m01 ττθ определяется 
соотношением:

,	 (4.17)
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Наличие в знаменателе ( )z ,, m01 ττθ  (4.19) множителя (z-1) 
приводит к тому, что
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Следовательно,

	
( ) ( ) 0m 1 ,,Lm fm0
1
0x =ττ= .	 (4.21)

Рассмотрим третье приближение (S=3). Тогда выражение 
(4.16) с учетом (4.14) примет вид
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Выражение для определения )z,z,z,,(N 321m03 ττ  согласно 
(4.1) имеет вид:
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Анализ (4.23) показывает, что если, хотя бы одно из сомножи-
телей произведения 321 zzz ⋅⋅  равно единице, то в связи с (4.23) 
можно заключить, что
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Следовательно,

	
( ) ( ) 0m 1 ,,Lm fm0
i
0x =ττ= .	 (4.25)

Из анализа ядер вольтерровской модели (4.15) системы с циф-
ровым модифицированным ДЧИМ можно заключить, что при 
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любом приближении величины математическое ожидание про-
цесса ошибки системы mx равно нулю.

С учетом (4.25) статистически линеаризованная модель систе-
мы примет вид:
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( ) ( ) 0m1,,Lm fm0
i
0x =ττ= .                                         (4.25)

Из анализа ядер вольтерровской модели (4.15) системы с цифровым 
модифицированным ДЧИМ можно заключить, что при любом приближении 
величины математическое ожидание процесса ошибки системы mx равно 
нулю.

С учетом (4.25) статистически линеаризованная модель системы примет 
вид:
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4.3 Определение статистических характеристик цифровых 
динамических частотно - импульсных систем управления с 
запаздыванием при наличии  помех

В цифровых динамических частотно - импульсных систем управления с 
запаздыванием при наличии  помех на систему в целом действуют случайные 
возмущения (помехи, белый шум и т.д.) Для оценки качества управления 
необходимо применить методы статистического анализа с учетом 
статистических характеристик [10]-[11]  В цифровых динамических частотно 
- импульсных систем управления с запаздыванием при наличии  помех  
происходит нелинейное преобразование случайных возмущений 
осуществляемое как фильтром, так и импульсным устройством цифрового 
модулятора.

Вольтерровские модели применяются для определения более точных 
статистических характеристик, благодаря которым выявляется взаимосвязь 
между управлением системы и возмущениями, оказываемыми на ЦДЧИИУС. 
Из проведенных ранее исследовании с применением Вольтерровских 
моделей в работах [9], [10], [11] известно о необходимости применения 
статистической линеаризации. Это объясняется тем, что определение точных 
статистических характеристик требует довольно трудоемкие вычисления.

На рис 3.1. была представлена цифровая динамическая частотно-
импульсная система управления , на входе которой действует стационарный 
процесс f[nT] с заданными или известными статистическими 
характеристиками и помеха ζ. 
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В работе [114] и в главе 3 построена дискретная стохастиче-
ская математическая модель динамических частотно-импульсных 
систем управления объектами с запаздыванием в классе дискрет-
ных функциональных рядов Вольтерра:
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где входной сигнал f[nT], i=1, 2,..., k, x[nT] - процесс ошибки системы.

Модель дискретной системы (4.1) устанавливает явную  связь между 
процессом ошибки x[nT] и входным сигналом f[nT], что  позволяет 
использовать ее для решения задач  статистического анализа. 

Статистические характеристики  процесса ошибки системы на основе 
вольтерровской модели определяются в виде
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Полученные в [115] соотношения для определения статистических 
характеристик процесса ошибки x[nT], с одной стороны, требуют довольно 
большого объема информации о статистических характеристиках входного 
процесса f[nT], а с другой, приводят к необходимости решения довольно 
сложной системы нелинейных уравнений. В связи с этим, при решении 
инженерных задач имеет смысл построение приближенных моделей для 
получения приемлемых результатов.

Одним из путей упрощения модели (4.28) является ее статистическая  
линеаризация, которая может проводиться двумя путями. В первом случае 

	 (4.27)
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процессом ошибки x[nT] и входным сигналом f[nT], что  позволяет 
использовать ее для решения задач  статистического анализа. 
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Полученные в [115] соотношения для определения статистических 
характеристик процесса ошибки x[nT], с одной стороны, требуют довольно 
большого объема информации о статистических характеристиках входного 
процесса f[nT], а с другой, приводят к необходимости решения довольно 
сложной системы нелинейных уравнений. В связи с этим, при решении 
инженерных задач имеет смысл построение приближенных моделей для 
получения приемлемых результатов.

Одним из путей упрощения модели (4.28) является ее статистическая  
линеаризация, которая может проводиться двумя путями. В первом случае 
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Полученные в [115] соотношения для определения статисти-
ческих характеристик процесса ошибки x[nT], с одной стороны, 
требуют довольно большого объема информации о статистиче-
ских характеристиках входного процесса f[nT], а с другой, при-
водят к необходимости решения довольно сложной системы не-
линейных уравнений. В связи с этим, при решении инженерных 
задач имеет смысл построение приближенных моделей для полу-
чения приемлемых результатов.
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Одним из путей упрощения модели (4.28) является ее стати-
стическая  линеаризация, которая может проводиться двумя путя-
ми. В первом случае линеаризация может быть проведена путем 
отбрасывания всех членов выше первого порядка в ряде (4.28), 
а во втором случае путем определения их статистических опти-
мальных линейных эквивалентов.

4.4	 Построение статистических линеаризованных 
моделей цифровой системы при наличии помех

На входе цифровой системы, построенной во втором разделе1, 
действует стационарный нормальный случайный процесс f[nT] с 
корреляционной функцией вида

	 mT2
ff e]mT[R α−σ= 	 (4.33)

Линеаризованные модели системы с дискретным модулято-
ром строятся  в следующем виде
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где mf и f0[nT] – соответственно математическое ожидание и  цен-
трированная составляющая входного случайного процесса f[nT], 
i – индекс способа линеаризации, 0ζ [mT] – центрированная со-
ставляющая случайной помехи.

Рассмотрим подробнее некоторые способы построения линей-
ных моделей  системы с дискретным  ДЧИМ.

Линеаризация системы в целом. За исходное нелинейное 
уравнение берется уравнение замкнутой системы (3.77). В дан-
ном случае в уравнениях отбрасываются члены выше первого 
порядка, в результате чего  решетчатые импульсные характе-
ристики 
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где fm и 0f [nT] – соответственно математическое ожидание и  
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индекс способа линеаризации, 0ζ [mT] – центрированная составляющая 
случайной помехи.

Рассмотрим подробнее некоторые способы построения линейных 
моделей  системы с дискретным  ДЧИМ.

Линеаризация системы в целом. За исходное нелинейное уравнение 
берется уравнение замкнутой системы (3.77). В данном случае в уравнениях 
отбрасываются члены выше первого порядка, в результате чего  решетчатые 
импульсные характеристики ( ) [ ]mT,T,T1 m0

1
0 γγ , ( ) [ ]mT,T,T1 m0

1
1 γγ и 

)mT,TT,(l m0
i γγζ в терминах z-преобразования определяются из следующих 

соотношений

                                   )1,,(С)1,,(L m000m0
)1(

0 γγ=γγ                                    (4.35)

                                   )z,,(С)z,,(L m001m0
)1(

1 γγ=γγ                                     (4.36)

 

94

линеаризация может быть проведена путем отбрасывания всех членов выше 
первого порядка в ряде (4.28), а во втором случае путем определения их 
статистических оптимальных линейных эквивалентов.

4.4  Построение статистических линеаризованных моделей цифровой 
системы при наличии помех

На входе цифровой системы, построенной во втором разделе1, действует 
стационарный нормальный случайный процесс f[nT] с корреляционной 
функцией вида

                                   mT2
ff e]mT[R α−σ=                                               (4.33)

Линеаризованные модели системы с дискретным модулятором строятся  
в следующем виде

]T)mn[()mT,TT,(l

]T)mn[()fmT,TT,(l)mmT,TT,(l]nT[x̂

0m,n

0
m0

i

0m,n

0
m0

i
1

0m
fm0

i
0

∑

∑∑
∞

=
ζ

∞

=

∞

=

−ζγγ+

+−γγ+γγ=
   (4.34)

где fm и 0f [nT] – соответственно математическое ожидание и  
центрированная составляющая входного случайного процесса f[nT], i –
индекс способа линеаризации, 0ζ [mT] – центрированная составляющая 
случайной помехи.

Рассмотрим подробнее некоторые способы построения линейных 
моделей  системы с дискретным  ДЧИМ.

Линеаризация системы в целом. За исходное нелинейное уравнение 
берется уравнение замкнутой системы (3.77). В данном случае в уравнениях 
отбрасываются члены выше первого порядка, в результате чего  решетчатые 
импульсные характеристики ( ) [ ]mT,T,T1 m0

1
0 γγ , ( ) [ ]mT,T,T1 m0

1
1 γγ и 

)mT,TT,(l m0
i γγζ в терминах z-преобразования определяются из следующих 

соотношений

                                   )1,,(С)1,,(L m000m0
)1(

0 γγ=γγ                                    (4.35)

                                   )z,,(С)z,,(L m001m0
)1(

1 γγ=γγ                                     (4.36)

 и 

94

линеаризация может быть проведена путем отбрасывания всех членов выше 
первого порядка в ряде (4.28), а во втором случае путем определения их 
статистических оптимальных линейных эквивалентов.

4.4  Построение статистических линеаризованных моделей цифровой 
системы при наличии помех

На входе цифровой системы, построенной во втором разделе1, действует 
стационарный нормальный случайный процесс f[nT] с корреляционной 
функцией вида

                                   mT2
ff e]mT[R α−σ=                                               (4.33)

Линеаризованные модели системы с дискретным модулятором строятся  
в следующем виде

]T)mn[()mT,TT,(l

]T)mn[()fmT,TT,(l)mmT,TT,(l]nT[x̂

0m,n

0
m0

i

0m,n

0
m0

i
1

0m
fm0

i
0

∑

∑∑
∞

=
ζ

∞

=

∞

=

−ζγγ+

+−γγ+γγ=
   (4.34)

где fm и 0f [nT] – соответственно математическое ожидание и  
центрированная составляющая входного случайного процесса f[nT], i –
индекс способа линеаризации, 0ζ [mT] – центрированная составляющая 
случайной помехи.

Рассмотрим подробнее некоторые способы построения линейных 
моделей  системы с дискретным  ДЧИМ.

Линеаризация системы в целом. За исходное нелинейное уравнение 
берется уравнение замкнутой системы (3.77). В данном случае в уравнениях 
отбрасываются члены выше первого порядка, в результате чего  решетчатые 
импульсные характеристики ( ) [ ]mT,T,T1 m0

1
0 γγ , ( ) [ ]mT,T,T1 m0

1
1 γγ и 

)mT,TT,(l m0
i γγζ в терминах z-преобразования определяются из следующих 

соотношений

                                   )1,,(С)1,,(L m000m0
)1(

0 γγ=γγ                                    (4.35)

                                   )z,,(С)z,,(L m001m0
)1(

1 γγ=γγ                                     (4.36)

 в тер-



97

минах z-преобразования определяются из следующих соотно-
шений

	

94

линеаризация может быть проведена путем отбрасывания всех членов выше 
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2 γγζ подбираются так, чтобы выход линейной системы (4.34) 

приближался к выходу нелинейной системы (4.28) в смысле  квадратичного 
критерия
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Данный способ статистической линеаризации базируется на  
представлении решения нелинейной системы уравнений функциональными 
рядами Вольтерра, что позволяет получить линейный статистический 
эквивалент системы с дискретным  ДЧИМ любой степени точности.

Рассмотрим первое приближение S=1. В этом случае (4.39) и (4.41) 
будут выглядеть следующим образом:
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Рассмотрим первое приближение S=1. В этом случае (4.39) и (4.41) 
будут выглядеть следующим образом:
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Подставляя в (4.38) уравнения (4.27) и (4.34) и решая задачу 
минимизации по 
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решетчатые импульсные характеристики ( ) [ ]mT,T,T1 m0

2
0 γγ , ( ) [ ]mT,T,T1 m0

2
1 γγ

и )mT,TT,(l m0
2 γγζ подбираются так, чтобы выход линейной системы (4.34) 

приближался к выходу нелинейной системы (4.28) в смысле  квадратичного 
критерия
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Данный способ статистической линеаризации базируется на  
представлении решения нелинейной системы уравнений функциональными 
рядами Вольтерра, что позволяет получить линейный статистический 
эквивалент системы с дискретным  ДЧИМ любой степени точности.
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Данный способ статистической линеаризации базируется на  
представлении решения нелинейной системы уравнений функциональными 
рядами Вольтерра, что позволяет получить линейный статистический 
эквивалент системы с дискретным  ДЧИМ любой степени точности.
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Данный способ статистической линеаризации базируется на  
представлении решения нелинейной системы уравнений функциональными 
рядами Вольтерра, что позволяет получить линейный статистический 
эквивалент системы с дискретным  ДЧИМ любой степени точности.

Рассмотрим первое приближение S=1. В этом случае (4.39) и (4.41) 
будут выглядеть следующим образом:
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Отсюда получим, что
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Выражения (4.45) и (4.47) совпадают соответственно с (4.36) и (4.38), 
т.е. в первом приближении получаем результат, совпадающий с  результатом 
первого способа линеаризации.

Рассмотрим второе приближение (S=2). В работе [115]  показано, что 
ядро второго порядка дискретной вольтерровской модели )z,,(С m002 γγ равно 
нулю. Тогда из выражений (4.43) и (4.45) следует, что результат второго 
приближения совпадает с результатом первого приближения.

Рассмотрим третье приближение (S=3). На основе результатов, 
полученных в [114,115] для определения линейного эквивалента исходной 
дискретной системы получаем следующие выражения 
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приближения совпадает с результатом первого приближения.
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вивалента исходной дискретной системы получаем следующие 
выражения

96

{ })T])mn[(fm)T](pn[(fM

)mT,TT,(С)mT,TT,(lm

0
f

0

0p,n,m
m001m0

1)2(
1

0m
f

−+−×

×γγ=γγ ∑∑
∞

=

∞

=                                   (4.43)

{ })T])mn[(m)T](pn[(M

)mT,TT,(С)mT,TT,(lm

0
f

0

0p,n,m
m002m0

1)2(

0m

−ζ+−ζ×

×γγ=γγ ∑∑
∞

=
ζ

∞

=
ζ                                (4.44)

Отсюда получим, что

                   )1,,(С)1,,(l m000m0
1)2(

0 γγ=γγ ,                                         (4.45)                                                                 

                )z,,(С)z,,(l m001m0
1)2(

1 γγ=γγ .                                           (4.46)

                )z,,(С)z,,(l m002m0
1)2( γγ=γγζ                                                      (4.47)

Выражения (4.45) и (4.47) совпадают соответственно с (4.36) и (4.38), 
т.е. в первом приближении получаем результат, совпадающий с  результатом 
первого способа линеаризации.

Рассмотрим второе приближение (S=2). В работе [115]  показано, что 
ядро второго порядка дискретной вольтерровской модели )z,,(С m002 γγ равно 
нулю. Тогда из выражений (4.43) и (4.45) следует, что результат второго 
приближения совпадает с результатом первого приближения.

Рассмотрим третье приближение (S=3). На основе результатов, 
полученных в [114,115] для определения линейного эквивалента исходной 
дискретной системы получаем следующие выражения 

)1,d,
d
1,,(С)1,

d
1,d,,(С)d,1,

d
1,,(С)

d
1,d,1,,(С

d),
d
1,1,,(С)

d
1,d,1,,(С)

d
1,d,1,,(Сm

)
d
1,d,1,,(С,1)

d
1,1,,(Сm)1,,(L)1,,(L

m000m000m000m000

m001m000
2

m001
2
f

m000
2
fm000

2
fm0

1)2(
0m0

3)2(
0

γγ+γγ+γγ+γγ+

+
 γγ+γγσ+γγ+

+



 γγσ+γγ+γγ=γγ

ζ          (4.48)	(4.48)

          (4.49)

              (4.50)

Продолжая аналогичную процедуру, можно получить линей-
ные статистические модели с дискретным ДЧИМ с любой степе-
нью точности.
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Продолжая аналогичную процедуру, можно получить линейные 
статистические модели с дискретным ДЧИМ с любой степенью точности.

Полученные линейные статистические модели цифровой динамической 
частотно-импульсной системы управления позволяют довольно просто 
решать задачи статистического исследования таких систем управления.

Например, математическое ожидание и дисперсия процесса ошибки 
x[nT] системы определяются соотношениями [116, 117]: 
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где  Sf(ω) – спектральная плотность входного случайного сигнала f[nT].
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Полученные линейные статистические модели цифровой ди-
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где Sf(ω) – спектральная плотность входного случайного сигнала 
f[nT].

4.5	 Статистический анализ цифровой системы  
с сигма частотно-импульсной модуляцией  
при наличии помех

В качестве эксперимента рассмотрим типовую цифровую ди-
намическую частотно-импульсную систему с запаздыванием, 
структурная схема которой представлена на рисунке 4.1.

Рисунок 4.1 – структурная схема цифровой системы
где f – входная дискретная последовательность,  

ζ – случайная помеха на входе объекта управления.
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Цифровая система с сигма частотно-импульсной модуляции 
характеризуется линейным управляемым объектом и имеет пере-
даточную функцию:
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и порогом срабатывания Δ импульсного устройства.
На входе системы действует дискретная случайная последова-

тельность импульсов с корреляционной функцией

	 mT2
ff e]mT[R α−σ=  	 (4.56)

Задача экспериментального исследования заключается в выяс-
нении влияния периода дискретизации Т на статистические свой-
ства типовой ЦДЧИИУС с запаздыванием.

 Вычисление дисперсии 
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 производилось с одной стороны, 
статистическим моделированием (по методу Монте-Карло), а с 
другой расчетными формулами, полученные путем статистиче-
ской линеаризации замкнутой системы, статистической линеари-
зации в целом и оптимальной линеаризации в работах со вторым 
способом линеаризации.

Расчетная формула дисперсии ошибки, с учетом проведенной 
нами линеаризации имеет следующий вид:
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Изображения ядер ряда (3.2) разомкнутой системы имеют вид:
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с коэффициентами: 
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В терминах z - преобразования передаточная функция объекта с 
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В терминах z – преобразования передаточная функция объекта 
с запаздыванием имеет следующий вид:
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с коэффициентами: 

                
;b3be 31

1
ρσ

−
= ;be 3

3
3

ρσ
= )

2
1exp(

2
2b 21

ρσ
−

π
=

)11()
2

1exp(
22

2b 223 −
σ

⋅
σ

−⋅
π

=
ρρ .

В терминах z - преобразования передаточная функция объекта с 
запаздыванием имеет следующий вид:
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Передаточная функция получена путем линеаризации системы в целом и 
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Используя структурную схему представленную на рисунок 4.2 
определим передаточную функцию показывающая зависимость ошибки от 
дискретной последовательности на входе  
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В численных экспериментах  f задается как  входная дискретная 
случайная последовательность с корреляционной функцией 
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где  ζ – случайная помеха на входе объекта управления сгенерированная 
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Передаточная функция получена путем линеаризации систе-
мы в целом и имеет вид:

101

                  )dhH/ddH/dd(kP 16211212 −−=     (4.68)

                  )H/ddH/dh(kP 1411163 −+=       (4.69)

                  )dhH/dH/dd(kP 13111414 −−=      (4.70)

                  WTjwT

фИ

ф

6 edez
Tесли,h
Tесли,T

h ==








<τ

≥τ
=      (4.71)

);Hhexp(d 162 = ;1d 3 = );hexp(d 34 α⋅= Тh);THexp(d 0311 γ=−= (4.72)

Передаточная функция получена путем линеаризации системы в целом и 
имеет вид: 

))d,1,z,d(С)d,d,1,z(С)d,1,d,z(С(
))z,d,d,1(С),z,d,1,d(С),d,z,d,1(С)d,1,z,d(С

)d,1,z,d(С)d,d,1,z(С)d,1,d,z(С()e(С)e(L

020202
2

01010101

010101
2
j

Tj
00

Tj
1

++σ+

+++++

+++σ+=

ζ

ωω

(4.73)

Используя структурную схему представленную на рисунок 4.2 
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и передаточную функцию показывающая зависимость ошибки от 
помехи

	
)z(H)z(M1

)z(H
)z(
)z(x)z(W

⋅+
−

=
ζ

=ζ 	 (4.75)

В численных экспериментах  f задается как  входная дискрет-
ная случайная последовательность с корреляционной функцией

	 mT2
ff e]mT[R α−σ= 	 (4.76)

где  ζ – случайная помеха на входе объекта управления сгенери-
рованная как последовательность случайных чисел с корреляци-
онной функцией

	 mT2e]mT[R β−
ζζ σ= 	 (4.77)

Зависимость дисперсии ошибки  2
xσ  (4.31)  найдена как функ-

ция от периода дискретизации Т при различных Т1, где

Т1=h/T2

h1=5

42 =σρ
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Линия с точками – аналитический метод основанный на оп-
тимальной линеаризации в целом, непрерывная линия  – метод 
Монте – Карло, 0 – линия с символами «0»- статистическая ли-
неаризация.

На рисунке 4.2 приведены зависимости дисперсии ошибки 
системы от периода дискретизации Т при различных значениях 
параметров системы.

Рисунок 4.2 – Зависимости дисперсии ошибки 2
xσ  от периода   

дискретизации Т при различных Т1 

103

                                                                                              

Рисунок 4.2 - Зависимости дисперсии ошибки 2
xσ от периода   

дискретизации Т при различных Т1 (
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τ
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Из анализа этих зависимостей можно сделать вывод о приемлемом 
совпадении результатов цифрового статистического моделирования системы 
и аналитического метода, основанного на оптимальной линеаризации 
системы в целом.
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Оптимальная линеаризация 
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Из анализа этих зависимостей можно сделать вывод о прием-
лемом совпадении результатов цифрового статистического мо-
делирования системы и аналитического метода, основанного на 
оптимальной линеаризации системы в целом.

Таблица 4.1 – Показатели графиков на рисунке 4.2

Т1 = 1
Т 0.5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

метод 
Монте-Карло

5,1 4,3 3,8 3,4 3,3 3,3 3,3 3,3 3,3 3,3 3,2

аналитиче-
ский метод

3,2 2,7 1,8 1,0 1,2 1,4 1,5 2,4 2,8 3,1 3,3

аналитиче-
ский метод

5,7 4,3 4,1 4,0 3,3 3,0 2,9 2,9 3,2 3,7 3,8

Т1 = 2
метод 
Монте-Карло

15,4 14,0 11,3 9,2 7,8 6,3 5,7 5,0 4,2 4,0 3,8

аналитиче-
ский метод

10,2 9,5 8,0 7,0 6,0 5,4 4,0 3,9 3,7 3,7 3,6

аналитиче-
ский метод

13,5 13,0 10,5 10,0 9,5 6,8 6,4 6,1 5,0 4,5 4,2

Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод о 
стремлении дисперсии процесса ошибки системы к дисперсии 
входного процесса с увеличением периода дискретизации. Этот 
факт объясняется тем, что с увеличением периода дискретизации 
система стремится к разомкнутому виду. Уменьшение периода 
дискретизации улучает статистические характеристики системы.

4.6	 Вычислительная эффективность алгоритма 
управления

Спроектированная цифровая динамическая частотно-импуль-
сная информационно-управляющая система требует достаточного 
быстродействия, что накладывает определенные ограничения на 
количество вычислений в режиме реального времени. Многие ал-
горитмы адаптивного управления, синтезированные  для объектов 
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с запаздыванием, требуют решения задач с высокой вычислитель-
ной нагрузкой. Предложенный нами подход основан на простых 
операциях с входными и выходными сигналами. Для оценки слож-
ности предложенного нами алгоритма мы рассматриваем количе-
ство операции с плавающей точкой (Flops) на одну итерацию вы-
числения заданную уравнениями (3.17)-(3.26). В целях сравнения 
мы также рассчитали количество операции с плавающей точкой, 
для такой известной вычислительной задачи как инвертирование 
матрицы. Как правило, сложность регулятора зависит от порядка 
системы. Поэтому инвертирование производится на матрице,  раз-
мерность которой соответствует порядку системы. Результаты по-
казаны на рисунок 4.4, где порядок системы меняется от 1 до 4.

Рисунок 4.4  –  Вычислительная эффективность алгоритма

Неоспоримым преимуществом нашей методики является ли-
нейная, а не экспоненциальная зависимость от порядка системы.

Листинг кода программы для вычисления и проверки эффек-
тивности алгоритма управления приведен в приложении Г.
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5	 СИНТЕЗ ЦИФРОВЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ  ЧАСТОТНО-
ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ  АВТОМАТИЧЕСКОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ОБЪЕКТАМИ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

5.1	 Общая схема синтеза цифровых динамических 
частотно-импульсных систем  автоматического 
управления объектами с запаздыванием

Рассматривается цифровая динамическая  частотно-импуль-
сная система  автоматического управления объектами с запазды-
ванием, структурная схема которой приведена на рисунке 2.1.

Содержательное описание преобразований, осуществляющих-
ся в системе, и математическое описание цифровая ИЧИСАУ объ-
ектами с запаздыванием подробно приведены во втором разделе.

Эффективность функционирования системы характеризуется 
статистическим критерием [1, 6, 20]:

	 ,MQ(x)I = ,	 (5.1)

где M–знак математического ожидания; Q(x)– заданная функция 
от ошибки.

Этот критерий охватывает многие известные виды критериев 
качества [2]. Например, если

	 2 xQ(x) = ,	 (5.2)

то получим среднеквадратичное отклонение ошибки. Если

	




<>
≤≤

=
12

21

dx,dx,1
dxd,0

)x(Q ,	 (5.3)

то получим вероятность выхода ошибки из заданных допусков 
(d1,d2)

Как видно из вышеприведенного описания модулятора, при-
меняемого для управления объектами с запаздыванием он ха-
рактеризуется последовательностью своих параметров c1, ¼ ,cn .  
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Например, в случае модифицированного ИЧИМ введя обозна-
чения
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то получим вероятность выхода ошибки из заданных допусков (d1,d2)

Как видно из вышеприведенного описания модулятора, применяемого 
для управления объектами с запаздыванием он характеризуется 
последовательностью своих параметров c1, … ,cn . Например, в случае 
модифицированного ИЧИМ введя обозначения 

,c,ck,cγ,cA,cΔ 5m4u321 =τ====

получим, что модифицированный интегральный частотно-импульсный 
модулятор с прямоугольными импульсами характеризуется вектором, 
состоящим из пяти параметров:

получим, что модифицированный интегральный частотно-им-
пульсный модулятор с прямоугольными импульсами характери-
зуется вектором, состоящим из пяти параметров:

	 .]c,c,c,c,c[c T
54321= 	 (5.4)

Аналогично модифицированный ∑-ЧИМ характеризуется 
вектором, компонентами которого являются шесть параметров:

	 .]c,c,c,c,c,c[c T
654321= .	 (5.5)

где 
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                                          .]c,c,c,c,c[c T
54321=

                        (5.4)

Аналогично модифицированный ∑ -ЧИМ характеризуется вектором, 
компонентами которого являются шесть параметров:

.]c,c,c,c,c,c[c T
654321=

                                             (5.5)
где 6m5v4v321 c,cp,cc,cγ,cA,cΔ =τ===== .

В случае линейного фильтра (5.4) модифицированный ДЧИМ 
характеризуется )3ll( 0

1 ++ - мерным вектором:

                                 .]c,,c,c[c T
)3ll(21 0

1 ++
= 

                                   (5.6)

В нелинейном случае ДЧИМ также характеризуется вектором из 
постоянных параметров

                                                 ,)c,,c(c T
n1 


=                                 (5.7)

размерность которого определяется числом используемых членов ряда 
Вольтера. Эти параметры могут выбираться из допустимой области, 
задаваемой в общем случае в виде

                                             0x[qT])ρ(M ≤ .                            (5.8)

5.2. Параметрический  синтез цифровой динамической  частотно-
импульсной системы  автоматического управления объектами с 
запаздыванием

В связи с вышеприведенной формализацией процесса 
функционирования автоматической системы с цифровой динамической 
частотно-импульсной модуляцией,  используемой при управлении объектами 
с запаздыванием, математическая постановка задачи ее параметрического 
синтеза примет вид: следует определить вектор постоянных параметров c

(5.5)–(5.7) из условия минимума критерия качества вида (4.1) при 
соответствующих ограничениях (5.7) – (5.14) и (5.8).

Задача параметрического синтеза цифровых ДЧИСАУ объектами с 
запаздыванием, содержательное описание которой дано в 2.1, математически 
формулируется следующим образом [2, 39]:
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1 ++  – мерным вектором:

	 .]c,,c,c[c T
)3ll(21 0
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5.2	 Параметрический синтез цифровой динамической  
частотно-импульсной системы  автоматического 
управления объектами с запаздыванием

В связи с вышеприведенной формализацией процесса функци-
онирования автоматической системы с цифровой динамической 
частотно-импульсной модуляцией,  используемой при управ-
лении объектами с запаздыванием, математическая постановка 
задачи ее параметрического синтеза примет вид: следует опре-
делить вектор постоянных параметров с (5.5)–(5.7) из условия 
минимума критерия качества вида (4.1) при соответствующих 
ограничениях (5.7) – (5.14) и (5.8).

Задача параметрического синтеза цифровых ДЧИСАУ объек-
тами с запаздыванием, содержательное описание которой дано в 
2.1, математически формулируется следующим образом [2, 39]:

min])qT[x(MQ →

при ограничениях

	 ,0])qT[x(M ≤ρ 	 (5.9)

	 [ ] [ ] [ ]qTzqTfqTx −= ;	 (5.10)

	 ( ) [ ]∑
∞

=

∗⊕=
0k

k

kk qTyhqTz ;	 (5.11)

	 [ ] ( )[ ]TqqqT*y 1n1n ++ −δλ= ;	 (5.12)

[ ] ∆λ=−≤≤+=− +++ 1n1nn1n }0qqT0Tq],qT[x,c{W0Tqy ;	 (5.13)

	 [ ]0Tqysign 1n1n −=λ ++ ;	 (5.14)

	 [ ] 00Tqy 1n =++ 	 (5.15)

где x[qT]–сигнал ошибки системы, f[qT] – входной стационарный 
случайный процесс системы, z[nT] –выходной сигнал непрерыв-
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ной части, в состав которой помимо управляемого объекта с запаз-
дыванием входит формозадающий фильтр, )Tq,,q,(w k1Tm

~

k ⋅⋅⋅τ )Tq,,q,(w k1Tm

~

k ⋅⋅⋅τ  
–  

импульсные характеристики вольтерровского ряда (2.48), 
]qT[y*

 – сигнал на выходе идеального ИЧИМ, ∆ – порог сраба-
тывания импульсного устройства, y[qT] – выходной сигнал филь-
тра в ДЧИМ.

Суть предлагаемой в работе методики решения задачи пара-
метрического синтеза (5.9)  – (5.15) заключается в осуществле-
нии преобразования исходной задачи к задаче поиска экстремума 
функции многих переменных [17, 18]:

	 min)c(F → , при 0)c(P ≤ 	 (5.16)

путем исключения из уравнений (5.9)-(5.15) переменных x, y, 
z. Такое преобразование может быть осуществлено разными 
путями. В работе предлагается три подхода к преобразованию, 
каждый из которых, с одной стороны, непосредственно решает 
исходную задачу, а с другой стороны, каждый предыдущий путь 
служит основанием для последующего, более рационального с 
практической точки зрения. Процедура исключения переменных 
x, y, z из математической модели исходной системы содержит 
принципиальные трудности. Как видно из уравнений (5.9)–(5.15), 
математическое описание системы содержит неявное функци-
ональное соотношение (5.13), причем уравнения (2.80) и (2.82) 
связаны между собой через это функциональное соотношение. 
В моменты времени, когда удовлетворяется соотношение (5.13), 
изменяется правая часть уравнения(2.80) (на входе управляемого 
объекта появляется импульс) и силу уравнения (2.85) – осущест-
вляется сброс. В связи с этим система уравнений (2.79) – (2.85) не 
допускает непосредственного решения, а, следовательно, невоз-
можно исключить переменные x, y, z из этих уравнений для пре-
образования исходной задачи к виду (2.86). Описанные трудности 
связаны с особенностями режима функционирования фильтра в 
ДЧИМ. Этот режим характеризуется наличием операции сброса, 
которая заключается в обнулении через конечные моменты вре-
мени всех накопителей энергии в фильтре с помощью сигналов 
неявной обратной связи от импульсного устройства, и после это-
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го принудительном удерживании сигнала ошибки системы в те-
чение времени запаздывания объекта в нулевом состоянии.

Предлагаемый в работе первый путь сводится к тому, чтобы 
найти такую структуру частотно-импульсной системы, которая, 
с одной стороны, точно воспроизводит процессы, протекающие 
в исходной системе, и с другой–исключает “параметрические” 
обратные связи. Во втором разделе была предложена процеду-
ра построения эквивалентной замкнутой системы с релейно-ги-
стерезисной нелинейностью, обладающей описанными выше 
свойствами. Замена модифицированного ДЧИМ эквивалентной 
структурой позволяет исключить из математической модели си-
стемы неявные функциональные соотношения. В результате ма-
тематическая модель системы с линейным фильтром с простыми 
полюсами приобретает следующий вид:

	 [ ] [ ] [ ]qTzqTfqTx −= ;	 (5.17)

	 ( ) [ ]∑
∞

=

∗⊕=
0k

k

kk qTyhqTz ;	 (5.18)

	 [ ] [ ]( )qTvqTy ϕ=∗ ;	 (5.19)

	 [ ] [ ]
∆

=
qTyqTv ;	 (5.20)
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µ−η−−δ−+

+−=
;	 (5.21)

	  ]]T[s]T)r[(q  x[rT][rT]
r

0
m

θθ−=µ ∑
=θ

γ
;	 (5.22)

	 [ ] [ ]qTvqTs 2= ,	 (5.23)

где yi([qT] – выходной сигнал элементарного звена фильтра, по-
лучающегося при разложении фильтра на l параллельно соеди-
ненных звеньев с передаточными функциями
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,
dz

c
)z(W

i

i

i

v

v
v −

=

где v[qT]  – выходной сигнал блока формирования импульсов, 

s[qT] – сигнал сброса,  (z)}{GZ[rT]q
mm

-1
γγ = , ]z-[1

1-z
z(z)G m

m
-γ

γ = .

С учетом уравнений (2.87) – (2.93) исходная задача параметри-
ческого синтеза примет вид

min])qT[x(MQ →

при ограничениях

	 ,0])qT[x(M ≤ρ ,	 (5.24)
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 ]]T[s]T)r[(q  x[rT][rT]
r

0
m

θθ−=µ ∑
=θ

γ ;

[ ] [ ]qTvqTs 2= ,

 В полученной задаче (5.24) отсутствует функциональное от-
ношение вида (2.83) и она в принципе может быть сведена к па-
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раметрическому виду (5.86). Однако задача (5.24) аналитически 
трудно разрешима относительно переменных x, y, z, так как пред-
ставляет собой систему нелинейных интегральных уравнений. 
Поэтому для ее решения используются приближенные методы.

Второй подход к преобразованию исходной задачи к виду 
(2.86), предлагаемый в работе, заключается в применении аппа-
рата функциональных рядов Вольтерра к задаче (2.94). В работе 
[5, 11] показана процедура построения вольтерровской модели 
системы, которая заключается в последовательном размыкании 
замкнутых контуров на основе решения соответствующих урав-
нений с помощью функциональных рядов Вольтерра. Во втором 
разделе работы получена вольтерровская модель ДЧИСАУ объек-
тами с запаздыванием в виде

	 [ ] [ ]∑
∞

= 



 ⊕=

1k

k

k qTfnqTx 	 (5.25)

где ( )Tq,...,Tq,T,T,cn k1m0k γγ  – импульсные характеристики 
замкнутой системы, зависящие от параметров модулятора.

Вольтерровская модель (5.25) описывает явную связь между 
процессом ошибки x(t) и входным процессом f(t) системы. С по-
мощью этой модели исключаются переменные x, y, z из уравне-
ний задачи (2.94), и задача приводится к параметрическому виду 
(2.86)

[ ] minqTfn[MQ
1k

k

k →




 ⊕∑

∞

=

при

	 [ ] 0]qTfn[M
1k

k

k∑
∞

= 



 ⊕ρ .	 (5.26)

Во многих практических случаях удобно вместо задачи (5.26) 
использовать задачу, полученную путем статистической лине-
аризации вольтерровской модели (2.95) [2, 5]. Линейная модель 
ДЧИСАУ объектами с запаздыванием в подразделе 5.2 получена 
в виде
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fm0

i
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где индекс i указывает на различие способов получения соот-
ветствующих импульсных характеристик ( )( )mT,T,T,c1 m0

i
0 γγ , 

( )[ ]mT,T,T,c1 m0
i

1 γγ .
На основе линейной модели (2.97) задача, решаемая в данной 

работе, представляется в виде
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при

( ) ( ) ( ) [ ] ( )[ ] 0)TmqfmT,T,T,c1mmT,T,T,c1(M
0m

0
m0

i
1
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fm0
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=

∞

=
.

Таким образом,  использование при синтезе частотно-импуль-
сной системы ее вольтерровской модели позволяет получить 
асимптотически точный результат. В практических применениях 
число элементов вольтерровской модели системы  конечно, что 
приводит к появлению погрешности. Однако эту погрешность 
можно уменьшить увеличивая число элементов модели. И нако-
нец, вольтерровская модель позволяет формировать различные 
типы линейных моделей, что делает метод параметрического 
синтеза приближенным, но зато более простым с вычислитель-
ной точки зрения.
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5.3	 Параметрический синтез цифровых динамических 
частотно-импульсных систем автоматического 
управления при среднеквадратичном критерии 
качества

Одним из наиболее часто используемых на практике крите-
риев качества при разработке автоматических систем является 
среднее квадратичное отклонение процесса ошибки [36, 38, 45, 
46]. Этот критерий является частным случаем критерия общего 
вида (2.71) при выполнении соотношения (2.72). С использова-
нием этого критерия задача оптимизации ДЧИСАУ объектами с 
запаздыванием  формулируется следующим образом [18]:

	 min)m]qT[x{M 2
x →− 	 (5.29)

при ограничениях

	 ,0])qT[x(M ≤ρ ,	 (5.30)

	 [ ] [ ] [ ]qTzqTfqTx −= ;	 (5.31)

	 ( ) [ ]∑
∞

=

∗⊕=
0k

k

kk qTyhqTz ;	 (5.32)

	 [ ] ( )[ ]TqqqT*y 1n1n ++ −δλ= ;	 (5.33)

[ ] ∆λ=−≤≤+=− +++ 1n1nn1n }0qqT0Tq],qT[x,c{W0Tqy ;	 (5.34)

	 [ ]0Tqysign 1n1n −=λ ++ ;	 (5.35)

	 [ ] 00Tqy 1n =++ 	 (5.36)

Для решения задачи (5.29), (5.30) – (5.36) построим для исход-
ной системы эквивалентную структурную модель, сформируем 
вольтерровскую модель полученной эквивалентной системы, ко-
торая описывается следующим образом:
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	 [ ] [ ]∑
∞

= 



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1k

k

k qTfnqTx .	 (5.37)

Импульсные характеристики nk(t1, ¼ , tk, c) ряда (4.37) опре-
деляются из соотношений (2.87). Подставляя ряд (5.37) в крите-
рий качества (5.2) с учетом (2.1)  и  (2.2) имеем
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[ ]0Tqysign 1n1n −=λ ++ ;                                           (5.35)

[ ] 00Tqy 1n =++                                                               (5.36)

Для решения задачи (5.29), (5.30) – (5.36) построим для исходной 
системы эквивалентную структурную модель, сформируем вольтерровскую 
модель полученной эквивалентной системы, которая описывается 
следующим образом:
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k qTfnqTx .                                      (5.37)

Импульсные характеристики nk(t1, … , tk, c) ряда (4.37) определяются из 
соотношений (2.87). Подставляя ряд (5.37) в критерий качества (5.2) с учетом 
(2.1)  и  (2.2) имеем
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Задача (5.23) не содержит переменных x, y, z и имеет параметрический 
вид (2.86). Однако в вычислительном отношении ее решение является весьма 
трудоемким, так как связано с необходимостью решения систем сложных 
нелинейных уравнений. Кроме того, целевая функция содержит, как это 
видно из (5.23), многомерные моментные функции, определение которых на 
практике сопровождается значительными трудностями вычислительного 
характера.

С целью упрощения полученной задачи (5.38) используем 
статистическую линеаризацию вольтерровской модели системы. Суть и 
методика линеаризации были изложены в пункте 2.3, и линейный 
статистический эквивалент системы получается в виде
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Задача (5.23) не содержит переменных x, y, z и имеет пара-
метрический вид (2.86). Однако в вычислительном отношении 
ее решение является весьма трудоемким, так как связано с не-
обходимостью решения систем сложных нелинейных уравнений. 
Кроме того, целевая функция содержит, как это видно из (5.23), 
многомерные моментные функции, определение которых на 
практике сопровождается значительными трудностями вычисли-
тельного характера.

С целью упрощения полученной задачи (5.38) используем 
статистическую линеаризацию вольтерровской модели системы. 
Суть и методика линеаризации были изложены в пункте 2.3, и 
линейный статистический эквивалент системы получается в виде
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	 (5.39)

где i=1, 2, 3, 4– способ линеаризации.
Подставляя выражение линейного статистического эквивален-

та (5.39) для различных способов линеаризации в известную фор-
мулу для вычисления дисперсии [42]
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где i=1, 2, 3, 4– способ линеаризации.

Подставляя выражение линейного статистического эквивалента (5.39) 
для различных способов линеаризации в известную формулу для вычисления 
дисперсии [42]
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получим четыре модификации задачи вида (5.38).

С целью упрощения задачи (5.38) в дальнейшем при ее решении 
используются статистически линеаризованные модели (5.39). Тогда задача 
(5.38) представляется в виде
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где Sf(ω) – спектральная плотность входного случайного сигнала f[qT],
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 γγ=γγ – Z-преобразование от 

импульсной характеристики ( ) ( )c,mT,Т,T1 m0
i

1
γγ линеаризованной модели 

замкнутой системы (5.38).

Первая из этих задач основана на модели (5.35), когда в 
вольтерровских моделях ДЧИМ и управляемого объекта отбрасывают члены 
порядка выше первого. В этом случае изображения ядер линейного 
статистического эквивалента (5.39) примут вид
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Подставляя (4.42) в (4.40), приведем задачу (4.38) к виду

,	 (5.40)

получим четыре модификации задачи вида (5.38).
С целью упрощения задачи (5.38) в дальнейшем при ее ре-

шении используются статистически линеаризованные модели 
(5.39). Тогда задача (5.38) представляется в виде
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где i=1, 2, 3, 4– способ линеаризации.

Подставляя выражение линейного статистического эквивалента (5.39) 
для различных способов линеаризации в известную формулу для вычисления 
дисперсии [42]
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получим четыре модификации задачи вида (5.38).

С целью упрощения задачи (5.38) в дальнейшем при ее решении 
используются статистически линеаризованные модели (5.39). Тогда задача 
(5.38) представляется в виде
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замкнутой системы (5.38).

Первая из этих задач основана на модели (5.35), когда в 
вольтерровских моделях ДЧИМ и управляемого объекта отбрасывают члены 
порядка выше первого. В этом случае изображения ядер линейного 
статистического эквивалента (5.39) примут вид
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Подставляя (4.42) в (4.40), приведем задачу (4.38) к виду

где Sf(ω) – спектральная плотность входного случайного сигнала 
f[qT], 
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где i=1, 2, 3, 4– способ линеаризации.

Подставляя выражение линейного статистического эквивалента (5.39) 
для различных способов линеаризации в известную формулу для вычисления 
дисперсии [42]
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Подставляя (4.42) в (4.40), приведем задачу (4.38) к виду

 линеа-
ризованной модели замкнутой системы (5.38).

Первая из этих задач основана на модели (5.35), когда в воль-
терровских моделях ДЧИМ и управляемого объекта отбрасывают 
члены порядка выше первого. В этом случае изображения ядер 
линейного статистического эквивалента (5.39) примут вид
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Сформулированная задача легко реализуема в вычислительном 
отношении. Вместе с тем в ней не учитываются нелинейности модулятора и 
управляемого объекта. Поэтому решение данной задачи целесообразно 
использовать для первоначальной приближенной оценки областей 
оптимальных параметров ДЧИСАУ объектами с запаздыванием в условиях 
минимума затрат машинного времени. Такая задача решается на этапе 
проектирования систем с целью обоснования предварительного выбора 
оптимальных проектных решений.

При формировании второй задачи из класса (5.38) за исходную модель 
принимается линеаризованная вольтерровская модель (2.32) разомкнутой 
системы. Изображения ядер этой модели определяются из следующих 
соотношений:
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Преобразованная задача в этом случае имеет вид
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В этой задаче, как видно из (5.45), учитываются особенности 
нелинейного преобразования случайного процесса, осуществляемого в 
управляемом объекте. Поэтому задачу (5.46) целесообразно использовать при 
синтезе частотно-импульсных систем объектами с запаздыванием с 
существенно нелинейной непрерывной частью для уточнения областей 
оптимальных параметров, полученных в результате решения первой задачи.
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В этой задаче, как видно из (5.45), учитываются особенности 
нелинейного преобразования случайного процесса, осуществляемого в 
управляемом объекте. Поэтому задачу (5.46) целесообразно использовать при 
синтезе частотно-импульсных систем объектами с запаздыванием с 
существенно нелинейной непрерывной частью для уточнения областей 
оптимальных параметров, полученных в результате решения первой задачи.

	 (5.44)
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Преобразованная задача в этом случае имеет вид
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В этой задаче, как видно из (5.45), учитываются особенности 
нелинейного преобразования случайного процесса, осуществляемого в 
управляемом объекте. Поэтому задачу (5.46) целесообразно использовать при 
синтезе частотно-импульсных систем объектами с запаздыванием с 
существенно нелинейной непрерывной частью для уточнения областей 
оптимальных параметров, полученных в результате решения первой задачи.

	(5.45)
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Преобразованная задача в этом случае имеет вид
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Сформулированная задача легко реализуема в вычислительном 
отношении. Вместе с тем в ней не учитываются нелинейности модулятора и 
управляемого объекта. Поэтому решение данной задачи целесообразно 
использовать для первоначальной приближенной оценки областей 
оптимальных параметров ДЧИСАУ объектами с запаздыванием в условиях 
минимума затрат машинного времени. Такая задача решается на этапе 
проектирования систем с целью обоснования предварительного выбора 
оптимальных проектных решений.

При формировании второй задачи из класса (5.38) за исходную модель 
принимается линеаризованная вольтерровская модель (2.32) разомкнутой 
системы. Изображения ядер этой модели определяются из следующих 
соотношений:
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В этой задаче, как видно из (5.45), учитываются особенности 
нелинейного преобразования случайного процесса, осуществляемого в 
управляемом объекте. Поэтому задачу (5.46) целесообразно использовать при 
синтезе частотно-импульсных систем объектами с запаздыванием с 
существенно нелинейной непрерывной частью для уточнения областей 
оптимальных параметров, полученных в результате решения первой задачи.

	(5.46)

В этой задаче, как видно из (5.45), учитываются особенности 
нелинейного преобразования случайного процесса, осуществляе-
мого в управляемом объекте. Поэтому задачу (5.46) целесообраз-
но использовать при синтезе частотно-импульсных систем объек-
тами с запаздыванием с существенно нелинейной непрерывной 
частью для уточнения областей оптимальных параметров, полу-
ченных в результате решения первой задачи.

Третья задача из класса (5.38) основывается на линеаризации 
вольтерровской модели замкнутой системы (2.54), изображения 
ядер которой имеют вид:
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Третья задача из класса (5.38) основывается на линеаризации 
вольтерровской модели замкнутой системы (2.54), изображения ядер которой 
имеют вид:
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где )c,Tq,,Tq,( r1m,0r
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ττθ –ядра вольтерровской модели 

разомкнутой системы, определяемые отношениями (2.54).

Тогда задача (5.38) приобретает следующий вид:
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В этой задаче по сравнению с предыдущей задачей учитываются 
свойства нелинейного преобразования случайного процесса не только 
управляемым объектом, но и, как видно из (2.34) и (2.54), модулятором. 
Следовательно, данную задачу можно использовать при существенно 
нелинейных управляемых объектах с запаздыванием для уточнения границы 
областей оптимальных параметров, построенных на основе решения 
предыдущих задач, по отдельным параметрам, существенно зависящим от 
нелинейных свойств модулятора.

Преобразование задачи (5.48) к виду (5.38) может быть основано на 
линейном статистическом эквиваленте модели замкнутой системы, 
полученном путем минимизации средней квадратичной ошибки 
приближения. В этом случае задача (5.38) принимает следующий вид:
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Третья задача из класса (5.38) основывается на линеаризации 
вольтерровской модели замкнутой системы (2.54), изображения ядер которой 
имеют вид:
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разомкнутой системы, определяемые отношениями (2.54).

Тогда задача (5.38) приобретает следующий вид:
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В этой задаче по сравнению с предыдущей задачей учитываются 
свойства нелинейного преобразования случайного процесса не только 
управляемым объектом, но и, как видно из (2.34) и (2.54), модулятором. 
Следовательно, данную задачу можно использовать при существенно 
нелинейных управляемых объектах с запаздыванием для уточнения границы 
областей оптимальных параметров, построенных на основе решения 
предыдущих задач, по отдельным параметрам, существенно зависящим от 
нелинейных свойств модулятора.

Преобразование задачи (5.48) к виду (5.38) может быть основано на 
линейном статистическом эквиваленте модели замкнутой системы, 
полученном путем минимизации средней квадратичной ошибки 
приближения. В этом случае задача (5.38) принимает следующий вид:
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где )c,Tq,,Tq,( r1m,0r ττθ  – ядра вольтерровской модели ра-
зомкнутой системы, определяемые отношениями (2.54).

Тогда задача (5.38) приобретает следующий вид:

	 }0)c(g:d)(S 3f ≤ωω× .	 (5.49)

В этой задаче по сравнению с предыдущей задачей учитыва-
ются свойства нелинейного преобразования случайного процес-
са не только управляемым объектом, но и, как видно из (2.34) и 
(2.54), модулятором. Следовательно, данную задачу можно ис-
пользовать при существенно нелинейных управляемых объектах 
с запаздыванием для уточнения границы областей оптимальных 
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параметров, построенных на основе решения предыдущих задач, 
по отдельным параметрам, существенно зависящим от нелиней-
ных свойств модулятора.

Преобразование задачи (5.48) к виду (5.38) может быть осно-
вано на линейном статистическом эквиваленте модели замкнутой 
системы, полученном путем минимизации средней квадратичной 
ошибки приближения. В этом случае задача (5.38) принимает сле-
дующий вид:
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Третья задача из класса (5.38) основывается на линеаризации 
вольтерровской модели замкнутой системы (2.54), изображения ядер которой 
имеют вид:
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разомкнутой системы, определяемые отношениями (2.54).

Тогда задача (5.38) приобретает следующий вид:
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В этой задаче по сравнению с предыдущей задачей учитываются 
свойства нелинейного преобразования случайного процесса не только 
управляемым объектом, но и, как видно из (2.34) и (2.54), модулятором. 
Следовательно, данную задачу можно использовать при существенно 
нелинейных управляемых объектах с запаздыванием для уточнения границы 
областей оптимальных параметров, построенных на основе решения 
предыдущих задач, по отдельным параметрам, существенно зависящим от 
нелинейных свойств модулятора.

Преобразование задачи (5.48) к виду (5.38) может быть основано на 
линейном статистическом эквиваленте модели замкнутой системы, 
полученном путем минимизации средней квадратичной ошибки 
приближения. В этом случае задача (5.38) принимает следующий вид:
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где )}c,,,(l{L)c,z,,(L m0
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1m0

4
1 τττ=ττ –Z-преобразование от им-

пульсной характеристики )c,qT,,(l m0
4
1 ττ  линеаризованной мо-

дели замкнутой системы (2.37).
В данной задаче учитываются особенности всех трех видов 

нелинейного преобразования случайного процесса, имеющих ме-
сто в автоматических системах с ДЧИМ, применяемых для управ-
ления объектами с запаздыванием. Однако, в вычислительном от-
ношении эта задача является наиболее трудоемкой. Вследствие 
этого данная задача решается в тех случаях, когда требуется более 
точная граница оптимальной области по отдельным параметрам, 
существенно зависящим от свойств нелинейного преобразования 
случайного процесса системой в целом.

5.4	 Алгоритмы параметрического синтеза  
цифровой  динамической частотно-импульсной 
системы автоматического управления объектами  
с запаздыванием

Осуществление рационального выбора численного способа 
оптимизации и анализа результатов задач (5.43) (5.46), (5.49) и 
(5.50) требует предварительного их исследования. Это связано с 
тем, что в преобразованных задачах отсутствует полная инфор-
мация о свойствах и структуре критериев качества Ii(c) и огра-
ничений gi(c) ≤ 0, i=(1, 2, 3, 4). Заданными являются только ал-
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горитмы их формирования. Из-за сложности этих алгоритмов 
удается вычислить с помощью ЭВМ только конкретные значения 
этих функций. В связи с этим проводится предварительная оцен-
ка выпуклости критериев качества Ii(c) и ограничений gi(c) ≤ 0, а 
также степени нелинейности Ii(c) [39]. В связи с вышеуказанны-
ми особенностями критериев качества и ограничений эти задачи 
решаются численными способами на ЭВМ. Ниже приводятся их 
укрупненные алгоритмы.

5.4.1	 Алгоритм оценки выпуклости

Оценка выпуклости функций Ii(c) и gi(c) ≤ 0, i=(1, 2, 3, 4) про-
водится путем цифрового статистического моделирования с ис-
пользованием стохастического аналога формулы Иенсена. Для 
удобства алгоритм приведем в следующем виде:

1. Используя датчики псевдослучайных чисел, формируем 
значение вектора c(w).

2. Проверяется попадание значений вектора c(w) в допусти-
мую область. По тем компонентам вектора c(w), по которым нет 
попадания в допустимую область, процедура повторяется с пер-
вого шага.

5. Производится вычисление значений Ii(c).
4. Производится накопление значений c(w) и Ii(c(w)) для вы-

числения MIi(c(w)) и Ii(M(c(w))).
Эти четыре шага повторяются до набора соответствующего 

объема выборки, определяемого точностью метода статистиче-
ского цифрового моделирования.

5. Вычисляются MIi(c(w)) и Ii(M(c(w))).
6. Производится сравнение Ii(M(c(w))) ≤ MIi(c(w)).
Если это неравенство выполняется, то функция Ii(c) выпуклая.

5.4.2	 Алгоритм оценки степени нелинейности

Оценку степени нелинейности критерия качества  производит-
ся путем численного разложения его в многомерный ряд Тейлора.
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Для удобства алгоритм приведем для функции одной перемен-
ной Ii(c).

1. Произвольно фиксируется опорная точка c0  в допустимой 
области. Вычисляются производные функции в опорной точке.

2. На основе вычисленных производных строится ряд Тейлора 
p(c-c0).

5. Вычисляется суммарная квадратичная ошибка

∑ −−=
c

2
0i0 )]cc(P)c(I[)c(S .

4. Вычисляется радиус сходимости построенного ряда S(c0). 
Эти четыре шага повторяются с изменением значения опорной 
точки c0.

5. Окончательный ряд выбирается из условия min S(c0) при ра-
диусе сходимости, покрывающем допустимую область.

6. Производится сравнительный анализ полученных коэффи-
циентов ряда Тейлора. По результатам анализа делается вывод о 
степени нелинейности критерия качества.

5.4.3	 Алгоритм минимизации

Решение задачи параметрического синтеза осуществляется по 
следующему алгоритму:

1. Проводится анализ выпуклости функции качества Ii(c).
2. Выбор очередной исходной точки c0  из допустимого мно-

жества gi(c) ≤ 0.
5. С помощью датчиков псевдослучайных чисел из исход-

ной точки делается m случайных независимых шагов (проб):
,b,,b,b m21 ξξξ  где m21 ,,, ξξξ – случайно выбранные на-

правления, b– длина шага
4. Проверяется попадание каждой из m точек ,bc i0 ξ+  j=1, ¼, 

m в допустимую область. Если какая-либо из этих точек не удов-
летворяет допустимым ограничениям, то неудачный шаг, приве-
дение к этой точке, заменяют другим, сделанным также в слу-
чайном направлении, до тех пор, пока не выполняются условия 
ограничений.
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5. Вычисляется значение функции качества в каждой из m то-
чек.

6. Запоминается тот шаг, который привел к наибольшему сни-
жению функции качества, т. е.
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5.4.3 Алгоритм минимизации
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10. Осуществляется перемещение рабочей точки в точку kопт0 bc ξ+
 .

11. Все операции повторяются с третьего шага из точки kопт0 bc ξ+
 . Эта 

процедура осуществляется до тех пор, пока абсолютная величина разности 
между значениями целевой функции при двух соседних шагах 
итерационного процесса не станет меньше заданной величины погрешности.

5.5 Оценка настроечных параметров цифровой интегральной частотно-
импульсной системы автоматического управления объектами с 
запаздыванием 

Цифровая интегральная частотно-импульсная система автоматического 
управления объектами с запаздыванием характеризуется линейным 
управляемым объектом и имеет передаточную функцию:
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где pTez = ,и порогом срабатывания Δ импульсного устройства.

На входе системы действует стационарный случайный процесс с 
корреляционной функцией 

                                                   ( ) τα−σ=τ eR ff

Расчетная формула дисперсии ошибки, полученная с помощью 
оптимальной линеаризации системы, имеет  следующий вид: 
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Изображения ядер ряда имеют вид:
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Изображения ядер первого и третьего членов ряда имеют вид: 
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В терминах z- преобразования передаточная функция объекта имеет 
следующий вид:
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В терминах z- преобразования передаточная функция объекта 
имеет следующий вид:
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Передаточная функция линеаризованный системы с ИЧИМ имеет вид: 

))z,d,d/1(N),z,d/1,d(N),d,z,d/1(N)d/1,z,d(N
)d/1,z,d(N)d,d/1,z(N)d/1,d,z(N()e(N)e(L

3333

333
2
j

Tj
1

Tj
1

++++

+++σ+= ωω

Критериикачества системы 

{ }
Φ∈

→−=
c

2
x minc,]m]qT[x[M]c]),qT[x(I  ,

Синтез данной системы на основе линеаризованный четвертым 
способом модели 

                       ( ) ( )







ωωγγ

π ∫

π

π
−

ω
→

Т

Т

f
2Tj

m0
i
1

с
:d)(Sc,e,Т,TL

2
Тmin 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]


≤






 −γγ+γγ ∑∑

∞

=

∞

=

0TmqfmT,Т,T1mc,mT,Т,T1M
0m

0
m01

0m
fm0

i
1

 ,

где 







∆=

v
vm p

cc 1,,,τ – вектор настроечных параметров

частотноөимпульсного модулятора.

Передаточная функция линеаризованный системы с ИЧИМ 
имеет вид:

))z,d,d/1(N),z,d/1,d(N),d,z,d/1(N)d/1,z,d(N
)d/1,z,d(N)d,d/1,z(N)d/1,d,z(N()e(N)e(L

3333

333
2
j

Tj
1

Tj
1

++++

+++σ+= ωω

Критериикачества системы

{ }
Φ∈

→−=
c

2
x minc,]m]qT[x[M]c]),qT[x(I ,

Синтез данной системы на основе линеаризованный четвер-
тым способом модели

122

)w/ddw/ddh(kP 13112161 +−=

)dhw/ddw/dd(kP 161211212 −−=

)w/ddw/dh(kP 1411163 −+=

)dhw/dw/dd(kP 13111414 −−=









<

≥
=

Thесли,h
Thесли,T

h
фф

ф

6

Tjez ω= );whexp(d 162 = ;ed w
3

0τ= Тhh 0ф3 −τ+= , );hexp(d 34 α⋅=

);Twexp(d 11 −=
T

0τ=γ

Передаточная функция линеаризованный системы с ИЧИМ имеет вид: 

))z,d,d/1(N),z,d/1,d(N),d,z,d/1(N)d/1,z,d(N
)d/1,z,d(N)d,d/1,z(N)d/1,d,z(N()e(N)e(L

3333

333
2
j

Tj
1

Tj
1

++++

+++σ+= ωω

Критериикачества системы 

{ }
Φ∈

→−=
c

2
x minc,]m]qT[x[M]c]),qT[x(I  ,

Синтез данной системы на основе линеаризованный четвертым 
способом модели 

                       ( ) ( )







ωωγγ

π ∫

π

π
−

ω
→

Т

Т

f
2Tj

m0
i
1

с
:d)(Sc,e,Т,TL

2
Тmin 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]


≤






 −γγ+γγ ∑∑

∞

=

∞

=

0TmqfmT,Т,T1mc,mT,Т,T1M
0m

0
m01

0m
fm0

i
1

 ,

где 







∆=

v
vm p

cc 1,,,τ – вектор настроечных параметров

частотноөимпульсного модулятора.



128

где 







∆=

v
vm p

cc 1, ,   ,τ  – вектор настроечных параметров частот-

но-импульсного модулятора.

Результаты параметрического синтеза

Параметры цифровой интегральной частотно-импульсной системы 
автоматического управления объектами с запаздыванием

с
vp

1
∆ mτ

2,68 0,82 12,44 13,26
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Вольтерровские модели цифрового ∑−ЧИМ,  включенный в 
контур управления объектами с запаздыванием

Вольтерровская модель цифровой ∑−ЧИМ (3.33) стро-
ится на основе описания эквивалентной системы (рис. 
3.3) [10,25]. Дискретные импульсные характеристики 

0,1,2,...,r  ],Tq,...,Tq,T[m r1mr =γ  формируются в соответствии 
со следующим алгоритмом.

1. Строится вольтерровская модель дискретного БФИ (рис. 
3.2) в виде
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где коэффициенты kk c,β       определяются соотношениями
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2. Вольтерровская модель дискретного блока ДБС (рис. 2.3) 
строится в виде
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3. Строится вольтерровская модель цифрового ∑−ЧИМ, вклю-
ченного в контур управления  объектами с запаздыванием (3.33). 
Дискретные импульсные характеристики ]Tq,...,Tq,T[m r1mr γ  
определяются из следующих соотношений:
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                       ...               ...                ...              ...
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Дискретные импульсные характеристики стохастических мо-
делей цифровых динамических частотно-импульсных систем

Дискретные импульсные характеристики 

],Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[P s1r1m0s,r γγ ,...,2,1,0s,r =  

разомкнутой цифровой системы (3.34) в терминах многомерного 
Z-преобразования определяются из следующих соотношений:

;hP 0,00,0 =

);z(M)z(H)z(P 10,10,1 =

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,(H)z,z,,(P 21m22100,121m00,2

);z(M)z(M)z,z,(H 22112100,2 γ+

       .       .       .        .         .         .       .        .       .       .

);z,,(H)z,,(P m01,0m01,0 γγ=γγ

);z,z,(H)z,z,,(P 21m02,021m02,0 γγ=γγ

.       .       .       .        .         .         .       .        .       .       .

);z(M)z,z,(H)z,z,,(P 112101,121m01,1 γ=γγ

 
	 );z(M)z,z,z,(H)z,z,z,,(P 1132102,1321m02,1 γ=γγ 	 (Б.1)

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,z,(H)z,z,z,,(P 21m232101,1321m01,2

)z(M)z(M)z,z,z,(H 211132101,2 γ+ ;

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,z,z,(H)z,...,z,,(P 21m2432102,141m02,2
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)z(M)z(M)z,...,z,(H 21113102,2 γ+ .

            .       .       .       .       .        .         .         .       .        .       .       .
Дискретные импульсные характеристики 
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Дискретные импульсные характеристики 
],Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[P s1r1m0s,r γγ ,...,2,1,0s,r = разомкнутой 

цифровой системы (3.34) в терминах многомерного Z-преобразования 
определяются из следующих соотношений:

                      

;hP 0,00,0 =

);z(M)z(H)z(P 10,10,1 =

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,(H)z,z,,(P 21m22100,121m00,2

);z(M)z(M)z,z,(H 22112100,2 γ+

.       .       .        .         .         .       .        .       .       .       

);z,,(H)z,,(P m01,0m01,0 γγ=γγ

);z,z,(H)z,z,,(P 21m02,021m02,0 γγ=γγ

.       .       .       .        .         .         .       .        .       .       .  

);z(M)z,z,(H)z,z,,(P 112101,121m01,1 γ=γγ                                             

);z(M)z,z,z,(H)z,z,z,,(P 1132102,1321m02,1 γ=γγ                    (Б.1)

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,z,(H)z,z,z,,(P 21m232101,1321m01,2

)z(M)z(M)z,z,z,(H 211132101,2 γ+ ;

+γγ=γγ )z,z,(M)z,z,z,z,(H)z,...,z,,(P 21m2432102,141m02,2

)z(M)z(M)z,...,z,(H 21113102,2 γ+ .                                                                                                     

            .       .       .       .       .        .         .         .       .        .       .       .

Дискретные импульсные характеристики 
],Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[с s1r1m0s,r γγ

 ,...,2,1,0s,r = замкнутой цифровой 

системы (3.78)  определяются из тождества, полученного подстановкой ряда 
(3.78) в уравнение (3.77). Например, имеют вид:                     
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Дискретные импульсные характеристики 
],Tl,...,Tl,Tm,...,Tm,T,T[P s1r1m0s,r γγ ,...,2,1,0s,r = разомкнутой 

цифровой системы (3.34) в терминах многомерного Z-преобразования 
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;hP 0,00,0 =
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замкнутой цифровой системы (3.78) определяются из тождества, 
полученного подстановкой ряда (3.78) в уравнение (3.77). Напри-
мер, имеют вид:
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ПРИЛОЖЕНИЕ В

Листинг и структурная схема имитационной модели электро-
привода в Matlab/Simulink

clear clc
a0=0.85
	 значения параметров дискретной передаточной функции
b0=0.2

load astana1.mat
t=m (1,:);
X1=m (2,:);
X2=m (3,:);
X3=m (4,:);	 присвоение  значений в Mux
Y=m (5,:);
Y2=m (6,:);
YM=m (7,:);
U=m (8,:);

figure(1)
plot (t,Y,’k-’,t,YM,’k:’,’LineWidth’,2)
xlabel (‘time, s’)
ylabel (‘position, rad’)		 построение первого графика
grid
legend (‘Output’,’Reference’)

figure(2)
plot (t,X1,’k-’,’LineWidth’,2)
xlabel (‘time, s’)		  построение второго графика
ylabel (‘error, rad’)
grid %

 figure(3)
stairs (t,X2,’k-’)
xlabel (‘time, s’)		  построение третьего  графика
ylabel (‘filred error, rad’)
grid
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figure(4)
stairs (t,X3,’k-’)
xlabel (‘time, s’)		  построение  четвертого графика
ylabel (‘relay output’)
grid

figure(5)
plot (t,Y2,’k-’,’LineWidth’,2)
xlabel (‘time, s’)		  построение  пятого графика
ylabel (‘speed, rad/s’)
grid

figure(6)
stairs(t,U,’k-’)
% plot (t,U,’k-’)
xlabel (‘time, s’)		  построение  шестого графика
ylabel (‘control effort’)
stairs
grid

Рисунок Б.1 – Структурная 
схема имитационной модели 

электропривода в Matlab/
Simulink
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% plot (t,U,'k-')

xlabel ('time, s')                                             построение  шестого графика               

ylabel ('control effort')

stairs

grid

                                              

Рисунок Б.1 - Структурная схема имитационной модели электропривода 
в Matlab/Simulink
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% plot (t,U,'k-')

xlabel ('time, s')                                             построение  шестого графика               

ylabel ('control effort')

stairs

grid

                                              

Рисунок Б.1 - Структурная схема имитационной модели электропривода 
в Matlab/Simulink
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г

Листинг кода программы для вычисления и проверки эффек-
тивности алгоритма управления

Invert.m
clear
for i=1:5
   flops(0)
    %for k=1:100
        %tstart=tic;
        aaa=rand(i);
        aa=aaa^(-1);
        %telapsed(k)=toc(tstart);
    %end
    %t_av(i)=mean(telapsed)
    fl(i)=flops;
    flops(0)
end
plot(fl)
Общий вид для 1-го порядка
clear
flops(0)
q=1;
v=1;
k=1;
for i=2:500;
a(i)=1;
m(1)=0;
b(1)=0;
h(1)=0;
c(1)=0;
d(1)=0;
H(1)=0;
G(1)=0;
E(1)=0;
F(1)=0;
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S(1)=0;
m(i)=a(i)*G(i-1);
b(i)=a(i)*m(i-1);
h(i)=H(i-1)/k;
c(i)=b(i)-h(i-1);
d(i)=d(i-1)+k*c(i);
H(i)=d(i)*c(i);  % v
E(i)=d(i)/q; % g
if E(i)>=1
   r=1;
end
    if E(i)> -1
       r=0 ;
    end
                if   E(i)<1
                     r=0;
                end
if E(i)<=1
   r=-1 ;
end
F(i)=E(i)*r;
S(i)=F(i)*F(i);
G(i)=S(i-1)-S(i-v)+G(i-1);
 fl1(i)=flops;
 plot(fl1)
end
flops/499
flops(0)                                             ans =    20
Общий вид для 2-го порядка
clear
flops(0)
b1=2;
b2=2;
a1=1;
a2=2;
a3=2;
a0=1;
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v=1;
A=[0 0];
m=[0 0];
B=[0 0];
h=[0 0];
C=[0 0];
D=[0 0];
H=[0 0];
g=[0 0];
E=[0 0];
F=[0 0];
S=[0 0];
for i=3:501;
A(i)=1;
m(i)=A(i)*g(i-1);
B(i)=A(i)+m(i-1);
h( i )=a1/b1*D(i -1)+2*a2/b1*D(i -2)+b2/b1*B(i -1) -b2/

b1*h(i-1); 	
C(i)=B(i)+h(i);
D(i)=b1/a0*C(i-1)+b2/a0*C(i-2)+a1/a0*D(i-1)+a2/a0*D(i-2) ;
if D(i)>=1
   r=1;
end
    if D(i)> -1
       r=0 ;
    end
                if   D(i)<1
                     r=0;
                end
if D(i)<=1
   r= -1 ;
end
F(i)=D(i)*r;
S(i)=F(i)*F(i);
g(i)=g(i-1)-S(i-v)+S(i);   % v
fl(i)=flops;
 plot(fl)



148

end
flops/499
flops(0)                   ans =    42
Общий вид для 3-го порядка
clear
flops(0)
b1=2;
b2=2;
b3=2;
a1=1;
a2=2;
a3=2;
a0=1;
v=1;
A=[0 0 0];
m=[0 0 0];
B=[0 0 0];
h=[0 0 0];
C=[0 0 0];
D=[0 0 0];
H=[0 0 0];
g=[0 0 0];
E=[0 0 0];
F=[0 0 0];
S=[0 0 0];
for i=4:502;
A(i)=1;
m(i)=A(i)*g(i-1);
B(i)=A(i)+m(i);
h(i)=a1/b1*D(i-1)+2*a2/b1*D(i-2)+3*a3/b1*D(i-3)+b2/b1*B(i-

1)+2*b3/b1*B(i-2)-b2/b1*h(i-1)-b3/b1*h(i-2);
C(i)=B(i)+h(i);
D(i)=b1/a0*C(i-1)+b2/a0*C(i-2)+b3/a0*C(i-3)+a1/a0*D(i-1)+a2/

a0*D(i-2)+a3/a0*D(i-3) ;
if D(i)>=1
   r=1;
end
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    if D(i)> -1
       r=0 ;
    end
                if   D(i)<1
                     r=0;
                end
if D(i)<=1
   r= -1 ;
end
F(i)=D(i)*r;
S(i)=F(i)*F(i);
g(i)=g(i-1)-S(i-v)+S(i);   % v
 fl3(i)=flops;
 plot(fl3)
end
flops/499
flops(0)                                 ans =    63
Общий вид для 4-го порядка
clear
flops(0)
b1=2;
b2=2;
b3=2;
b4=2;
a1=1;
a2=2;
a3=2;
a4=2;
a0=1;
v=1;
A=[0 0 0 0];
m=[0 0 0 0];
B=[0 0 0 0];
h=[0 0 0 0];
C=[0 0 0 0];
D=[0 0 0 0];
H=[0 0 0 0];
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g=[0 0 0 0];
E=[0 0 0 0];
F=[0 0 0 0];
S=[0 0 0 0];
for i=5:503;
A(i)=1;
m(i)=A(i)*g(i-1);
B(i)=A(i)+m(i);
h(i)=a1/b1*D(i-1)+2*a2/b1*D(i-2)+3*a3/b1*D(i-3)+4*a4/

b1*D(i-4)+b2/b1*B(i-1)+2*b3/b1*B(i-2)+3*b4/b1*B(i-3)-
-b2/b1*h(i-1)-b3/b1*h(i-2)-b4/b1*h(i-3);
C(i)=B(i)+h(i);
D(i)=b1/a0*C(i-1)+b2/a0*C(i-2)+b3/a0*C(i-3)+b4/a0*C(i-4)+a1/

a0*D(i-1)+a2/a0*D(i-2)+a3/a0*D(i-3)+a4/a0*D(i-4);
if D(i)>=1
   r=1;
end
    if D(i)> -1
       r=0 ;
    end
                if   D(i)<1
                     r=0;
                end
if D(i)<=1
   r= -1 ;
end
F(i)=D(i)*r;
S(i)=F(i)*F(i);
g(i)=g(i-1)-S(i-v)+S(i);
fl(i)=flops;
 plot(fl)
end
flops/499
flops(0)                                                  ans =    85

Общий вид для 5-го порядка
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clear
flops(0)
b1=2;
b2=2;
b3=2;
b4=2;
b5=2;
a1=1;
a2=2;
a3=2;
a4=2;
a5=2;
a0=1;
v=1;
A=[0 0 0 0 0];
m=[0 0 0 0 0];
B=[0 0 0 0 0];
h=[0 0 0 0 0];
C=[0 0 0 0 0];
D=[0 0 0 0 0];
H=[0 0 0 0 0];
g=[0 0 0 0 0];
E=[0 0 0 0 0];
F=[0 0 0 0 0];
S=[0 0 0 0 0];
for i=6:504;
A(i)=1;
m(i)=A(i)*g(i-1);
B(i)=A(i)+m(i);
h(i)=a1/b1*D(i-1)+2*a2/b1*D(i-2)+3*a3/b1*D(i-3)+4*a4/

b1*D(i-4)+5*a5/b1*D(i-5)+b2/b1*B(i-1)+2*b3/b1*
*B(i-2)+3*b4/b1*B(i-3)+4*b5/b1*B(i-4)-b2/b1*h(i-1)-b3/b1*h(i-

2)-b4/b1*h(i-3)-b5/b1*h(i-4);
C(i)=B(i)+h(i);
D(i)=b1/a0*C(i-1)+b2/a0*C(i-2)+b3/a0*C(i-3)+b4/a0*C(i-4)+b5/

a0*C(i-5)+a1/a0*D(i-1)+a2/a0*D(i-2)+a3/a0*D(i-3)+a4/a0*D(i-
4)+a5/a0*D(i-5);
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if D(i)>=1
   r=1;
end
    if D(i)> -1
       r=0 ;
    end
                if   D(i)<1
                     r=0;
                end
if D(i)<=1
   r=-1 ;
end
F(i)=D(i)*r;
S(i)=F(i)*F(i);
g(i)=g(i-1)-S(i-v)+S(i);   % v
 fl3(i)=flops;
 plot(fl3)
end
flops/499
flops(0)                                 ans =   107
Получив результаты для каждого порядка:
1-го ans=20,
2-го ans=42,
3-го ans=63,
4-го ans=85,
5-го ans=107,
был построен график, который представлен на рисунке 4.4
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