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ÊIÐIÑÏÅ

Ñî»¹û æûëäàðû àâòîìàòòûº áàñºàðó òåîðèÿñû åêi
áà¹ûòòà äàìóäà. Áiðiíøiñi – òåîðèÿëûº, åêiíøiñi ºîëäàíáàëû
¸äiñòåðãå áàéëàíûñòû. Ñî»¹û êåçäå òåîðèÿëûº ñ½ðàºòàðäû»
ìàòåìàòèêàëûº ìà¹ûíàñû æî¹àðûëàóäà. Ñî¹àí îðàé îñû
ñ½ðàºòàð,  ¾ëêåí  ï¸í  ðåòiíäå   á¼ëiíiï  øû¹ûï  îòûð.  Ì½íû  –
ï¸í æ¾éåëåð òåîðèÿñû äåï àòàéìûç.

Áiðiíøi òàðàóäà æèûíäàð òåîðèÿñûíû» íåãiçäåði,
½¹ûìäàðû,  àíûºòàìàëàðû æ¸íå ºàñèåòòåði ºàðàñòûðûë¹àí.
Òåîðèÿ í¸òèæåëåði ôóíêöèîíàëäû àíàëèçáåí æàë¹àñàäû.

Åêiíøi òàðàó –  äèíàìèêàëûº æ¾éåëåðäi ºàðàñòûðàäû.
Ì½íäà äèíàìèêàëûº æ¾éåëåðãå ôóíêöèîíàëäû àíàëèçäi»
í¸òèæåëåði ºîëäàíûëûï æàçûë¹àí. Îñû òàðàóäû» iøiíäå
äèíàìèêàëûº æ¾éåíi» áàñºàðó àíûºòàìàñû äà áåðiëãåí.

¶øiíøi òàðàóäà – á½ë àíûºòàìà àðºûëû áiç ¸ðò¾ðëi
ôóíêöèîíàëäû êå»iñòiêòåðäi» (ñûçûºòû, íîðìàëàí¹àí, Áàíàõ
æ¸íå Ãèëüáåðò  êå»iñòiêòåði)  àíûºòàìàëàðûí, ºàñèåòòåðií,
ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éåëåðäi» íåãiçãi ñèïàòòàìàëàðûí,
¼òïåëi, èìïóëüñòi ¼òïåëi ìàòðèöàëàðäû àíûºòàé àëàìûç.
Á½¹àí  æ¾éåíi» æà¹äàé êå»iñòiãi ½¹ûìû åíãiçiëåäi.
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I. ÆÈÛÍÄÀÐ ÒÅÎÐÈßÑÛÍÛ³ ÍÅÃIÇÄÅÐI

Æèûíäàð òåîðèÿñûíû» ¸äiñòåði – àâòîìàòòûº áàñºàðó
æ¾éåëåðií ñèíòåçäåó ìåí òàëäàó åñåïòåðií ºàðàñòûðàäû. Á½ë
ìàòåìàòèêàëûº àïïàðàòïåí, ¸ðò¾ðëi îáúåêòiëåðäi ñèïàòòàï
ê¼ðñåòóãå áîëàäû. Îáúåêòiëåðäi» ôèçèêàëûº, õèìèÿëûº òà¹û
áàñºà äà ìà¹ûíàëàðû, îëàðäà ¼òiï æàòºàí ïðîöåñòåðäi
çåðòòåéäi. Æèûíäàð òåîðèÿñûíû» ½¹ûìäàðû àðºûëû,
áåéíåëåó îïåðàöèÿëàðûíû» ôóíêöèîíàëäû áàéëàíûñòàðû
æà»à äå»ãåéäå åíãiçiëåäi. Îñû òåîðèÿíû» íåãiçäåði àðºûëû, ¸ð
ò¾ðëi ºàòûíàñòàð, ñ¸éêåñòåð æàçûëàäû. Àðû ºàðàé, îñû
òåîðèÿíû» íåãiçäåðií ºàðàñòûðàìûç.

1.1. Æèûíäàðäû» íåãiçãi àíûºòàìàëàðû ìåí ºàñèåòòåði

Æèûí äåï – îáüåêòiëåðäi» (æèûí ýëåìåíòòåðiíi»)
áàðëû¹ûí îðòàº áåëãiëåðìåí áiðiêòiðãåí æèûíòû¹ûí àéòàìûç.
Ìûñàëû, ºàçàº àëôàâèòi 42 ¸ðiïòåí ò½ðàäû. Îñû, ¸ðiïòåð
æèûíòû¹ûíû» ýëåìåíòòåði áîëàäû.

Ê¼áiíåñå æèûíäû ëàòûí A,B,….,X,Y àëôàâèòiíi» æàçáà
¸ðiïòåðiìåí, àë îíû» íàºòû ýëåìåíòòåðií – èíäåêñòåði áàð
íåìåñå  æîº ...b,b,...a,a 2121 x,y ¸ðiïòåðiìåí áåëãiëåéäi.

ni21 a,...,a,...,a,a , ýëåìåíòòåðiíåí ò½ðàòûí À æèûíäû

}a,..,a,a{A n21  äåï áåëãiëåï, îíû ãðàôèêàëûº ò¾ðäå

ò½éûºòàë¹àí àéìàºïåí, àë îíû» ýëåìåíòòåðií – îñû àéìàºòà
æàòºàí í¾êòåëåðìåí ê¼ðñåòóãå áîëàäû (1.1-ñóðåò).

Æèûí¹à êiðåòií ýëåìåíòòi ìûíàíäàé Î  ñèìâîëìåí
(òà»áàìåí) áåëãiëåéäi. Ìûñàëû: Aa Î  á½ë æàçáà à  ýëåìåíòi

1a

2a
ia na

А

1.1-cóðåò
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À æèûíûíà êiðåòiíií ê¼ðñåòåäi. Àë, Ab Ï  æàçáàñû,  b
ýëåìåíòi À  æèûíûíà êiðìåéòiíií ê¼ðñåòåäi.

Æèûíäû áåðóäi», å» ºàðàïàéûì ¸äiñi – ýëåìåíòòåðií
òiçiìäåó. Ìûñàëû, ñàíäàðäû» îíäûº æ¾éåñiíi» æèûíû  áûëàé
æàçûëàäû: },9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{ .

Áiðàº, á½ë ¸äiñ òåê ºàíà øåêòi æèûíäàðäû àíûºòàó ¾øií
ºîëäàíûëàäû. Îñûíäàé  æèûíäàðäû» ýëåìåíòòåð ñàíû, N
íàòóðàë ñàíûìåí áåðiëñå, îíäà øåêñiç ñàíäû ýëåìåíòòåði áàð
æèûíäàð – îíû»  ºàñèåòòåðiìåí áåðiëåäi. Ìûñàë ðåòiíäå,
òå»æàºòû ½øá½ðûøòàð æèûíû, æàçûºòûº í¾êòåëåðiíi»
æèûíû, ò.á. Æèûíäàð òåîðèÿñûíû» ò¾ñiíiêòåìåëåði ìåí
àíûºòàìàëàðûí  ºûñºàøà  æàçó  ¾øií,   áiðºàòàð  ñèìâîëäàð
ºîëäàíûëàäû. Ìûñàëû, òåðiñ ñàíäàð æèûíûíû» æàçûëóûí
áûëàé ê¼ðñåòóãå áîëàäû:

X={x:  x<0}.

Á½ë  X  æèûíûíû»  ýëåìåíòòåði  –  x  äåãåíi.  Îëàð  òåðiñ
òà»áàëû ñàí ºàñèåòiíå èå áîëóû òèiñ. Áàñºà ëîãèêàëûº
ñèìâîëäàð, îëàðäû» ïàéäà áîëó êåçiíäå ò¾ñiíäiðiëåäi.

Áiðäå-áið ýëåìåíòi æîº æèûíäû – áîñ æèûí äåï àòàéäû
äà, îíû Æ   ñèìâîëûìåí áåëãiëåéäi. Áîñ æèûí 0-äi» àíàëîãû
(áiðàº 0 åìåñ). Îë øàðòòû ò¾ðäå øåêòi æèûí¹à æàòàäû.

Ìûñàëû, ñòóäåíòòiê òîïòû» îçû¹ûíû» æèûíû áîñ áîëóû
ì¾ìêií  (S=0,  îçûº  æîº  æà¹äàéû).  Î¹àí  ºàðàìàñòàí,  îñû
æèûíìåí ôîðìàëüäi îïåðàöèÿ æàñàé àëàìûç.

Æèûíäàðäû ñàëûñòûðó ¾øií, æèûííû» ºóàòû äåãåí
½¹ûì ºîëäàíûëàäû. Îñû ½¹ûìíû» ¸ëi íàºòû àíûºòàìàñû æîº.
Ê¼ï æà¹äàéëàðäà á½ë ½¹ûì – ýëåìåíòòåð ñàíûìåí
áàéëàíûñòûðûëàäû äà, àë øåêñiç æèûíäàðäû ñàëûñòûðó
êåçiíäå,  îíû»  ìà¹ûíàñû  æî¹àëûï  êåòói  ì¾ìêií.  Ñîíäûºòàí
„æèûí ºóàòû“ êðèòåðèéií êå»iðåê àíûºòàóìûç êåðåê.

Àéòàëûº, À æ¸íå Â æèûí ýëåìåíòòåðiíi» àðàñûíäà ¼çàðà
áið ì¸íäi ñ¸éêåñòiêòi áåêiòóãå áîëàäû. Ä¸ëiðåê àéòñàº, Aai Î
¸ðáið ýëåìåíòií, àíûºòàë¹àí Bb i Î  ýëåìåíòiíå ñ¸éêåñòåï

ºîéñà êåðiñiíøå, ¸ðáið Bb i Î  ýëåìåíòiíi»  òåê  ºàíà  áið

àíûºòàë¹àí Aa j Î  ýëåìåíòi ñ¸éêåñòåëåäi. Á½ë æà¹äàéäà
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æèûíäàðäû – ýêâèâàëåíòòi äåï àòàï, À~Â äåï áåëãiëåéäi.
Îíäàé æèûíäàðäû» ò¼ìåíäåãiäåé ºàñèåòòåði áàð:

–  ðåôëåêñèâòiê  ºàñèåòiíi»  ìà¹ûíàñû  –  ¸ðáið  æèûí
¼çiíå-¼çi ýêâèâàëåíòòi, äåìåê  À~À;

– ñèììåòðèÿëûº ºàñèåòiíi» ìà¹ûíàñû – åãåð À æèûíû Â
æèûíûíà ýêâèâàëåíòòi  áîëñà,  îíäà Â æèûíû äà À æèûíûíà
ýêâèâàëåíòòi, äåìåê À ~Â, îíäà Â ~À;

– òðàíçèòèâòiê (¼òïåëiëiê) ºàñèåòiíi» ìà¹ûíàñû – åãåð À ~Â,
àë Â ~Ñ,  îíäà À ~Ñ áîëàäû.

Åíäi áiðíåøå æèûíäàðäû ºàðàñòûðàìûç: êâàäðàò
æàºòàðûíû» æèûíäàðû, æî¹àðû îºó îðûíäàðûíäà¹û áiëiìäi
áà¹àëàóäà áà¹àëàðäû» æèûíû (¼òå æàºñû, æàºñû, ºàíà¹àò,
ºàíà¹àòñûç), ìàòåìàòèêàíû» íåãiçãi àìàëäàðûíû» æèûíû
(ºîñó, àçàéòó, ê¼áåéòó, á¼ëó), ãîðèçîíò æàºòàðûíû» æèûíû
(î»ò¾ñòiê,   ñîëò¾ñòiê,  áàòûñ,  øû¹ûñ).  Á½ë  æà¹äàéäà   áið
æèûííû» ¸ðáið ýëåìåíòiíå áàñºàíû» áið ýëåìåíòi ñ¸éêåñ
ºîéûëàäû. ß¹íè, áàðëûº æèûíäàð ¼çàðà ýêâèâàëåíòòi. Îñû
¸ðò¾ðëi æèûíäàðäû» îðòàº ºàñèåòi – îëàðäû» ýëåìåíòòåð
ñàíû.  Á½ë  æà¹äàéäà   ýëåìåíòòåð  ñàíû  –  ò¼ðòåó.  Æî¹àðûäà
ºàðàñòûðûë¹àí ýêâèâàëåíòòi æèûíäàðäû» ºóàòòàðû áið-áiðiíå
òå». Ñîíäûºòàí, ¸ðáið  æèûííû» ºóàòûí, ºàðàñòûðûëàòûí
æèûíäàðäû» îðòàº ºàñèåòiìåí áà¹àëàó¹à áîëàäû.

“Æèûííû» ºóàòû” ½¹ûìû àðºûëû øåêñiç æèûíäàðäû»
ýëåìåíòòåðií ñàíàìàé-àº, ¼çàðà ñàëûñòûðàäû. Åêi øåêñiç
æèûíäû àëñàº: áiðiíøi æèûí, î» òà»áàëû á¾òií ñàíäàðäû»
æèûíòû¹û:

{1,2,3,4,5,6,….}                                   (1.1)

æ¸íå îñû ñàíäàðäû» êâàäðàòòàð æèûíòû¹û:

{1,4,9,16,25,36,….}                              (1.2)

Á½äàí åêi øåêñiç æèûíäàð ýëåìåíòòåðiíi» àðàñûíäà¹û áið
ì¸íäiê ñ¸éêåñòiê ê¼ðiíiï ò½ð. Ñîíäûºòàí (1.1) æ¸íå (1.2)
æèûíäàð ¼çàðà ýêâèâàëåíòòi æ¸íå òå»ºóàòòû.

Åãåð øåêñiç æèûííû» áàðëûº ýëåìåíòòåði ñàíàóëû æ¸íå
øåêñiç íåìåñå ðåòòi í¼ìiðëåíñå, ìûñàëû ,...}a,a,a{A 321= ,

îíäà ì½íäàé æèûíäû – ñàíàëûìäû æèûí äåï àòàéäû.
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Ìûñàëû, æ½ï ñàíäàð æèûíû, òàº ñàíäàð æèûíû, 1/n ò¾ðäåãi
á¼ëøåê æèûíäàð, òà¹û ñîë ñèÿºòû. Øåêñiç ñàíàëûìäû
æèûíäàð, î» á¾òií ñàí æèûíäàðûíà òå»ºóàòòû. Òðàíçèòèâòiê
ºàñèåòi    áîéûíøà,    áàðëûº    ñàíàëûìäûº   æèûíäàð áið-
áiðiìåí  ýêâèâàëåíòòi.   Ýëåìåíòòåðií  ñàíàï  øû¹ó¹à  æ¸íå
í¼ìiðëåï ºîþ¹à áîëìàéòûí, øåêñiç æèûíäàðäû – ñàíàëûìñûç
æèûíäàð äåï àòàéäû.

Îíäàé æèûí¹à, ñûçûºòû í¾êòåëiê æèûíäû æàòºûçó¹à
áîëàäû. Ñûçûºòû í¾êòåëiê æèûííû» æàé ò¾ðiíå – êåñiíäi
ìåí èíòåðâàë æàòàäû.

Êåñiíäi (ñåãìåíò) äåï – bxa ££  òå»ñiçäiãií ºàíà¹àò-
òàíäûðàòûí, ñàíäûº îñü í¾êòåëåðiíi» æèûíûí àéòàäû. x=a
æ¸íå x=b øåêàðàëûº í¾êòåëåði êåñiíäiãå ºiðåäi. Êåñiíäiíi [a,b]
ñèìâîëìåí áåëãiëåéäi.

Èíòåðâàë (àðàëûº) äåï – a<x<b òå»ñiçäiãií ºàíà¹àò-
òàíäûðàòûí, ¸ði ñàíäûº îñü æàòàòûí í¾êòåëåð æèûíûí
àéòàäû. (a,b) ìåí áåëãiëåíãåí èíòåðâàë¹à øåêàðàëûº í¾êòåëåð
êiðìåéòiíií ê¼ðñåòåäi.

Øåêñiç ñàíàëûìñûç æèûí, ¾çiëiññiç òiçáåêòåëãåí
ýëåìåíòòåðìåí áåðiëñå, æèûííû» ºóàòû, êîíòèíóóìíû»
êóàòòûëû¹ûíà (ëàòûííû» continuum – ¾çiëiññiç äåãåí ñ¼çiíåí
àëûí¹àí) òå» äåï åñåïòåëåäi.

Æèûíäû ðåòòåëiíãåí äåï àòàë¹àíäà, îíû» åêi ýëåìåíòi
¼çàðà ñàëûñòûðìàëû áîëàäû äà, îëàðäû» îðíàëàñóûíäà
áåëãiëi áið ò¸ðòiï îðíàòûëàäû. Ðåòòåëiíãåí æèûí¹à ìûñàëû
ðåòiíäå,  Ò óàºûò ìåçåòòåðiíi» æèûíûí àëó¹à áîëàäû.  Îíû» t
ýëåìåíòòåði “åðòåðåê” æ¸íå ”êåøiðåê” ò¾ñiíiêòåìåëåði
àðºûëû ñàëûñòûðûëàäû. Óàºûòòû» áà¹ûòòàëó ºàñèåòiíi»  áið
ýëåìåíòi Tt i Î  åðòåðåê  áîëûï  êåòñå,  àë Tt 1i Î+  êåøiðåê

áîëóû òèiñ.
Ðåòòåëãåí æèûííû» ýëåìåíòòåði ¼çàðà “àçûðàº” æ¸íå

“ê¼áiðåê” ò¾ñiíiêòåìåëåði àðºûëû ñàëûñòûðûëóû äà ì¾ìêií.
Ìûñàëû: íàòóðàë ñàíäàðäû» æèûíû.

Åãåð æèûí, ýëåìåíòòåðäi» òiçáåãiìåí ê¼ðñåòiëiï,
òiçáåêòåãi ¸ðáið ýëåìåíòêå ºàòà» áåëãiëi îðûí áåðiëñå, ì½íäàé
æèûí  – êîðòåæ äåï  àòàëàäû.  <a,b,c>  æàçóû  êîðòåæäi»  ¾ø
ýëåìåíòòåí íåìåñå êîìïîíåíòòåí ò½ðàòûíûí ê¼ðñåòåäi:  à
áiðiíøi  îðûíäà,  b   åêiíøi  îðûíäà,  àë  ñ   ¾øiíøi  îðûíäà
îðíàëàñàäû. Îíû» ðåòòåëìåãåí æèûíäàðäàí àéûðìàøûëû¹û
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–  êîðòåæäå  áiðäåé  êîìïîíåíòòåðäi»  áîëóû,   ìûñàëû
<a,b,c,ñ>. Êîðòåæäi» êîìïîíåíòòåð ñàíû,  îíû» ¼ëøåìäiëiãií
íåìåñå ½çûíäû¹ûí ê¼ðñåòåäi.

Êîðòåæäi» ½çûíäû¹û n-ãå áàéëàíûñòû áîëñà, îíû n-ëiê
(åêiëiê,  ¾øòiê,  ò¼ðòòiê,  ò.á.)  äåï  àòàéäû.  µçûíäû¹û åêiãå  òå»
êîðòåæ – ðåòòåëãåí æ½ï äåï àòàëàäû. Áiðäå áið ýëåìåíòi æîº
êîðòåæäi – áîñ êîðòåæ äåéäi äå, îíû L  äåï áåëãiëåéäi. Åãåð
êîìïîíåíòòåði íàºòû ñàíäàð áîëñà, êîðòåæäi î¹àí ñ¸éêåñ
¼ëøåìi áàð êå»iñòiêòå í¾êòå ò¾ðiíäå íåìåñå êîîðäèíàò
áàñûíàí áàñòàëûï, í¾êòåäå àÿºòàëàòûí, âåêòîð ò¾ðiíäå

ê¼ðñåòóãå áîëàäû. Îñû âåê-
òîðäû» êîìïîíåíòòåði, îíû»
¾øûíû» êîîðäèíàòòàðû
áîëûï òàáûëàäû. Åíäåøå,

>< 111 z,y,x  êîðòåæäi  ¾ø ¼ë-

øåìäi êå»iñòiêòåãi âåêòîð
ò¾ðiíäå ê¼ðñåòóãå áîëàäû
(1.2 ñóðåò). Êîîðäèíàò îñiíå
ò¾ñiðiëãåí âåêòîðäû» ïðîåê-
öèÿëàðû, îíû» êîìïîíåíò-
òåðiíå ñ¸éêåñ êåëåäi:

1111x xz,y,xÏð >=< ,

Îñû  âåêòîðäû»  x,  y  îñüòåðiíi»  ïðîåêöèÿëàðû  ò¼ìåí-
äåãiäåé º¼ðñåòiëåäi:

>>=<< 11111y,x y,xz,y,xПр

Âåêòîðäû» áàñºà ïðîåêöèÿëàðûí äà îñûëàé åòiï
ê¼ðñåòóãå áîëàäû.

1.2. Æèûíäàð ìåí iøæèûíäàð

Åãåð Â æèûííû» áàðëûº ýëåìåíòòåði À æèûííû»
ýëåìåíòòåði  áîëûï  òàáûëñà,  êåðiñiíøå,  À  æèûííû»  áàðëûº
ýëåìåíòòåði  Â  æèûííû»  ýëåìåíòòåði  áîëñà,  îíäà  À  æ¸íå  Â
æèûíäàðû ¼çàðà  ñ¸éêåñ æèûíäàð, íåìåñå òå» æèûíäàð äåï
àòàëûï,  À=Â  áåëãiìåí  áåëãiëåíåäi.  Ìûñàëû,  åãåð  À  -  åêi

1x
 x

 y

z
1z

1y
 0

111 ,, zyx

1.2-ñóðåò

11 y,x
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áiðäåé  æàºòàðû  áàð  ¾øá½ðûøòàðäû»  æèûíû,   àë  Â  -  åêi
áiðäåé  á½ðûøòàðû  áàð  ¾øá½ðûøòàðäû»  æèûíû  áîëñà,  îíäà
îñû åêi æèûí áið-áiðiíå òå» áîëàäû À=Â.

 Åãåð Â æèûííû» ¸ðáið
ýëåìåíòi À æèûííû» ýëåìåíòi
áîëñà,  ñîíûìåí  ºàòàð  Â
æèûíû À æèûíûíà ñ¸éêåñ
áîëìàñà, îíäà Â æèûíû À
æèûííû» iøæèûíû, ì½íû
1.3-ñóðåò-òåí ê¼ðóãå áîëàäû.

Á½ë æà¹äàéäà Â æèûíû
À æèûíû ýëåìåíòòåðiíi»
á¼ëiãií æàëïû íåìåñå äåðáåñ
áåëãiëåð àðºûëû áiðiêòiðåäi.

Åêi æèûííû» àðàñûíäà¹û îñûíäàé ºàòûíàñ ìûíàíäàé Í
ñèìâîëìåí áåëãiëåíåäi:

AB Í – Â æèûíû À æèûííû» iøiíå êiðåòiíií ê¼ðñåòåäi äå,
BA Ê  –  À  æèûííû»  iøiíå  Â  æèûíû  òîëûº  êiðåòiíi

îñûäàí  ê¼ðiíiï ò½ð.
Êåëòiðiëãåí ½¹ûìäàðäû ò¾ñiíó ¾øií êåëåñi ìûñàëäàðäû

ºàðàñòûðàìûç.
1.1. Ìûñàë. Åãåð À-ñòóäåíòòåð òîáûíû» æèûíû áîëñà, àë

Â-òîïòû» îçûº îºèòûí ñòóäåíòòåð æèûíû, îíäà AB Í
æàçó¹à áîëàäû.

1.2. Ìûñàë. Åãåð À – ºîéìàäà¹û ýëåêòð ¼ëøåãiø
àñïàïòàðäû»  æèûíû  áîëñà,  àë  Â  –  æèûíû   îëàðäû»
àðàñûíäà¹û àìïåðìåòðëåðäi»  æèûíû áîëñà, îíäà BA Í .

Í  æ¸íå Ê  ñèìâîëäàðìåí áàéëàíûñû, Â æèûíû À
æèûíûíà êåéáið æà¹äàéëàðäà ñ¸éêåñ áîëóû äà ì¾ìêií åêåíií
ê¼ðñåòåäi. Åãåð Â æèûíû À æèûíûíû» êåéáið ýëåìåíòòåðiíåí
ò½ðñà, îíäà îëàðäû» àðàñûíäà¹û ºàòûíàñ Ì  íåìåñå É  ºàòà»
åíäiðó ñèìâîëäàðû  àðºûëû ê¼ðñåòiëåäi. Ìûñàëû, À æèûíû
¸ðò¾ðëi ºàëàìäàðäû» æèûíû, àë Â òåê ºàíà ñèÿìåí æàçàòûí
ºàëàìäàðäû» æèûíû áîëñà, îíäà îñû àðàºàòûñ AB Ì  æ¸íå

BA É  äåï æàçûëàäû.
Êåëåñi ëîãèêàëûº ñèìâîëäàðäû ºîëäàíûï ®

(èìïëèêàöèÿ) æ¸íå "  (æàëïûëûº êâàíòîðû), iøæèûííû»
àíûºòàìàñûí áûëàé  æàçó¹à áîëàäû:

À

Â

1.3-сурет
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AB Í îðûíäàëñà, îíäà AbBb[b Î®Î" ].

Åãåð Â æèûíû À æèûííû» iøæèûíû áîëñà, îíäà ¸ðáið b
¾øií  (áàðëûº  b  ¾øií)  “b  Â  æèûííû»  ýëåìåíòi”  äåãåí
àíûºòàìà,  ¼çiíi»  àðòûíàí  “b  À  æèûííû»  ýëåìåíòi“  äåãåí
àíûºòàìàíû òóäûðàäû.

Iøæèûíäàðäû» ò¼ìåíäåãiäåé ºàñèåòòåði áàð:
1) ðåôëåêñèâòiê - AA Í  (¸ði áið æèûí ¼ç-¼çiíi»

iøæèûíû áîëàäû);
2) òðàíçèòèâòiê - [ BC Í  æ¸íå ACAB Í®Í ];
3) áîñ æèûí êåç êåëãåí  æèûííû» iøæèûíû áîëà àëàäû.

Ìûñàëû Ì æèûíû áåðiëñå, îíäà MÌÆ .
Åãåð  À  æ¸íå  Â  øåêòåëãåí  æèûíäàð  áîëñà,  îíäà AB Ì

æà¹äàéûíäà, Â æèûííû» ºóàòû À æèûííû» ºóàòûíàí ò¼ìåí.
Àë, îñû æèûíäàð øåêñiç æèûíäàð áîëñà, îíäà îëàðäû»
ºóàòòàðû äà áiðäåé áîëóû ì½ìêií. Ìûñàëû, (1.2) æèûííû»
ýëåìåíòòåði  (1.1)  æèûíûíà  äà  êiðåäi,   ñîë  ñåáåïòåí  (1.2)
æèûíû  (1.1) æèûííû» iøæèûíû äåï àéòà àëàìûç. Îñû¹àí
îðàé îñû åêi  æèûí ýêâèâàëåíòòi æ¸íå îëàðäû» ºóàòòàðû
áiðäåé.

1.3. Æèûíäàð àëãåáðàñû

²àçiðãi ìàòåìàòèêà – àëãåáðà¹à ¸ðò¾ðëi àìàëäàðäû
ºîëäàíûï, ò¾ðëi îïåðàöèÿëàðäû, îáúåêòiëåð æèûíòû¹ûìåí
îðûíäàé àëàòûí àïïàðàò äåï àíûºòàéäû. Æèûíäàðäû
îáúåêòiëåð ò¾ðiíäå ºàðàñòûðà îòûðûï, îëàðìåí ¸ðò¾ðëi
ñàíäàð àëãåáðàñûíäà¹ûäàé ºîñó æ¸íå ê¼áåéòó
îïåðàöèÿëàðûíà ½ºñàñ îïåðàöèÿëàðäû ¼òêiçóãå  áîëàäû. Î¹àí
ºîñà, ì½íäà ñàíäàð àëãåáðàñûíû» íåãiçãi çà»äàðû äà
ñàºòàëàäû:

– àëìàñòûðó (êîììóòàòèâòiê) çà»û: a+b=b+a; ab=ba;
– òåðiìäiëiê (àññîöèàòèâòiê) çà»û: (a+b)+c=a+(b+c);

(ab)c=a(bc);
– ¾ëåñòiðiìäiëiê (äèñòðèáóòèâòiê) çà»û: (a+b)c=ac+bc.
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Æèûíäàð àëãåáðàñû-
íû» íåãiçãi îïåðàöèÿ-
ëàðûí ºàðàñòûðàéûº. À
æ¸íå Â æèûíäàðûíû»
ºèûëûñóû À æèûíûíà
äà, Â æèûíûíà äà êiðåòií
ýëåìåíòòåðäåí ò½ðàòûí
æèûí (1.4-ñóðåòòå øòðèõ-
òàë¹àí àóäàí). ²èûëûñó

êåëåñi ñèìâîë àðºûëû áåëãiëåíåäi: BA I .
Îñû¹àí ñ¸éêåñ ìûñàëäàðäû ºàðàñòûðàéûº.

1.3. Ìûñàë. Åãåð À – î» ñàíäûº ñàíäàðäû» æ½ï ñàíäàð
æèûíû  áîëñà,  àë  Â  –  îííàí  êiøi  á¾òií  î»  ñàíäàð  æèûíû
áîëñà, îíäà:

{ }8,6,4,2,0=BAI .

1.4. Ìûñàë. À-ëàáîðàòîðèÿäà¹û âîëüòìåòðëåðäi» æèûíû
äåñåê, Â-ëàáîðàòîðèÿäà¹û ñàíäûº àñïàïòàðäû» æèûíû äåéiê,
îíäà BA I  – ñàíäûº âîëüòìåòðëåðäi» æèûíû áîëàäû.

Áiðíåøå æèûííû» ºèûëûñóûí áûëàé áåëãiëåéäi i

n

1i
A

=
I .

Æèûíäàðäû» ºèûëûñóû ìûíà çà»äàð¹à áà¹ûíàäû:
– àëìàñòûðó çà»ûíà – ABBA II = ;
– òåðiìäiëiê çà»ûíà – )CB(AC)BA( IIII = ;

Åãåð À æ¸íå Â æèûíäàðûíû» îðòàº ýëåìåíòòåði æîº
áîëñà, îíäà îñû æèûíäàð – ºèûëûñïàéòûí æèûí äåï àòàëàäû.
Îëàðäû» àðàñûíäà¹û  àðàºàòûñ áûëàé ê¼ðñåòiëåäi: Æ=BA I .

1.4. Ìûñàëûíäà¹û ñàíäûº âîëüòìåòðëåðäi» æèûíû áîñ
áîëóû ì¾ìêií. ²èûëûñó îïåðàöèÿñûíû», ê¼áåéòóìåí
áiðøàìà ½ºñàñòû¹û áàð. Ñîíäûºòàí í¸òèæåëi æèûííû»
ýëåìåíòòåði ê¼áåéòêiøòiê æèûííû» ºàñèåòòåðiíå èå áîëàäû.
Á½ë Æ=ÆIA  ºàòûíàñûìåí, ñîíäàé-àº 00 =´a  ºàòûíàñû-
ìåí ½ºñàñ.

À  æ¸íå  Â  æèûííû»  òóðà  (äåêàðòòûº)  ê¼áåéòiíäiñi Aa Î
æ¸íå Bb Î , ñá b,a  êîðòåæäåðäi» íåìåñå ðåòòåëãåí áàðëûº
æ½ïòàðäû» æèûíû áîëàäû. Îë À´Â äåï áåëãiëåíåäi.

À
Â

1.4-ñóðåò
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1.5. Ìûñàë. Ìûíàíäàé æèûíäàð áåðiëñií,
À { }h,g,f,e,d,c,b,a= , { }8,7,6,5,4,3,2,1B = . Îíäà îñû æèûíäàðäû»
º¼áåéòiíäiñi { }ñáñáñáñáñáñáñá=´ 8,h,7,h,...2,b,1,b,...3,a,2,a,1,aBA .

BA ´  æèûíû  64  êîðòåæäåí  º½ðàëàäû  äà,  øàõìàò
òàºòàñûíû» 64 øàºïàºòàðûíû» áåëãiñií ê¼ðñåòåäi.

1.6. Ìûñàë. Åãåð  Õ  æ¸íå  Y  íàºòû  îñüòi»  êåñiíäiëåð
ò¾ðiíäå ê¼ðñåòiëñå  (ñûçûºòû í¾êòåëiº æèûíäàð), îíäà YX ´
òóðà ê¼áåéòiíäiñi – øòðèõòàë¹àí òiê á½ðûøòû» áàðëûº
í¾êòåëåð æèûíòû¹ûìåí àíûºòàëàäû (1.5-ñóðåò).

Ñîë ñèÿºòû n321 A...A,A,A  æèûíäûðûíû» òóðà
ê¼áåéòiíäiñi:

{ }nn11n321n321 Aa,...Aa:a,...,a,a,aA...AAA ÎÎñá=´´´´
ò¾ðiíäåãi, ½çûíäû¹û n êîðòåæäåð æèûíû áîëàäû.

Á½ë æèûííàí ê¼ðåòiíiìiç, ýëåìåíòòåðäi» ðåòòåëóiíå
áàéëàíûñòû òóðà ê¼áåéòiíäi àëìàñòûðó ABBA ´¹´  ºàñèåòiíå
èåìäåíáåéäi.

Òå» æèûíäàðäû» òóðà ê¼áåéòiíäiñi – æèûííû» ä¸ðåæåñi
äåï àòàëàäû.

Åãåð AA...AA S21 ==== , îíäà

S
S21

3
321

2
21

AA...AA

..............................

,AAAAAAA

,AAAAA

®´´´

=´´®´´

=´®´

Á½ë æåðäå AA1 =  æ¸íå { }L=0A  äåï ñàíàëàäû.

y

xX

Y

0

1.5-ñóðåò
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Åãåð  1.6.  Ìûñàëûíäà RYX ==  äåï  àëñà,  ì½íäà¹û  R-
áàðëûº íàºòû ñàíäàðäû» æèûíû, îíäà 2RRRYX =´=´
íàºòû æàçûºòûºòû» áàðëûº í¾êòåëåðiíi» æèûíû áîëàäû. Ñîë
ñèÿºòû RRRR 3 ´´=  3 – ¼ëøåìäi êå»iñòiêòi ê¼ðñåòñå, îíäà

R...RRR n ´´´=  n  –  ¼ëøåìäi  êå»iñòiêòi  ê¼ðñåòåäi.  n  –
¼ëøåìäi êå»iñòiêòi – ãèïåðêå»iñòiê äåï àòàéäû.

Âåêòîð êîðòåæiíi» ïðîåêöèÿëàðûí òàáó àíàëîãèÿñûìåí
áiðäåé, ½çûíäû¹û áiðäåé êîðòåæäåí ò½ðàòûí, ºàíäàé  äà
áîëñûí æèûíäàðäû» ïðîåêöèÿëàó îïåðàöèÿñûí æàñàó¹à
áîëàäû. Îñûíäàé æèûííû» ïðîåêöèÿñû, î¹àí êiðåòií
êîðòåæäåðäi» ïðîåêöèÿëàðûíû» æèûíû áîëàäû.

Åãåð V – v  êîðòåæäåðiíi» æèûíû áîëñà,  îíäà æèûííû»
ïðîåêöèÿñû áîëûï êîðòåæäåð, áàñºàøà àéòñàº,

{ }Vv:vÏðVÏð ii Î=

1.7. Ìûñàë. Êåëåñi æèûííû» ïðîåêöèÿëàðûí òàáû»ûç
{ }ñáñáñá= c,b,d,d,b,c,d,b,aV ?
Îñû æèûííû» ïðîåêöèÿëàðû  ìûíà òåíäåóëåðìåí

àíûºòàëàäû: { } { } { }.c,b,d,bVÏð;bVÏð;d,c,aVÏð 3,221 ñáñá===

1.8. Ìûñàë. { } { } { }5,2C;3,1B;2,1A ===  áîëñûí äåéiê. Îíäà

CBAV ´´=  ¾øií ìûíàíû àëàìûç:

{ }
{ }

{ } { } { } { }.5,3,5,1,2,3,2,1VÏð;5,2VÏð;3,1VÏð;2,1VÏð

;5,3,2,5,3,1,5,1,2,5,1,1,2,3,2,2,3,1,2,1,2,2,1,1CBAV

;3,2,3,1,1,2,1,1BA

3,2321 ñáñáñáñá====
ñáñáñáñáñáñáñáñá=´´=

ñáñáñáñá=´

1.8 Ìûñàëûíäà CVÏð,BVÏð,AVÏð 321 ===  åêåíi

ê¼ðiíiï ò½ð. CBAz ´´Í  ¾øií CzÏð,BzÏð,AzÏð 321 ÍÍÍ

åêåíií ê¼ðñåòóãå áîëàäû.
À  æ¸íå  Â  æèûíäàðûíû»  áiðiãói,  À  æèûíûíà  íåìåñå  Â

æèûíûíà êiðåòií ýëåìåíòòåðäåí ò½ðàòûí æèûí áîëûï
åñåïòåëåäi (1.6-ñóðåò).

A B A
B

a
¸ 1.6-ñóðåò
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Áiðiãóäi BA U  äåï áåëãiëåéäi. Áiðiãóäi» ºîñó îïåðàöèÿñûìåí
àíàëîãèÿñû áàð. Áiðàº á½ë àíàëîãèÿ òîëûº åìåñ, ¼éòêåíi áiðiãó
ºèûëûñóìåí ºîñûëûï êåòói ì¾ìêií        (1.6 ¸-ñóðåò).

1.9. Ìûñàë. Åãåð  À  –  êàíèêóë  êåçå»iíäåãi  ñïîðòïåí
ø½¹ûëäàíàòûí  ñòóäåíòòåð  òîáûíû»  æèûíû  áîëûï,  àë  Â  –
ñïîðòòûº ñåêöèÿëàð¹à ¸ðäàéûì ºàòûñûï æ¾ðåòií ñòóäåíòòåð
òîáûíû» æèûíû äåñåê, îíäà BA U – ñïîðòñìåí
ñòóäåíòòåðäi» æèûíû áîëûï òàáûëàäû. Îëàðäû» áið á¼ëiãi
îñû åêi æèûí¹à äà êiðói ì¾ìêií. Áiðíåøå æèûíäàðäû» áiðiãói

n

1i=
U Ài áîëûï æàçûëàäû. Æèûíäàðäû» áiðiêòiðó îïåðàöèÿñû

êåëåñi çà»äàð¹à áà¹ûíàäû:
– àëìàñòûðó çà»¹à- ;ABBA UU =
– òåðiìäiëiê çà»¹à- ).CB(AC)BA(CBA UUUUUU ==
Áîñ æèûíû ¾øií ÆUA =A (a+0=a), êîñó îïåðàöèÿñûìåí

½ºñàñòû¹û º¼ðiíiï ò½ð. Áiðiêòiðiëãåí iøæèûíäàðäû» æ¾éåñi
ºàíäàé äà áið  Ì æèûíûí º½ðàñòûðñà æ¸íå áàðëûº æèûíäàð
ºèûëûñïàñà, îíû  Ì  æèûíûíû»  á¼ëiíói  äåï  àòàéäû  (ÿ¹íè
æèûíäàðäû» ºîñ ºèûëûñóû áîñ æèûí áîëñà).

1.10. Ìûñàë. Ôóòáîëäû» æî¹àð¹û òîáûíäà n êîìàíäàñû
îéíàéäû. n21 F,...,F,F – êîìàíäàëàð¹à áiðiêòiðiëãåí ôóòáîëèñòåðäi»

æèûíû. { }n21 F,...,F,FV =  æ¾éåñi æî¹àð¹û òîáûíû» áàðëûº

ôóòáîëèñòåð æèûíûíû» á¼ëiíäiñi áîëàäû. n

1i
iF

=
U  æèûíû ¸ð

ôóòáîëèñòi» òåê áið êîìàíäàäà ¹àíà îéíàé àëàòûíûí ê¼ðñåòåäi.
À æ¸íå ° æèûíäàðûíû» àéûðûìû ° º½ðàìûíäà

æàòïàéòûí òåê ñîë ýëåìåíòòåðäi» æèûíû áîëûï òàáûëàäû
(1.7-ñóðåò). Îïåðàöèÿ À/° äåï áåëãiëåíåäi. Á½ë òåê åêi æèûí
¾øií îðûíäàëàòûí îïåðàöèÿ  (ºàòà» åêi îðûíäû).

A

°

1.7-ñóðåò
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1.11. Ìûñàë. Åãåð  À-àìïåðìåòðëåðäi»  æèûíû,  àë  °-
ò½ðàºòû òîêòû» ¼ëøåóiø º½ðàëäàðûíû» æèûíû áîëñà, îíäà
À\° - àéíûìàëû òîêòû» àìïåðìåòðëåðiíi» æèûíû áîëàäû.

 Òåê ¼çi áàðëûº æàðàìäû æèûíäàðäû òîëûº ºàìòàìàñûç
åòåòií æèûíäû – òîëûº íåìåñå óíèâåðñàë æèûíû äåï àòàéäû.
Åãåð áîñ æèûí, àëãåáðàäà, í¼ëü ð¼ëií àòºàðàòûí áîëñà, îíäà
óíèâåðñàë æèûí áið ð¼ëií àòºàðûï, I äåï áåëãiëåíåäi.
Ãðàôèêàëûº ò¾ðäå á¾ë æèûí òiê á½ðûø ò¾ðiíäå ê¼ðñåòiëåäi.
Òiê á½ðûøòû»  iøêi  àéìà¹ûíäà   º¼ðñåòiëãåí  æèûíäàð
áåéíåëåði, Ýéëåð-Âåíí äèàãðàììàñû äåï àòàëàäû (1.8-ñóðåò).

Óíèâåðñàë æèûííû»  ºàñèåòòåði:
1) AIA =I (ñîë ñèÿºòû a1a =´ );
2) IIA =U  ( 11a =+  ñàíäàð àëãåáðàñûíäà¹û îñûíäàé

½ºñàñ ¼ðíåêòi» ìà¹ûíàñû æîº).
À æèûíû óíèâåðñàë æèûííû» àéûðìàñû ñèÿºòû

àíûºòàëàòûí A  æèûíû – À æèûíûíû» ºîñûìøàñû äåï àòàëàäû:

A\IA = .
Îñû ½¹ûì 1.9-ñóðåòòå ê¼ðñåòiëãåí, A  ºîñûìøàñû

øòðèõïåí áåëãiëåíiï ò½ð.

I
A

B

C

A

I

1.8-ñóðåò

1.9-ñóðåò
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1.12. Ìûñàë. Ñòóäåíòòåð òîáû, àë¹àøºû ìûñàëäàðäà
ê¼ðñåòiëãåíäåé, I óíèâåðñàë æèûí ñèÿºòû ºàðàñòûðûëñûí.
Îíäà, À òîïòà¹û ñòèïåíäèÿíû àëàòûí ñòóäåíòòåð æèûíû

áîëñà, àë A\IA =  ñòèïåíäèÿíû àëìàéòûí ñòóäåíòòåð
æèûíû áîëàäû.

²îñûìøàëàðäû» ºàñèåòòåði:

1) Æ=AA I , ¼éòêåíi À æ¸íå A  îðòàº ýëåìåíòòåði æîº;

2) IAA =U , ¼éòêåíi I-äi» áàðëûº ýëåìåíòòåði À æ¸íå

A  æàòàäû;
3) Åãåð A  äåãåí  À  æèûíûíû»  ºîñûìøàñû  áîëñà,  îíäà

À-íû äà A  æèûíûíû» ºîñûìøàñû äåï àòàó¹à áîëàäû. Áàñºà

æà¹ûíàí, A  æèûíûíû» ºîñûìøàñû A . Îñûäàí AA = .
Æèûíäàðäû» íåãiçãi îïåðàöèÿëàðû í¸òèæåëåíiï, 1.1-

êåñòåäå êåëòiðiëãåí.
Æî¹àðûäà àéòûë¹àíäàé, æèûíäàð àëãåáðàñûíäà

òåðiìäiëiê æ¸íå àëìàñòûðó çà»äàðû îðûíäàëàäû.
¶ëåñòiðiìäiëiê çà»ûíà ñ¸éêåñ Ýéëåð-Âåííi» äèàãðàììàñûí
ñàëàéûº (1.10-ñóðåò).

²àëû» ñûçûºïåí ñûçûëûï øòðèõòàë¹àí àóäàí, îðòàº
àéìàºòû áåðåäi. Îñûäàí,

)CB()CA(C)BA( IUIIU = ,
¼çàðà òå». Ñàíäàð àëãåáðàñûíäà¹û (a+b)c=ac+bc àðàºàòûñûíà
ñ¸éêåñ êåëåäi. ²àðàïàéûì àëãåáðàäà ¾ëåñòiðiìäiëiê çà»ûíû»,
òåðiìäiëiê æ¸íå àëìàñòûðó  çà»äàðûíàí  àéûðìàøûëû¹û
ñîë,  ºîñó  ìåí  ê¼áåéòóãå, ñèììåòðèÿëû åìåñòiãi. Øûíûìåí

A B

C

I

1.10-ñóðåò
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äå, + òà»áàñûí ´  òà»áàñûíà àóûñòûðó, ºàðàìà-ºàéøûëûººà
àëûï êåëåäi:  ab+c=(a+c)(b+c).

1.1-êåñòå

Îïåðàöèÿíû»
àòàëóû

Áåëãiëåó æ¸íå
    ¼ðíåãi

Ãðàôèêàëûº
    áåéíåëåó

Áiðiêòiðó { xxBA Î= :U

 ¸ëiäå }Bx Î

²èûëûñó
{ xxBA Î= :I

æ¸íå }Bx Î

Àëûìû
{ xxBA Î= :\

æ¸íå }Bx Ï

²îñûìøàëàó }{ AxxA Ï= :

Æèûí¹à ºîëäàíàòûí ¼çàðà U  æ¸íå I  òà»áàëàðûí
àóûñòûðó åêi æà¹äàéäà äà áiðäåé æèûíäàðäû áåðåäi. 1.11-
ñóðåòòåãi äèàãðàììàäà ì½íäàé æèûíäàð ºàëû» ñûçûºïåí
ºîðøàë¹àí àóäàí.

A

A B

A B

A B
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Îñûäàí ìûíàó ïàéäà áîëàäû:

)CB()CA(C)BA( UIUUI = .

Ñîíäûºòàí,  æèûíäàð  àëãåáðàñûíäà,  áàðëûº  ¾ø  çà»  äà
áiðiãó ìåí ºèûëûñó àìàëäàðûíà ºàðà¹àíäà ñèììåòðèÿëû
áîëûï ºàëàäû.

1.12-ñóðåòòå À æ¸íå Â æèûíäàðû óíèâåðñàëäû I
æèûííû»  iøiíäå  ê¼ðñåòiëãåí.  Øòðèõòàë¹àí  àéìàº  – BA I -

íi» ºèûëûñóû. Îíû» ýëåìåíòòåðiíi»  ºîñûìøàëàðû íå A
æèûíû», íå òåê ºàíà, B  æèûíûíû» BA I  ºèûëûñóûíà òèiñòi.
Îñû ¾ø øàðò BA U  áiðiãóií àíûºòàéäû. Ñîë ñåáåïòåí,

.BABA UI =

Åíäi BAU  áiðiãóií ºàðàñòûðûï ê¼ðåéiê (ºàëû»
ñûçûºïåí ñûçûëûï øòðèõòàë¹àí àóäàí). Îíû» ºîñûìøàñû

BAU  øòðèõòàë¹àí áîëûï øûºòû, áàñºàøà àéòºàíäà:

BABA IU = .

A B

C

I

A B

I

1.11-ñóðåò

1.12-ñóðåò
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Àëûí¹àí  åêi  ¼ðíåê  òå  äå  îë  Ìîðãàííû»  øàðòòàðû  äåï
àòàëàäû. Îñû åðåæåëåð àðêûëû ¸ðò¾ðëi åñåïòåðäi ëîãèêàëûº
òå»äåóëåðìåí åñåïòåóãå æ¸íå ëîãèêàëûº òåíäåóëåðäi»
½çàºòûëû¹ûí àçàéòó¹à áîëàäû.

1.4. Æèûíäàð ìåí îëàðäû» ýëåìåíòòåðiíi»
  àðàñûíäà¹û ºàòûíàñòàð

Åíäi æèûíäàðäû» àðàëàðûíäà¹û ºàòûíàñòàðäû
êàðàñòûðàéûº. Îëàðäû» áiðíåøå ò¾ðëåði áîëàäû. Áiðiíøi ò¾ði
– ñ¸éêåñòiê. Ñ¸éêåñòiê æèûí, ýëåìåíòòåðiíi» àðàñûíäà¹û
ºàòûíàñòàðäû ê¼ðñåòåäi. Åêiíøi ò¾ði – áåéíåëåó, á¾ë ºàòûíàñ
àðºûëû áið æèûí ýëåìåíòòåði áåëãiëi òå»äåóëåð àðºûëû
åêiíøi æèûí ýëåìåíòòåðiíå àéíàëàäû. ´çàðà åêi æèûííû»
àðàñûíäà¹û ¼ðíåê ò¾ðiíäåãi áàéëàíûñ – ôóíêöèÿ äåï àòàëàäû.
Àðû êàðàé îñû êàòûíàñòàðäû êàðàñòûðàìûç.

Åãåð Aa Î  ýëåìåíòòåði Bb Î  ýëåìåíòòåðiìåí ºàáàòòàñûï
ñàëûñòûðûëûï, ñàëûñòûðóäû» ¸äiñi àíûºòàë¹àí áîëñà, îíäà À
æ¸íå Â æèûíäàðûíû» àðàñûíäà ñ¸éêåñòiê îðíàòûë¹àí äåéäi.

BAQ ´Í  æèûíû ñ¸éêåñ îðíàòàòûí çà»ûí àíûºòàéäû äà,
ñ¸éêåñòiê ãðàôèãi äåï àòàëàäû. (A,B,Q) ¾ø æèûíäàðìåí
àíûºòàëàòûí, Qb,a Îñá  êîðòåæäåði ñàëûñòûðûëàòûí
ýëåìåíòòåðäi» æ½áûí ê¼ðñåòåäi.

1.13. Ìûñàë. Ñòóäåíòòåðãå êóðñòûº æîáàëàó¹à òàïñûðìà
áåðó  êåçiíäå:  À  –  ñòóäåíòòåð  æèûíû  äåñåê;  Â  –  º½ðûë¹àí
òàïñûðìàëàðäû» æèûíû. BAQ ´Í  ãðàôèãi ¸ð ñòóäåíòêå
ºàíäàé òàïñûðìà îðûíäàó êåðåê åêåíií àíûºòàéäû (ñ¸éêåñòiê
îðíàòûë¹àí).

1.14. Ìûñàë. Ñòóäåíòòåð òîáûíû» æèûíû À, Â-
áà¹àëàðäû» æèûíû, àë îíäà åìòèõàí òàïñûðó í¸òèæåëåðiíi»
êåñòåñi BAQ ´Í  ñ¸éêåñ ãðàôèãií ê¼ðñåòåäi.

Æàëïû  æà¹äàéäà  À  æ¸íå  Â  æèûíäàðûíû»  áàðëûº
ýëåìåíòòåð àðàñûíäà ñ¸éêåñòiê îðíàòûëóû ì¾ìêií åìåñ.

À  æèûíû  ñ¸éêåñòiêòi»  æîëäàó  àéìà¹û,  àë  Â  ºàáûëäàó
àéìà¹û äåï àòàëàäû. Aa Î  ýëåìåíòòåðiíåí ò½ðàòûí QÏð1

ïðîåêöèÿñûí  –    ñ¸éêåñòiêòi» àíûºòàëó àéìà¹û, àë Bb Î
ýëåìåíòòåðiíåí ò½ðàòûí QÏð2   ñ¸éêåñòiê ì¸íäåðiíi» àéìà¹û

äåï àòàéäû. Åãåð AQÏð1 =  áîëñà, îíäà ñ¸éêåñòiêòi ¸ð æåðäå
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àíûºòàë¹àí (áàñºà æà¹äàéäà-äåðáåñ àíûºòàë¹àí) äåéäi.
BQÏð2 =  æà¹äàéûíäà, ñ¸éêåñòiê – ñþðüåêòèâòi äåï àòàëàäû.

 (X,Y,Q) ¸ð æåðäå àíûºòàë¹àí ñ¸éêåñòiê áåðiëiï, îíû»
àíûºòàó æ¸íå æîëäàó àéìàºòàðû áiðäåé áîëñà, îíäà X, Y
áåéíåëåíåäi äåï àòàï, )Xx(ÓX:Q Î"®  áåëãiëåéäi. Æàëïû
æà¹äàéäà Xx Î  ýëåìåíòiíå  ºàíäàéäà  áið ÓQx Í  iøæèûí
ñ¸éêåñ áîëñà, îë õ ýëåìåíòiíi» áåéíåñi äåï àòàëàäû. Îíäàé
áåéíåíi – ê¼ïì¸íäi äåéäi.  Ìûñàëû,  à¹ûëøûí  –   îðûñ
ñ¼çäiãiíäå, Ó îðûñ ñ¼çäåðiíi» æèûíûíà, î¹àí ñ¸éêåñ Õ
à¹ûëøûí ñ¼çäåðiíi» æèûíû áåðiëåäi. Îñû áåéíåëåó ê¼ïì¸íäi.
Áiðì¸íäi áåéíå êåçiíäå Xx Î  ýëåìåíòiíå ñ¸éêåñ, òåê ºàíà áið

Yy Î  ýëåìåíòi ºîéûëàäû.
Åíäi ôóíêöèÿ äåãåí ½¹ûìäû êàðàñòûðàéûº. Áiðì¸íäi

áåéíåëåó êåçiíäå, f-ïåí áåëãiëåíãåí ñ¸éêåñòiê ãðàôèãiíi»
áiðäåé áiðiíøi æ¸íå ¸ðò¾ðëi åêiíøi êîìïîíåíòòåði áàð
êîðòåæäåði  áîëìàñûí.  Ì½íäàé   áåéíåëåó  – ôóíêöèÿ äåï
àòàëàäû: YX:f ® .

Ïð1f=x  àíûºòàëó  àéìà¹ûíû»  õ  ýëåìåíòií  àðãóìåíò,  àë
ì¸íäåð àéìà¹ûíäà õ ýëåìåíòiíi» áåéíåñií ôóíêöèÿ ì¸íi äåï
àòàéäû. Á½ë êåçäå ( õ,ó,f ) ñ¸éêåñòiãi  ó=f(x) ò¾ðiíäå æàçûëàäû.

Åãåð Õ æîëäàó àéìà¹ûíû» àºûðëû æèûíû áîëñà, îíäà
ôóíêöèÿ êåñòå ò¾ðiíäå, ñá y,x  æ½ïòàðäû» àºûðëû òiçiìi

ðåòiíäå  ê¼ðñåòiëåäi.  Ôóíêöèÿíû»  y  ì¸íiíå  ñ¸éêåñ  êåëåòií,
áåðiëãåí õ àðãóìåíòiíi» ì¸íií ¼ðíåêòåñå, îíäà åñåïòåó
ïðîöåäóðàñû ôîðìóëà àðºûëû áåðiëå àëàäû. Åãåð X æ¸íå Y
íàºòû ñàíäàðäû» æèûíû áîëñà, îíäà  y=f(x) ôóíêöèÿñûíû»

ãðàôèãi, 2R  íàºòû æàçûºòû¹ûíû» iøiíäå æàòºàí, í¾êòåëåð
æèûíû  àðºûëû  ê¼ðñåòiëåäi.  °ð   í¾êòå  áåëãiëi  áið fy,x Îñá
êîðòåæãå ñ¸éêåñ. F æèûíûíû» ãðàôèêàëûº ê¼ðñåòóií –
ôóíêöèÿíû» ãðàôèãi äåï àòàéäû.

Ñ¸éêåñòiêòi» æîëäàó àéìà¹û t óàºûò ìåçåòòåðiíi», Ò
ðåòòåëiíãåí æèûí áîëóû ì¾ìêií. Îíäà Ò æèûíûíû» f áåéíåñi
R íàºòû ñàíäàð æèûíûíû»: RT:f ® , ñá x,t  æ½ïòàðûíàí
º½ðàñòûðûëàäû, ì½íäà¹û Tt Î  æ¸íå Rx Î , ôóíêöèÿíû»
ëåçäiê ì¸íi äåï àòàëàäû. Áàðëûº Tt Î  ¾øií ñá x,t  ëåçäiê
ì¸íäåðiíi» æèûíû, x(t) óàºûò ôóíêöèÿñû äåï àòàëàäû. Åãåð t
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ìûíà  ( ¥-¥, ) àðàëû¹ûíäà ºàíäàé äà áîëñûí, ì¸íäi
ºàáûëäàñà, îíäà îíû – ¾çäiêñiç óàºûò ôóíêöèÿñû äåï àòàéäû.

Êåéäå óàºûòòû íàòóðàë { },...2,1,0,1,2..., --  øåêñiç  ñàíäàð
æèûíû ðåòiíäå ºàðàñòûðó¹à áîëàäû. Îíäà x(t) äèñêðåòòiê
óàºûò  ôóíêöèÿñû  áîëàäû  æ¸íå  îíû»  ãðàôèãi  n  óàºûò
ìåçåòòåðiíäåãi ñá x,n  ñàíàëàòûí æèûíòû¹ûí ê¼ðñåòåäi.

Åíäi æèûíäàð àðàñûíäà¹û ºàòûíàñòàðäû êàðàñòûðàìûç.
Æèûííû»  ¼çiíå-¼çi  áåéíåëåíói   –  áåéíåíi»  äåðáåñ  æà¹äàéû
áîëûï ñàíàëàäû: XX:Ã ® .  Áið  æèûíäà  áåðiëãåí  (X,Ã)
æ½áûìåí àíûºòàëàòûí áåéíåíi – ºàòûíàñòàð äåï àòàéäû. Õ
æèûíû  ºàòûíàñòû»  áåðiëó  àéìà¹û  áîëàäû  äà,  àë  îíû»
ãðàôèãi êåëåñi ò¾ðäå æàçûëàäû: [ ]2XXXÃ =´Í .

°ðáið á¼ëåê àëûí¹àí ºàòûíàñòàðäû» ðåòòåëãåí æ½áûí
2X  æèûíûíû»  åêi  ýëåìåíòiìåí  ñàëûñòûðàòûí áîëñàº,

îíäàé ºàòûíàñòû – áèíàðëû äåï  àòàéäû.  Ñèìâîëäû  ò¾ðäå  x
æ¸íå y ýëåìåíòòåði àðàñûíäà¹û áèíàðëûº ºàòûíàñòû õÃy äåï
æàçàìûç.

Á½ë ºàòûíàñòàð êåëåñi ºàñèåòòåðäi èåìäåíåäi:
– ðåôëåêñèâòiê – )Xx( Î" [xÃx];

– ñèììåòðèÿëûº – ( )Xy,x Î" [xÃó®óÃõ];
– òðàíçèòèâòiê – ( )Xz,y,x Î"  [xÃó, õÃz];

– òåïå-òå»äiê – ( )Xy,x Î" [ xÃy, yÃx ®x=y].

Àºûðëû æèûíäà¹û áèíàðëûº ºàòûíàñòàð, XX ´

¼ëøåìäi ìàòðèöà ò¾ðiíäå áåðiëói ì¾ìêií. Îñû ìàòðèöàëàðäû»
æîëäàðû ìåí áà¹àíäàðû X æèûíûíû» ýëåìåíòòåðiíå ñ¸éêåñ
êåëåäi. Ýëåìåíòòåðiíi» àðàñûíäà ºàòûíàñòàð áîë¹àí æà¹äàéäà,
î¹àí  ñ¸éêåñ  æîëìåí  æ¸íå  áà¹àíìåí  ºèûëûñóûíà  1,  åãåð
áîëìàñà, 0 ºîéûëàäû.

1.15. Ìûñàë. { }4,3,2,1  ºàíäàð òîáûíû» æèûíû ¾øií, ºàí
º½þ êåçiíäåãi ¾éëåñóøiëiêòi» ºàòûíàñû ãðàôèê ò¾ðiíäå
àíûºòàëàäû,

{ }4,4,4,3,3,3,4,2,2,2,4,1,3,1,2,1,1,1Ã ñáñáñáñá= .

Îñû¹àí ñ¸éêåñ ºàòûíàñòàð ìàòðèöàñûíû» ò¾ði
ò¼ìåíäåãiäåé áîëàäû:
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1.16. Ìûñàë. { }6,5,4,3,2,1N =  íàòóðàë ñàíäàð æèûíûíäà õ
æ¸íå  y  áiðãå  òå»  åìåñ,  îðòàº  á¼ëãiøi  áàð  õÃy  ºàòûíàñû
áåðiëñií. Á½ë æåðäå, ýëåìåíòòåð àðàñûíäà¹û ºàòûíàñòàð,
ðåôëåêñèâòiê æ¸íå ñèììåòðèÿëûº ºàñèåòòåðäi èåìäåíåäi.
²àòûíàñòàð ìàòðèöàñû ìûíà ò¾ðäå òàáûëàäû:

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

101110

010000

101010

100100

101010

000000

Åãåð îñû àéòûëûì ( )[ ]õÃóXy,x Î"   ä½ðûñ áîëñà, (Ã=X
2

)
ºàòûíàñòû – òîëûº ºàòûíàñ, àë åãåð îë ä½ðûñ áîëìàñà, îíäà
áîñ äåï  àòàëàäû  (Ã=Æ ).  Òîëûº  ºàòûíàñ  òåê  áiðëåðäåí
ò½ðàòûí,  àë  áîñ  ºàòûíàñ,  ýëåìåíòòåði  òåê  ºàíà,  í¼ëãå  òå»
ìàòðèöàìåí áåðiëåäi.

Àéòûëûì ò¼ìåíäåãiäåé áåðiëñå:
( )Xy,x Î" [xÃy®x=y],

îë òå»äiê ºàòûíàñòû àíûºòàéäû. Åãåð ºàòûíàñ ðåôëåêñèâòi,
ñèììåòðèÿëû æ¸íå òðàíçèòèâòi áîëñà, îíäà îíû –
ýêâèâàëåíòòiê ºàòûíàñ äåï àòàéäû.

Òå»ñiçäiêòi» ºàòûíàñû, æèûí ýëåìåòòåðiíi» îðíàëàñó
ðåòií àíûºòàéäû. ²àòà» åìåñ ðåò yx £  ºàòûíàñòàðû êåëåñi
ºàñèåòòåðìåí àíûºòàëàäû:

– ðåôëåêñèâòiê – ;xx £
– òåïå-òå»äiê – ( ) ;yxxy,yx =®££
– òðàíçèòèâòiê – ;zx)zy,yx( £®££
²àòà» ðåò ºàòûíàñû x<y êåëåñi ºàñèåòòåðìåí ñèïàòòàëàäû:
– àíòèðåôëåêñèâòiê – x<x æàë¹àí;
– ñèììåòðèÿëû åìåñòiê – (x<y æ¸íå y<x) æàë¹àí;
– òðàíçèòèâòiê –  (x<y æ¸íå y<z)® x<z.
²àòûíàñòàð¹à æèûíäàðäà¹û ñèÿºòû îïåðàöèÿëàðäû äà

(áiðiãó, ºèþ, àéûðó) ºîëäàíàäû.
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II. Æ¶ÉÅËÅÐÄI ÆÀÇÓ ÍÅÃIÇÄÅÐI

Æ¾éåëåðäi æàçûï ê¼ðñåòó – íåãiçi æî¹àðûäà
êåëòiðiëãåí æèûíäàð òåîðèÿñûíà ñ¾éåíåäi. Î¹àí ºîñà
ôóíêöèîíàëäû òàëäàóäû» áið òîï ½¹ûìäàðû
êîëäàíûëàäû. Îëàðäû» àðàñûíäà êå»iñòiêòåð,
ñ¸éêåñòiêòåð, áåéíåëåóëåð, ôóíêöèÿëàð ½¹ûìäàðû áàð.
Àðû êàðàé îñû íåãiçãi ½¹ûìäàðäû» àíûºòàìàëàðûí
ôóíêöèîíàëäû òàëäàó íåãiçäåðiíå ñ¾éåíå îòûðûï
æàë¹àñòûðàéûº.

2.1. Êå»iñòiêòåð

Ýëåìåíòòåðäi» ¼çàðà ºàòûíàñòàðûìåí îïåðàöèÿëàðäû
àíûºòàéòûí æèûí – êå»iñòiê äåï àòàëàäû. Æèûí
ýëåìåíòòåðiíi» àðàñûíäà¹û ºàðàïàéûì ºàòûíàñòàðäû» áiði,
îëàðäû» ¼çàðà àðàºàøûºòû¹û. Ìûñàëû, ñàíäûº îñiíi» 1x

æ¸íå 2x  ñàíäàðäû» àðàñûíäà¹û ºàøûºòûº 21 xx -  ñàíûìåí

àíûºòàëàäû   (2.1-ñóðåò). Åêi ¼çàðà ïåðïåíäèêóëÿð ñàíäûº
îñüòåðiìåí áåðiëãåí æàçàºòûºòà, àðàºàøûºòûº øàìàíû êåëåñi

òåíäåóäåí ê¼ðóãå áîëàäû 2
21

2
21 )yy()xx(d -+-=  (2.2-ñóðåò).

Æèûí ýëåìåíòòåðiíi» àðàºàøûºòûº ½¹ûìûíà, æàëïû
ñèïàòòàìàíû áåðåéiê. Êåéáið A  áîñ  åìåñ  æèûíû   áåðiëñií.
Îñû æèûííû» ýëåìåíòòåð àðàñûíäà¹û ºàøûºòû¹û – ìåòðèêà
äåï àòàëàäû äà, êåëåñi áàéëàíûñòû ê¼ðñåòåäi. Ýëåìåíòòåð x  æ¸íå

x2x1x
2.1-ñóðåò

 0  x1x 2x

1y

2y
 y

2.2-ñóðåò
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y  àðàñûíäà¹û ìåòðèêà ( )y,xr  áîëó ¾øií, ¾ø ìåòðèêàëûº
êå»iñòiêòi» àêñèîìàëàðû îðûíäàëóû òèiñ:

1) ( ) 0y,x ³r , òåê ºàíà yx =  áîë¹àí êåçäå ( ) 0y,x =r ;

2) ( ) ( )x,yy,x r=r ,  á½ë  òå»äåó,  ñèììåòðèÿ  àêñèîìàñû  äåï
àòàëàäû;

3) ( ) ( ) ( ) ( )Xz,y,x,z,yy,xz,x Îr+r£r , îñû òåíñiçäiê
½øá½ðûøòû» òå»ñiçäiê àêñèîìàñûí ê¼ðñåòåäi.

r  ìåòðèêàñûìåí àíûêòàë¹àí áîñ åìåñ A  æèûíûí  –
ìåòðèêàëûº êå»iñòiê äåï àòàéäû.

Æèûíäàðäû» ìåòðèêàñûí ¸ð ò¾ðäå åíãiçóãå  áàéëàíûñòû,
¸ðò¾ðëi ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåðäi ºàðàñòûðó¹à áîëàäû. Ìûñàë
ðåòiíäå êåëåñi ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåðäi ºàðàñòûðàìûç.

2.1. Ìûñàë. Îñû ìûñàëäà Åâêëèä êå»iñòiãi áûëàé áåëãiëåíåäi
nE . Å» àëäûìåí, 3R  ¾ø¼ëøåìäi êå»iñòiêòi» í¾êòåëåð æèûíûí

ºàðàñòûðàéûº. Á¾ë êå»iñòiêòi ¾ø áiðäåé íàºòû îñüòåð 1R
º½ðàñòûðàäû. Êå»iñòiêòi» åêi x  æ¸íå y  í¾êòåëåð àðàñûíäà¹û
àðàºàøûºòûº ìåòðèêàñû, òiê á½ðûøòû ïàðàëåëåïèïåäòi»
äèîãàíàëûíû» d  ¾çûíäû¹ûìåí  àíûºòàëàäû  (2.3-ñóðåòòi  ºàðà).
Îíû ìûíà òå»äåóäåí ê¼ðóãå áîëàäû:

( ) ( ) ( )233
2

22
2

11 yxyxyxd -+-+-= .

Îñû òå»äåóäi n-¼ëøåìäi Åâêëèä ºå»iñòiãiíå òàðàòºàíäà,
îíû» ìåòðèêàñûí ìûíà òåíäåóäåí ê¼ðóãå áîëàäû:

( ) ( )å -=r
=

n

1i

2
ii yxy,x .                  (2.1)

                                                                          2.3-ñóðåò

y3y

2y

2 y,x

x

3 y,x

1 y,x

1x1y

2x

3x

O
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Æî¹àðûäà¹û àéòûëûï êåòêåí
àêñèîìàëàðäà ºàðàñòûðûë¹àí øàðòòàð¹à,
êå»iñòiêòi» òóðà åêåíiíå º¼çiìiç æåòòi.

2.2. Ìûñàë. Åíäi ìûñàë ðåòiíäå ñïåêòð áîéûíøà
øåíåëãåí ñèãíàëäàð êå»iñòiãií ºàðàñòûðàéûº. Á½ë
ñèãíàëäàðäû ¾çiëiññiç óàºûò ôóíêöèÿñûìåí )t(x  äåï æàçñàº,

îíäà áåðiëãåí ôóíêöèÿëàðäû» ìàêñèìàëü ì¸íi mX -¹à, àë

ìèíèìàëü ì¸íi 0-ãå òå» áîëàäû. Îíû ìûíà ºàñèåòòåðìåí
ñèïàòòàï ê¼ðñåòåìiç:

ïî

ï
í
ì

w>w

w£ww=w
ñ

ñ

ïðè0

ïðè)j(X)j(X ,

ì½íäà¹û ò <<=w
¥

¥-

w- .Tt0,dte)t(x)j(X tj

Ñîíûìåí, îñû æèûííû» áàðëûº ñèãíàëäàðû,
ñïåêòð ìåí óàºûò áîéûíøà øåíåëãåí ñèãíàëäàð
áîëàäû. Ñàíàóëàðäû»  òåîðåìàñû áîéûíøà, îñûíäàé
ñèãíàëäàðäû æóûºòàï, ºàòàð ò¾ðiíäå º¼ðñåòóãå áîëàäû:

å
D-w

D-w
D=

=

n

1k c

c ,
)tkt(

)tkt(sin
)tk(X)t(x

ì½íäà¹û -= F;FT2n  ñèãíàë  ñïåêòðiíi»  º¼ëåìi,  Ãö;

-p=w T;F2c  ñèãíàëäû» ¾çàºòû¹û, ñ. Îíäà )t(x  ¾çiëiññiç óàºûò

ôóíêöèÿñûí áiðºàòàð àðíàéû ò½ë¹àëû èìïóëüñòåð (ñàíàóëàð
ôóíêöèÿëàðû) àðºûëû º¼ðñåòóãå áîëàäû. Èìïóëüñòåðäi» ìàêñè-

ìóìäàðû ¼çàðà tD  óàºûò àðàëû¹ûíäà îðíàëàñàäû (2.4-ñóðåò).

импульсitxk )()( tkX D
)(tX

mX

)(tx
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k í¼ìiðëi èìïóëüñòi )t(xk  áåëãiëåñåê, îíäà:

,
)tkt(

)tkt(sin
)tk(X)t(x

c

c
k D-w

D-w
D=

îñû òå»äåóäåí ê¼ðiíiï ò½ð¹àíäàé, áàðëûº èìïóëüñòåð ¼çàðà
òåê ºàíà )tk(X D  ì¸íiìåí áið-áiðiíåí àæûðàòûëàäû. Óàºûò
îñiíäåãi k  îðûíäà¹û èìïóëüñòi» ì¸íi 0 ìåí æ¸íå mX  íàºòû

ñàíäàð æèûíûìåí øåêòåëåäi. )t(x  ñèãíàëäû» æàðàìäû
ì¸íäåði, áàðëûº )n,...,2,1k(,tk =D  óàºûòòà¹û ñàíäàð
æèûíäàðûíû» º¼áåéòiíäiñiíå òå» áîëàäû. Á½ë æèûíäàð
ê¼áåéòiíäiñiíi» ìåòðèêàëàðû – ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòi
º½ðàñòûðàäû. Îñû êå»iñòiêòå )t(x  óàºûò  ôóíêöèÿñû  áið
ýëåìåíò ò¾ðiíäå, ôóíêöèÿ ì¸íäåðiíi» tkD  ìåçãiëäåðiíäåãi
ê¼áåéòiíäiñiìåí º¼ðñåòiëåäi.

Æèûííû» åêi óàºûò ôóíêöèÿëàðûí )t(x  æ¸íå )t(y

ºàðàñòûðàéûº (2.5-ñóðåò). tkD  óàºûòòàðûí k àðàëû¹ûíäà
áåêiòå îòûðûï, êåëåñi ìåòðèêàíû åíãiçåéiê:

),TK2E(F2)y,x( xyc -=r

ì½íäà¹û cE – ñèãíàëäàðäû» òîëûº ýíåðãèÿëàðû. )t(x  æ¸íå

)t(y  ñèãíàëäàðûíû» ýíåðãèÿëàðû áiðäåé äåï åñåïòåëãåí
êåçäå:
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å =DD=
=

n

1k
xy ,FT2n),tk(Y)tk(X

n
1

K

á½ë òå»äåó )t(x  æ¸íå )t(y  ñèãíàëäàðûíû» ¼çàðà áàéëàíûñûí
º¼ðñåòåòií êîýôôèöèåíòií àíûºòàéäû.

)t(x  æ¸íå )t(y  ñèãíàëäàðûíû» èìïóëüñ ýíåðãèÿñûí
åñåïòåñåê:

)tk(X
F2

1
E 2

xk D=  , )tk(Y
F2
1

E 2
yk D= .

Îíäà ñèãíàëäàðäû» òîëûº ýíåðãèÿñû

ìûíà¹àí òå»:

)tk(Y
F2
1

)tk(X
F2
1

E
n

1k

2n

1k

2
c å D=å D=

==

.

Îñû òåíäåóëåðäi ºîëäàíûï, ìåòðèêàíû åñåïòåéòií
òå»äåóäi ìûíà ò¾ðäå æàçó¹à áîëàäû:

2
1

n

1k

n

1k

2
n

1k

2 )tk(Y)tk(X)tk(Y
2
1

)tk(X
2
1

)y,x( úû
ù

êë
é

å å DD-D+å D=r
= ==

,

tkD t

)(),( tYtX
)( tkX D

)( tkY D

2.5--ñóðåò
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¸ëi äå:

[ ] 2n

1k
)tk(Y)tk(X

2
1)y,x( å D-D=r

=
 .                       (2.2)

(2.1) æ¸íå  (2.2) òåíäåóëåðäi ñàëûñòûðñàê, îëàðäà¹û
åíãiçiëãåí ìåòðèêàëàð n-¼ëøåìäi Åâêëèä êå»iñòiãií
àíûºòàéäû. Ìåòðèêàëûº êå»iñòiê ½¹ûìûí ïàéäàëàíà îòûðûï,
¸ð ò¾ðëi ìåòðèêàëàðäû» æ¸íå ¸ð ò¾ðëi êå»iñòiêòåðäi»
º½ðûëûìäàðûí åíãiçå àëàìûç.

Àðû ºàðàé ôóíêöèîíàëäû êå»iñòiêòåðäi» ¼òå áið
ìà»ûçäû  ½¹ûìûí  ºàðàñòûðàìûç.  Îë  ¸ð  ò¾ðëi
òiçáåêòåëãåí ýëåìåíòòåðäåí º½ðûë¹àí æèûíäàðäû»
æèíàºòûëû¹û.

X ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòi» { }nx  ýëåìåíòòåð òiçáåãi

æèíàºòàëóû  ¾øií îíû» Xx Î  øåãi áîëóû òèiñ. Ìåòðèêà
½¹ûìûíà ñ¾éåíå îòûðûï, ä¸ëåëäåìåíi ºåëòiðìåé-àº, òåê
åêi¼ëøåìäi ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåãi íàºòû ñàíäàð ìûñàëûí
ºàðàñòûðàéûº.

2R  æàçûºòû¹ûíû» nm x,x  æ¸íå x  ñàíäàðûíû»

ìåòðèêàëàðûí )x,x(),x,x(),x,x( nmnm rrr  àíûºòàéûº òà, x
í¾êòåñiíå àéíàëàòûí e  ðàäèóñòi øå»áåðäi ñûçàéûº (2.6-
ñóðåò). Îíäà ºàíäàé äà áîëñûí 0>e  ì¸íiíå ñîíäàé N ñàíû

òàáûëñà, m>N áîë¹àíäà e<r )x,x( m , mx  ýëåìåíòòåðäi»
òiçáåãi – æèíàºòàëàòûí òiçáåê äåï  àòàëàäû.  Åíäi  n>N,

e<r )x,x( n  îíäà nx  òiçáåãi  äå  æèíàºòàëàòûí  òiçáåê.
Ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåðäi» ¾øiíøi àêñèîìàñû áîéûíøà:

.2)x,x()x,x()x,x( nmnm e<r+r£r

Îíäà êå»iñòiêòi» x  ýëåìåíòòåðiíi» òiçáåãi, æèíàºòàëàòûí
òiçáåê  áîëóû  ¾øií  êåëåñi  øàðò:  m,  n>N, e<r )x,x( nm

îðûíäàëóû òèiñ. Æèíàºòûëûº äåãåí ½¹ûìíû» æàëïû
àíûºòàìàñûí êåëòiðåéiê.
Áàðëûº 0>e  ñàíäàð¹à, e<r )x,x( nm Nn,Nm >>  øàðòòàð¹à

ëàéûº á¾òií N   ñàíû  òàáûëñà, X   ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòi»
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{ }nx  ýëåìåíòòåð  òiçáåãi  æèíàºòàëàòûí  òiçáåê  áîëàäû  (Êîøè
òiçáåãi).

2.6-ñóðåò

Êåéáið æà¹äàéëàðäà { }nx  òiçáåãiíi» ýëåìåíòòåði æ¸íå
îíû» øåãi x  áið  êå»iñòiêòå  æàòïàóû  äà  ì¾ìêií.  Ìûñàëû,

êåëåñi ñàíäàð òiçáåãiíi» n
n )

n
11(x +=  øåãi e)

n
11( n

n
lim =+

¥®

. Îñû

òiçáåê e  èððàöèîíàë  ñàíûìåí  øåíåëåäi.  Àë  á½ë  æà¹äàéäà
ðàöèîíàë ñàíäàðäàí º½ðûë¹àí X  ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòå
áåðiëãåí ýëåìåíòòåð òiçáåãiíi» øåãi, îñû êå»iñòiêòå æàòïàéäû.
Íàºòû ñàíäàð ìåòðèêàëûº êå»iñòiãiíäå, òiçáåêòi» ýëåìåíòòåði
ìåí îëàðäû» øåãi, áið êå»iñòiêòå æàòàäû. X  ìåòðèêàëûº
êå»iñòiãi òîëûº áîëóû ¾øií, òiçáåêòi» ýëåìåíòòåði

X}x{ n Ì êå»iñòiêòå æàòºàí êåçiíäå, îëàðäû» øåãi Xx Î  îñû
êå»iñòiêòå æàòóû òèiñ.

2.2. Áåéíåëåð æ¸íå ôóíêöèÿëàð

Ôóíêöèîíàëäû òàëäàóäà, ôóíêöèÿ ½¹ûìû æàëïû
½¹ûìäàðäû» áiði. Ñàíäàð æèûíäàðû àðàñûíäà¹û ºàòûíàñ –
ôóíêöèÿ äåï  àòàëàäû.  Îñû  ºàòûíàñ  áiðì¸íñiç  äå  áîëóû
ì¾ìêií.

X  æèûííû», aX  iøæèûíûíû» ýëåìåíòåðií æ¸íå Y

æèûíûíû», bY  iøæèûíûíû» ýëåìåíòåðií ºàðàñòûðàéûº:

.Yy,YY;Xx,XX bbaa ÎÌÎÌ

R

R

e
O

x

mx

nx

),( nm xxr
),( xxmr

),( xxnr
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Åíäi f  åðåæåñi àðºûëû aX æèûíûíû» ýëåìåíòòåði ìåí

bY  æèûíûíû» ýëåìåíòåði àðàñûíäà êåéáið ºàòûíàñòû

îðíàòñàº, îíäà )x(fy =  ôóíêöèÿñû àíûºòàëàäû. Îñû
½¹ûìíû» òîëûº àíûºòàìàñû áûëàé ò½æûðûìäàëàäû.

X  áîñ  åìåñ  æèûíûíû»  x  ýëåìåíòiíå  Y  áîñ  åìåñ
æèûíûíû» y ýëåìåíòi f ñ¸éêåñòiêïåí áàéëàíûñòû áîëñà, îíäà
îë ôóíêöèÿ X æèûíû Y æèûíûíû» áåéíåëåói äåï àòàëàäû.
Îñû áåéíåëåó áåðiëãåí aX  iøæèûíû ôóíêöèÿñûíû»

àíûºòàëó àéìà¹û, àë bY  iøæèûíû ôóíêöèÿíû» ì¸íäåðiíi»
àéìà¹û äåï àòàëàäû.

X-òi Y-êå áåéíåëåóäi», ñèìâîëäû ò¾ði êåëåñi ¼ðíåêïåí
ê¼ðñåòiëåäi:

YX:f ®                             (2.3)

æ¸íå îë áûëàé îºûëàäû: X æ¸íå Y æèûíäàðûíäà f  ñ¸éêåñòiê
áåðiëñå,  îíäà  X  æèûíû  Y  æèûíûíà  áåéíåëåíåäi.  Æàëïû
æà¹äàéäà îë áåëãiëi ò¾ðäå ê¼ðñåòiëåäi:

)x(fy = .

YX ´  æèûíûíû» F  iøæèûíû

}{ aXx),x(fy:)y,x(F Î==                                 (2.4)

îñû ôóíêöèÿíû» ãðàôèãi äåï àòàëàäû.
2.7-ñóðåòòå îñû àíûºòàìàíû» ãðàôèêàëûº ò¾ñiíiêòåìåñi

êåëòiðiëãåí.  Ì½íäà¹û  X  æ¸íå  Y  æèûíäàð  ñàí  îñüòåði  áîëûï
òàáûëàäû, àë YX ´  æàçûºòûº, í¾êòåëåð æèûíûí ê¼ðñåòåäi. Î¹àí
ñ¸éêåñ aX  æ¸íå bY  æèûíäàðû F  iøæèûíûí àíûºòàó ¾øií

(2.4) òå»äåó  îðûíäàëóû òèiñ. ba YX ´  æèûíûíû» áàðëûº

í¾êòåëåði, F  iøæèûííû»  òåê  ºàíà  áåëãiëi )y,x(  í¾êòåëåðií

º½ðàñòûðàäû. Îñû í¾êòåëåðäi» êàñèåòi, áåðiëãåí aXx Î  ì¸íiíå y

ì¸íi ñ¸éêåñ áîëñà, îë êåëåñi áàéëàíûñïåí àíûºòàëàäû )x(fy = .
Îñû ñ¸éêåñòiê òåê ºàíà áiðì¸íäi áîëóû òèiñ.

Y aY
F

aa YX ´

YX ´
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YX:f ®  áåéíåëåóäå ôóíêöèÿ ¼çàðà áiðì¸íäi áîëó ¾øií
)x(f)x(f 21 =  òå»äiãi îðûíäàë¹àí êåçäå 21 xx =  òå»äiãi, áàðëûº

XxÎ , îðûíäàëóû òèiñ. Îñû øàðò îðûíäàëñà, îíäà òåðiñ
áåéíåëåóäi» ¸ðºàéñûñû ó ýëåìåíòií õ ýëåìåíòiìåí áàéëàíûñ-
òûðàòûí áåéíåëåóií:

XY:g ®

içäåóãå áîëàäû.
´çàðà áiðì¸íäi áåéíåëåó YX:f ®  àíûºòàëó XXa Ì

æ¸íå ì¸íäåðiíi» YYb Ì  àéìàºòàðûìåí áåðiëñií. Îíäà XY ´
æèûíûíäà áåðiëãåí XY:g ®  áåéíåëåóäi» ãðàôèãi ò¼ìåíäåãi
ò¾ðäå ò½æûðûìäàëàäû:

}X)y,x(:XY)x,y{(G aÎ´Î= ,

îñû áåéíåëåó Y  àíûºòàëó àéìà¹ûìåí æ¸íå aX  ì¸íäåðiíi»
àéìà¹ûìåí ¼çàðà áiðì¸íäi. Îñûíäàé g  áåéíåëåó òåðiñ

áåéíåëåó äåï àòàëûï, êåëåñi ñèìâîëìåí ê¼ðñåòiëåäi: 1f - , îíû»
òîëûº æàçûëóû:

XY:f 1 ®- .                             (2.5)
Åíãiçiëãåí ò¾ñiíiêòåìåëåðäi êåëåñi ìûñàëäàðìåí áåêiòåéiê.
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2.3. Ìûñàë. }2x2:x{X ££-=  æ¸íå RY =  æèûíäàðû

áåðiëñií, ì½íäà¹û R  íàºòû ñàíäàðäû» ñàíäûº îñi. Îë êåëåñi
ôóíêöèÿìåí áåðiëãåí:

2x)x(fy == ,
áåéíåëåóäi ºàðàñòûðàéûº. Îñû ôóíêöèÿíû» àíûºòàëó àéìà¹û
êåëåñi ò¾ðäå áåðiëñií }2x0:x{Xa ££= . Îíäà ºàðàñòûðûë¹àí

ôóíêöèÿíû» ì¸íäåðiíi» àéìà¹û
}4y0:y{Y ££= ,

àë îíû» ãðàôèãiíi» ¼ðíåãi îñûëàé òàáûëàäû:

}2x0,xy:)y,x{(F 2 ££== ,

æ¸íå ñóðåò æ¾çiíäå 2.8-ñóðåòiìåí

º¼ðñåòiëåäi.

2.8-ñóðåò

Îíäà }2x0:x{Xa ££=  àíûºòàëó àéìà¹ûìåí áåðiëãåí
2xy =  ôóíêöèÿñû  ¼çàðà  áiðì¸íäi  æ¸íå  îíû»  òåðiñ

ôóíêöèÿñû êåëåñi ¼ðíåê ò¾ðiíäå æàçûëàäû:

)y(fyx 1-== .

1

1-1 0 2

2

-2

3
4

x

  y
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Îñû ôóíêöèÿíû» àíûºòàëó àéìà¹û }4y0:y{Y ££=  ¼ðíåêïåí

æàçûëñà, ì¸íäåðiíi» àéìà¹û }2x0:x{X a ££=  ¼ðíåêïåí
æàçûëàäû, àë îíû» ãðàôèãi 2.9-ñóðåòòå º¼ðñåòiëãåí.

Åíäi 2xy =  ôóíêöèÿíû» àíûºòàëó àéìà¹ûí áàðëûº Y
æèûíûíà òàðàòñàº, îíäà á½ë ôóíêöèÿ ¼çàðà áiðì¸íäi ôóíêöèÿ
áîëìàé êåòåäi. Îíû» ñåáåái áåðiëãåí áið Yy Î  ì¸íiíå, åêi

Xx Î  ì¸íäåði ñ¸éêåñ áîëûï êåòåäi (2.8-ñóðåòòi ºàðà).

2.9-ñóðåò

Ôóíêöèÿëàð òåîðèÿñûíû» å» ìà»ûçäû ½¹ûìäàðûíû» áiði
– îíû» ¾çiëiññiçäiãi. Ìàòåìàòèêàëûº òàëäàóäà )x(fy =
ôóíêöèÿ 0xx =  í¾êòåñiíäå ¾çiëiññiç áîëó ¾øií, êàíäàé äà

áîëìàñûí áið ñàí 0>e , 0>d  ñàí ûë¹è òàáûëûï ò½ðñà, îñû
æà¹äàéäà êåëåñi òå»ñiçäiê îðûíäàëóû òèiñ:

d<- 0xx , îíäà e<- )x(f)x(f 0 .           (2.6)

Àë, ôóíêöèîíàëäû òàëäàóäà îñû àíûºòàìà ìûíà ò¾ðäå
áåðiëåäi: RR:f ®  áåéíåëåó, Rx Î  í¾êòåñiíäå ¾çiëiññiç áîëó
¾øií,  êàíäàé  äà  áið  ñàí 0>e  ñàí¹à, ñîíäàé 0>d  ñàí
òàáûëûï ò½ðàäû, îñû æà¹äàéäà (2.6) øàðò îðûíäàëóû ºàæåò.

(y,x)

0 31

1

2

2

4

x

y

aX

Y
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Ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåðäå í¾êòåëåðäi» ¼çàðà æàºûíäû¹û,
àðàëûºòàðûìåí (ìåòðèêàëàðûìåí) àíûºòàëóûí åñêåðiï,
¾çiëiññiçäiê òóðàëû àíûºòàìàíû áið ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòi,
åêiíøi ìåòðèêàëûº êå»iñòiêêå áåéíåëåó æà¹äàéûíà
áàéëàíûñòû, îñû ò¾ðäå áåðóãå áîëàäû. 1r  æ¸íå 2r
ìåòðèêàëàðìåí áåðiëãåí X æ¸íå Y ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåð
àðàñûíäà¹û áåéíåëåó, (ôóíêöèÿ) Xx0 Î  í¾êòåñiíäå ¾çiëiññiç
áîëóû ¾øií êåëåñi øàðò îðûíäàëóû òèiñ. ²àíäàé áîëñûí

0>e  ñàí¹à, ñîíäàé 0>d  ñàí òàáûëñà, îñû æà¹äàéäà:

,)x,x( 01 d<r  îíäà e<r )]x(f),x(f[ 02 .

Îñû àíûºòàìàíû» ãðàôèêàëûº ò¾ñiíiêòåìåñi 2.10-ñóðåòòå
êåëòiðiëãåí.

2.10-ñóðåò

X  æ¸íå  Y  ñàíäûº  îñüòåði  áîëñà,  îëàðäû»  ìåòðèêàëàðû

01 xx -=r  æ¸íå 02 yy -=r  òå»äåóëåðìåí àíûºòàëñà, îíäà

îñû àíûºòàìà, ìàòåìàòèêàëûº òàëäàóäà¹û ¾çiëiññiç
àíûºòàìà¹à ýêâèâàëåíòòi.

X  ìåòðèêàëûº  êå»iñòiãií  Y ìåòðèêàëûº êå»iñòiãiíå
áåéíåëåó,  X  áîéûíøà  ¾çiëiññiç  áîëó  ¾øií,  îë  áàðëûº  X

dr <),( 01 xx

r )]x(f),x(f[ 02e
Y

x
0x

d

X

YX:f ®
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êå»iñòiãiíi» í¾êòåëåðiíäå ¾çiëiññiç áîëóû òèiñ. Ì½íû»
¸ðºàéñûñû e  êåëåñi ¾çiëiññiç òóðàëû øàðòûíà

e<rÞd<r )]x(f),x(f[)x,x( 0201 ,

ñ¸éêåñ áîëó ¾øií ñîíäàé d  òàáó êåðåê. Îñû òàëäàóäàí
øû¹àòûí  ºîðûòûíäû: d  ñàíû e  ñàíûíà äà 0x  í¾êòåñiíå äå

ò¸óåëäi. Ìûíà áåéíåëåóäå YX:f ® e -íi» ¸ðáið ìà¹ûíàñû
¾øií d  òàóûï,  îë  áið  ìåçãiëäå  ¾çiëiññiç  øàðòòû»  áàðëûº
í¾êòåëåðií ºàíà¹àòòàíäûðñà, îíäà ì½íäàé áåéíåëåóäi –
áiðºàëûïòû ¾çiëiññiç áåéíåëåó äåéìiç.

Îñûíäàé áåéíåëåóäåðäi» ïðàêòèêàëûº åñåïòåðäå ìà»ûçû
¼òå çîð. Îë, X æ¸íå Y ìåòðèêàëûº êåíiñòiêòåði 1r  æ¸íå 2r
ìåòðèêàëàðûíà ñ¸éêåñ áîëûï, áàðëûº Xx Î  êåëåñi òå»äiê
îðûíäàëñà:

)]x(f),x(f[)x,x( 0201 r=r

îíäà YX:f ®  áåéíåëåói – èçîìåòðèÿëûº áåéíåëåó äåï

àòàëàäû. Åíäi áåéíåëóäi» àíûºòàëó àéìà¹û XXa = , àë

áåéíåëåóäi» ì¸íäåðiíi» àéìà¹û YYb =  áîë¹àí êåçäå X æ¸íå

Y êå»iñòiêòåði ¼çàðà èçîìåòðèÿëûº áàéëàíûñïåí áàéëàíûñàäû
äåï åñåïòåëåäi. Îíäà X æ¸íå Y êå»iñòiêòåð áiðäåé êå»iñòiêòåði
áîëûï òàáûëàäû.

Îñû òàðàóäû» ñî»ûíäà ¼òå ìà»ûçäû æà¹äàé
òóðàëû àéòà êåòó ºàæåò. «Æèûíäàðäû», êå»iñòiêòåðäi»
æ¸íå áåéíåëåóëåðäi» àâòîìàòòûº áàñºàðó òåîðèÿñûíà
ºàæåòi áàð ìà?– äåãåí ñ½ðàº òóûíäàóû ì¾ìêií.
Àâòîìàòòûº áàñºàðó òåîðèÿñûíà êëàññèêàëûº,
ìàòåìàòèêàëûº òàëäàó àðºûëû æ¾éåëåðäi æàçó æ¸íå
çåðòòåó ¸äiñòåði æàñàë¹àíû áåëãiëi.

²àçiðãi ê¾íäå æà»àäàí ºîéûëûï æàòºàí åñåïòåðäå,
ôóíêöèÿëàðäû ìàòåìàòèêàëûº òàëäàó àðºûëû æàçó¹à
áîëìàéäû. Ê¼ï æà¹äàéëàðäà ôóíêöèÿ ýëåìåíòòåðií æèûí
ò¾ðiíäå ¹àíà áåðóãå áîëàäû. Îñûíäàé åñåïòåðäå
ôóíêöèîíàëäû êå»iñòiêòåðäi, áåéíåëåóëåð àðºûëû çåðòòåóäi
êiðãiçóãå áîëàäû. Æèûíäàð, êå»iñòiêòåð æ¸íå áåéíåëåóëåð
½¹ûìäàðû àðºûëû, ¸ð ò¾ðëi ôèçèêàëûº, õèìèÿëûº ìà¹ûíàëû
îáúåêòiëåðäi» àðàñûíäà¹û, ìàòåìàòèêàëûº áàéëàíûñòàðäû
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òàáó¹à áîëàäû. Æ¾éåëåð òåîðèÿñûíû» îñû í¸òèæåëåðií,
àâòîìàòòûº áàñºàðó æ¾éåëåðií çåðòòåï æàçó ¾øií ºîëäàíóäû»
ìà»ûçû ¼òå çîð.

2.3. Äèíàìèêàëûº æ¾éå

°äåòòå æ¾éå äåï – áið-áiðiìåí ¼çàðà áàéëàíûñºàí
ýëåìåíòòåðäi íåìåñå îíû» á¼ëiêòåðií àéòàìûç  (áåëãiëi
áið çà»äûëûºòàðìåí àéíàëàäà¹û îðòàìåí ¼çàðà
áàéëàíûñàòûí). Íàºòûðàº àéòºàíäà, æ¾éå äåãåíiìiç –
îë  êiðå  áåðiñ,  øû¹à  áåðiñ  àéíûìàëûëàðû   áàð
º½ðûë¹û, êåøåí, áiðëåñòiê.  Ñûðòòàí áåðiëãåí
¸ñåðëåðãå áàéëàíûñòû ¼çiíi» æà¹äàéëàðûí ¼çãåðòåäi.
Á½ë ¼çãåðiñòåð àéíàëàäà¹û îðòà ¸ñåðëåðiíå
áàéëàíûñòû. Æ¾éåíi» àíûºòàìàñûíäà, æ¾éåíi»
ôèçèêàëûº ïàðàìåòðëåði íàºòûëàíáà¹àí. Áiçäi»
ò½æûðûìäà¹àíûìûç, æ¾éå ò¾ñiíiãiíi» ºàòà»
àíûºòàìàñû. Áîëàøàºòà ¹ûëûìíû» îñû ñàëàñûí
òåðå»iðåê çåðòòåó ìàºñàòû ºîéûëûï îòûð. Îñû
àíûºòàìàíû   áið  òîï   åñåï  êëàñòàðûíà  êå»iíåí
ºîëäàíó¹à áîëàäû.

Æ¾éåëåðäå ¼òåòií ïðîöåñòåðäi çåðòòåó ¾øií, êiðå
áåðiñ ¸ñåðëåðäi» à¹ûìäà¹û ì¸íäåðiìåí, æ¾éåíi»
øû¹ûñ øàìàëàðûí àíûºòàé áiëó êåðåê. Îë ¾øií,
àëäûìåí æ¾éåíi ìàòåìàòèêà òiëiíäå æàçó ºàæåò, ÿ¹íè
æ¾éåíi» ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëií º½ð¹àí ä½ðûñ.
Òåîðèÿëûº æîñïàðäà æ¾éå òóðàëû ½¹ûì ºàçiðãi êåçäå
äå, êåéiíãi óàºûòòà äà, îíû» (æ¾éåíi») ê¾éií áiëóäi
ºàæåò åòåäi. Á½ë ê¾éëåð áåðiëãåí  ìàòåìàòèêàëûº
ºàòûíàñòàðìåí òîëûº àíûºòàëàäû. Îñû ºàòûíàñòàð -
ºàðàñòûðûë¹àí æ¾éåãå, áiðì¸íäi ò¾ðäå áåðiëåäi.

Ñ¼éòiï, àéòûë¹àí ôèçèêàëûº æ¸íå ëîãèêàëûº
æàçóëàð 2.11-ñóðåòòå ê¼ðñåòiëãåí æ¾éåíi» æàëïû
ñ½ëáàñûíà àëûï êåëåäi.

Êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð

Æ¾éå

Æ¾éåíi»
æà¹äàéû

Øû¹à áåðiñ
øàìàëàð
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2.11-ñóðåò
Åíäi êiðåáåðiñ ¸ñåðëåði ìåí æ¾éåíi» ê¾éëåðiíi»

æ¸íå øû¹àáåðiñ øàìàëàðûíû», òîëûº àíûºòàìàëàðûí
ºàðàñòûðàéûº. Êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðäi, ëåçäiê ì¸íäåðiíi»
æèûíûìåí áåðóãå áîëàäû.

Îíû u àðºûëû áåëãiëåéiê. Åíäi óàºûò ìåçåòòåðiíi» æèûíûí
åíãiçiï,  îíû  T  àðºûëû  áåëãiëåéiê.  Á½ë  -  u(t)  íàºòû  êiðåáåðiñ
¸ñåðëåði áåðiëãåí t óàºûò ìåçåòòåðiíäå U æèûíûìåí
ºàòûíàñàäû.

²àðàïàéûì ôèçèêàëûº ò¾ñiíiêòåðäå, T óàºûò
ìåçåòòåðiíi» æèûíû ðåòòåëãåí áîëóû êåðåê. Áàñºàøà
àéòºàíäà îíû» iøiíäå óàºûòòû» áà¹ûòû àíûºòàëûï, àë
áà¹ûòòû òà»äà¹àíäà, óàºûò òåê ºàíà àë¹à æ¾ðåòiíií åñêåðòó
ºàæåò.

Æàëïû  æà¹äàéäà  êiðåáåðiñ  ¸ñåðäi,  u(t)  êåç  êåëãåí  åðêií
óàºûò ôóíêöèÿñû äåï åñåïòåóãå áîëìàéäû. °äåòòå, ¸ðáið ê¾é
¾øií áåëãiëi øåêòåóëåð åíãiçiëåäi.

Îëàð åíãiçiëãåíäå, øû¹àðûëûï îòûð¹àí åñåïòi» áåðiëãåíi,
àéíàëàäà¹û îðòàíû ¸ñåðëåéòií ºàñèåòiìåí ê¼ðñåòiëåäi Îë
¸ðºàøàí  îðíûºòû áîëóû ºàæåò. Åãåð u(t) ôóíêöèÿëàðûíû»
æàðàìäû àáñòðàêòiëi åðåæåëåðií w  àðºûëû  áåëãiëåñåê,  îíäà
u(t) ôóíêöèÿëàðûíû» W  æèûíû  æàðàìäû  åêåíií  áûëàé
àíûºòàó¹à áîëàäû:

}UT;{ ®w=W .

Ìûíà ¼ðíåêòi» ìà¹ûíàñû: T æ¸íå U æèûíäàðûíäà, w
ñ¸éêåñòiê (åðåæå) àðºûëû, T æèûíû U æèûíûíà áåéíåëåíiï,
W  áåéíåëåð æèûíûí º½ðàñòûðàäû. W  æèûíû T´U æèûíû-
íû» iøæèûíû áîëûï òàáûëàäû. Íàºòû øàìàëàðäû» ì¸íäåði
¾øií æî¹àðûäà ê¼ðñåòiëãåí ¼ðíåêòi ìûíà ò¾ðäå æàçó¹à
áîëàäû:

u(t)= w(t).
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Àðû  ºàðàé  u(t)  æàçóûí  ºîëäàí¹àíäà,  á½ë  ôóíêöèÿ  æàðàìäû
æèûí¹à ºàòûñòû åêåíäiãií åñêåðòåéiê.

Ðåàëäû æ¾éåëåðäå êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð êåñiíäiëåðìåí
áåðiëåäi. Îíû» ñåáåái – óàºûòòû» øåêòåëóiíäå. Îíäà
W æèûíûíäà áåðiëãåí ôóíêöèÿëàð òîáû, ñîíäàé áîëóû
êåðåê. Åãåð åêi ¸ðò¾ðëi 1w  æ¸íå 2w  ôóíêöèÿëàð åêi

ê¼ðøi óàºûò êåñiíäiëåðiíäå áåðiëñå [ ]21 t,t  æ¸íå

[ ]32 t,t  îëàð ºîñûíäû [ ]31 t,t  êåñiíäi 3w
ôóíêöèÿñûìåí àóûñòûðûëàäû (2.12-ñóðåò). Îíäà á½ë
øàðòòû áûëàé æàçàìûç:

,Tttt
,,,

321

321

Î<<
WÎwww

áîëñà, îíäà êåëåñi øàðò îðûí àëàäû:

13 w=w 21 ttt £<  îðûíäàë¹àíäà,

23 w=w 32 ttt £<  îðûíäàëàäû.

Îñû ¼ðíåêòåðìåí æàçûë¹àí êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðiíi», àðû
ºàðàé äà ºîëäàíûëóû æåòêiëiêòi. Åíäi æ¾éå ê¾éëåðiíi»
ò¾ñiíiãií ºàðàñòûðàéûº. Íàºòûëàï àéòºàíäà, êiðåáåðiñ
¸ñåðëåð à¹ûìäà¹û óàºûòòû» àëäû»¹û ê¾éiíå ò¸óåëäi,
áåðiëãåí óàºûò êåçiíäåãi æ¾éå ê¾éií ñèïàòòàéòûí,
êåéáið øàìàëàð (îëàðäû õ àðºûëû áåëãiëåéiê) áàð
åêåíäiãií åñêåðóiìiç ºàæåò. Á½ë ò¸óåëäiëiêòi æàëïû
ò¾ðäå ò¼ìåíäåãiäåé æàçó¹à áîëàäû:

[ ],),(,;)( 0011 wj txtttx =

ì½íäà¹û 1t  –  áåðiëãåí  óàºûò  ìåçåòi; 0t  – 10 tt <
øàðòûíà ëàéûº êåéáið ¼òêåí ìåçåòòåãi óàºûò; )t(x 0  –

æ¾éåíi» áåðiëãåí ¼òêåí ê0¾éi; w  – WÎw  øàðòûíà
ëàéûº êiðåáåðiñ ¸ñåð.
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2.12- ñóðåò

Åãåð õ øàìàëàðûí êåéáið Õ æèûíûíû»
ýëåìåíòòåði ðåòiíäå, àë áàðëûº óàºûò ìåçåòòåðií
(ñîíû» iøiíäå 0t  æ¸íå 1t ) Ò æèûíûíäà æàòàòûí åòiï

ºàðàñòûðñàº, îíäà õ ê¾éëåðiíi» ¼ðíåãií îñû ò¾ðäå
æàçó¹à áîëàäû:

{ }.XXTT:Ф ®W´´´j=

W´´´ XTT  æèûíû 1t , 0t , )t(x 0 , w  ò¾ðiíäåãi ò¼ðò åñåëi

ýëåìåíòòåðiíåí ò½ðàäû. ß¹íè, j  ñ¸éêåñòiãi õ ýëåìåíòòåðiíåí
ò½ðàòûí îñû ò¼ðò åñåëiíi» Õ æèûíûíà áåéíåñií
(ôóíêöèîíàëäû áàéëàíûñ) îðíàòàäû. Àëûí¹àí j  áåéíåñi,
êåéáið Ô æèûíûíäà æàòàäû æ¸íå æ¾éå – ê¾éäi» ¼òïåëi

w

3w

2w

1w

2t1t 3t t
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ôóíêöèÿñû äåï àòàëàäû. Ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû, áið ì¸íäi
àíûºòàìàëàðäû» òàëàïòàðûí ºàíà¹àòòàíäûðóû ºàæåò.  °ðèíå
áiðiíøiäåí, ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû áàðëûº 0tt ³ ¾øií

àíûºòàëóû ºàæåò, àë 0tt =   êåçiíäå  áàðëûº Tt Î , Xx Î
æ¸íå WÎw    ¾øií êåëåñi òå»äiê îðûíäàëóû êåðåê:

)t(x]),t(x,t;t[ 0000 =wj .

Á½ë òå»äåó j  ôóíêöèÿñûíû» áàñòàïºû ì¸íiìåí

êåëiñåòiíäiãií ê¼ðñåòåäi. Îñû áàñòàïºû )t(x 0   ì¸íiíi» 0tt =
w  êiðåáåðiñ ñèãíàëäû»,  áåðiëãåí ì¸íiíå ò¸óåëñiçäiãií
àíûºòàéäû (2.13-ñóðåò).

2.13-ñóðåò

Àðû ºàðàé, 0tt =  êåçiíäåãi  æ¸íå w  êiðåáåðiñ ¸ñåð

êåñiíäiñiíi» ]t,t[ 10  óàºûò êåñiíäiñiíäå, w ]t,t[ 10  äåï

)t(x

)t(x 01

)t(x 02

)t(x 03

0t

t

0

),x,t,t( wj 30

),x,t,t( wj 10

),x,t,t( wj 20
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áåëãiëåéiê. )t(x 0  æ¾éå ºàëïûíû» ì¸íií 1tt =  ìåçåòòåãi )t(x 1

ºàëïûí àíûºòàó¹à ì¾ìêiíäiê áåðåòií æåòêiëiêòi æ¸íå ºàæåòòi
øàðòòû  òàáó  êåðåê.  Ñî¹àí  áàéëàíûñòû  ìûíà  ºàòûíàñ
îðûíäàëàäû:

)]t,t(),t(x,t;t[)t(x 100011 wj= .

Îñû àðàºàòûñòàð¹à ëàéûº æ¾éåëåð – äèíàìèêàëûº æ¾éåëåð
äåï  àòàëàäû.  Ñîíäà,  óàºûò  êåñiíäiñi  ìåí  æ¾éåíi»  áàñòàïêû

ºàëûïòàðû )t(x 0  áåðiëãåí êåçäå, åêi áiðäåé êiðåáåðiñ

¸ñåðëåðäi» í¸òèæåëåði äå áiðäåé áîëóû òèiñ, îíäà:

],),t(x,t,t[]),t(x,t,t[ 20011001 wj=wj

îñû êåçäå 21 w=w , åãåð 10 ttt £< .

Àéòà êåòó êåðåê, áiðäåé êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð w, ]t,t[ 31

óàºûò  àðàëû¹ûíû»  ñî»ûíäà  áåðiëñå,  æ¾éå  ºàëïûí
àíûºòàéòûí ¸ñåð êåëåñi àðàëûºòàðäà ]t,t[],t,t[ 3221  áåðiëåäi.

Îíäà í¸òèæåëiê ê¾éi ¼çãåðìåéäi. Îñû æà¹äàé 2.14-ñóðåòòå
ê¼ðñåòiëãåí. Á½ë øàðò áàðëûº Xx Î , WÎw  ì¸íäåðiíå æ¸íå

áàðëûº Tttt 321 Î<<  óàºûò àðàëûºòàðûíà êåëåñi òå»äåóìåí

áåðiëåäi:

2.14-ñóðåò

)(tx

)( 3tx
)( 2tx

)( 1tx

3t2t1t

]),(,;[ 112 wj txtt
]),(,;[ 11 wj txtt

]),(,;[ 123 wj txtt
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}],),t(x,t,t[,t,t{]),t(x,t,t[ 11223113 wwjj=wj .

²àðàñòûðûë¹àí ºàòûíàñòàðìåí áåðiëãåí æ¾éå,
îíû» ê¾éiíi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñûíû» ºàñèåòòåði, îñû
æ¾éåíi» íåãiçãi ñèïàòòàìàñû ðåòiíäå àíûºòàëàäû.
Æ¾éå ê¾éiíi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû áåëãiëi áîëûï,
êiðåáåðiñ  ¸ñåðëåð áåðiëãåí áîëñà, îíäà æ¾éåíi» øû¹à
áåðiñ øàìàëàðûí àíûºòàó¹à áîëàäû. Ñî»¹ûñû ¼ç-¼çiíå
êiðåáåðiñ ¸ñåðií ºîñàòûíäûºòàí, øû¹à áåðiñ øàìà
(îíû y(t) äåï áåëãiëåéìiç) áûëàé æàçûëàäû:

[ ])t(x;t)t(y h= .

°äåòòå øû¹àáåðiñ øàìàëàð æèûíûíà øåêòåóëåð ºîéûëìàéäû,
áiðàº îëàð Ã æèûíûíäà æàòóû êåðåê.  t  óàºûò ìåçåòòåðiíi» Ò
æèûíûíäà,  àë  õ  ì¸íäåði  Õ  æèûíûíäà  æàòºàíäûºòàí,
øû¹àáåðiñ øàìàëàð æèûíûí æàëïû ìûíà ò¾ðäå æàçó¹à
áîëàäû:

{ }YXT:Г ®´h= .

Åíäi Ð. Êàëìàííû», Ï. Ôàëáòû» æ¸íå Ì. Àðáèáòû» [1] äèíà-
ìèêàëûº æ¾éåãå áåðãåí àíûºòàìàñûí òîëûº áåðå àëàìûç.

2.1. Àíûºòàìà. Äèíàìèêàëûº æ¾éå äåï – êåëåñi
àêñèîìàëàðäû ºàíà¹àòòàíäûðàòûí, ¼çàðà áàéëàíûñòû
ýëåìåíòòåð æèûíòû¹ûíû» ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëií àòàéìûç:

1. Ò óàºûò êåçiíäåãi æèûí, Õ æ¾éå ê¾éëåðiíi» æèûíû, U
êiðåáåðiñ ëåçäiê ì¸íäåðiíi» æèûíû, îëàðäû» æàðàìäû
ì¸íäåðiíi» æèûíû áåðiëñií.

{ },UT: ®w=W

Y øû¹à áåðiñ ëåçäiê ì¸íäåð æèûíû æ¸íå îëàðäû»
æàðàìäû ì¸íäåð æèûíû
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{ }YXT:Г ®´h= .

2. Áåðiëãåí Ò æèûíû íàºòû ñàíäàð æèûíûíû», ðåòòåëãåí
iøæèûíû (óàºûò áà¹ûòûí ê¼ðñåòåòií æèûí): RT Í .

3. Áåðiëãåí êåëåñi øàðòòàðäû ºàíà¹àòòàíäûðàòûí
êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð æèûíû:

à) W  áîñ åìåñ æèûí;
¸) w  êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð êåñiíäiñi, ]t,t( 31  óàºûò

àðàëû¹ûíäà êåëåñi ºàñèåòòêå èå áîëóû òèiñ:

åãåð WÎwww 321 ,,  æ¸íå ,Tttt 321 Î<<
îíäà:

21 ttt £<  êåçäå 13 w=w ,

(2.7)

32 ttt £<  êåçäå 23 w=w .

4. Åãåð t0 óàºûò êåçå»äåðiíäå æ¾éå X)t(x 0 Î
áàñòàïºû ºàëïûíäà áîëûï, î¹àí WÎw  êiðåáåðiñ ¸ñåði ¸ñåð
åòñå, îíäà Tt Î  óàºûò êåçiíäå:

[ ] X),t(x,t,t)t(x 00 Îwj=
(2.8)

æà¹äàéëàðûíäà áîëàòûí ¼òïåëi ê¾é ôóíêöèÿñû áûëàé
òàáûëàäû:

{ }ХХТТ:Ф ®W´´´j= .                 (2.9)

´òïåëi ê¾é ôóíêöèÿñûíû» ºàñèåòòåði:
à) ôóíêöèÿ áàðëûº 0tt ³  ¾øií àíûºòàë¹àí æ¸íå

áàðëûº 0tt <  (óàºûòòû»  áà¹ûòû)  ¾øií

àíûºòàëìàéäû.
¸) ôóíêöèÿ ¼çiíi» áàñòàïºû ì¸íäåðiìåí

êåëiñiëãåí, ÿ¹íè
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[ ]wj= ),t(x,t;t)t(x 0000                   (2.10)

òå»äiãi êåç êåëãåí WÎwÎÎ ,Xx,Tt  ¾øií
îðûíäàëàäû.

á) 10 ttt £<  ¾øií 21 w=w  áîëàòûí

WÎww 21,  êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðiíi» áàðëûº êåñiíäiëåði

¾øií êåëåñi òå»äiê îðûíäàëàäû:

[ ] [ ]20011001 ),t(x,t;t),t(x,t;t wj=wj
(2.11)

â) ôóíêöèÿ æàðòûëàé òîïòûº ºàñèåòiíå èå, ÿ¹íè
êåç êåëãåí 321 ttt <<  æ¸íå WÎwÎ ,Xx  ¾øií

îñûíäàé òå»äiê îðûíäàëàäû:

[ ] [ ]{ }wwjj=wj ,),t(x,t;t,t;t),t(x,t;t 11223113 .

(2.12)

5. Êåëåñi òåíäåóìåí ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû áåðiëñå:

[ ])t(x;t)t(y h= ,                        (2.13)

îíäà æ¾éåíi» øû¹àáåðiñ øàìàëàðûíû» ì¸íäåðií
àíûºòàéòûí

{ },YXT:Г ®´h=                      (2.14)

øû¹àáåðiñ áåéíåëåóií òàáó¹à áîëàäû.
Êåëòiðiëãåí àíûºòàìà, æàëïû ò¾ðäå äèíàìèêàëûº

æ¾éåíi» ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëií ñèïàòòàéäû. Ñ½ëáà
ò¾ðiíäå îíû 2.15-ñóðåòòå ê¼ðñåòiëãåíäåé, º½ðûëûìäûº
ñ½ëáàñû ðåòiíäå ê¼ðñåòóãå áîëàäû. Á½ë ìàòåìàòèêàëûº
ìîäåëüäi, ôèçèêàëûº æ¾éåëåðäi» ¸ð ò¾ðëi êëàñòàðûíà
ºîëäàíó¹à áîëàäû. Îë òåîðèÿëûº  æà¹ûíàí  ¼òå
ìà»ûçäû.  Îíäà  áið-òàëàé äåðáåñ ºîñûìøàëàð, îðòàº
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òåðìèíîëîãèÿìåí, íåãiçãi ò¾ñiíiêòåðìåí æ¸íå
òåîðèÿíû» ôóíäàìåíòàëüäû í¸òèæåëåðiìåí áiðiãåäi.
Á¼ëåê ºîñûìøà òåðìèíäåð, äèíàìèêàëûº æ¾éåíi»
ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëií íàºòûëàéäû. Ìûñàëû, õ-
æ¾éåñiíi» t0 êåçiíäåãi  ºàëïû  íåìåñå  ÒõÕ
æèûíäàðûíû» ºîñ ýëåìåíòòåði, æ¾éåíi» îºè¹àñû
íåìåñå ôàçàñû äåï àòàëàäû. ÒõÕ æèûíûíû» ¼çi îºè¹à
êå»iñòiãi íåìåñå ôàçàëûº êå»iñòiê äåï àòàëàäû.

Îñû æà¹äàéäà êiðåáåðiñ ¸ñåðiíi» 1W  æèûíû

æ¾éåíi áàñºàðó ½øií ºîëäàíûëñà, îíäà îë – áàñºàðó
äåï àòàëàäû. Áàñºàðó õ(t0) ºàëïûí [ ]wj ),t(x,t;t 00

ºàëïûíà àóûñòûðàäû (íåìåñå ò¾ðëåíäiðåäi).

2.15-ñóðåò

Åãåð æàðàìäû êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð W  æèûíû  áið
ýëåìåíòòåí ¹àíà ò½ðñà, îë åðêií íåìåñå àâòîíîìäû
äèíàìèêàëûº æ¾éå äåï àòàëàäû. Ïðàêòèêàëûº
æà¹äàéäà îë – êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð æîº áîë¹àí êåçäå,
æ¾éåíi»  ºîç¹àëûñû  òåê  ºàíà  áàñòàïºû  ì¸íäåðäi»
àóûòºóëàðûìåí òóûíäàëàäû. Ê¾éëåðäi» ¼òïåëi
ôóíêöèÿëàðû, äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóëåðìåí
æàçûëàòûí æ¾éåëåð, äèíàìèêàëûº æ¾éåëåðäi» áið
ìàíûçäû òîïòàðûí º½ðàäû. Îñûíäàé æ¾éåëåðäi»
àíûºòàìàñûí (æî¹àðûäà êåëòiðiëãåí) æàëïû 2.1
àíûºòàìà àðêûëû åíãiçåéiê. Îë ¾øií æ¾éå ê¾éiíi» X,
êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðiíi» W  æ¸íå  óàºûò  ìåçåòòåðiíi»  Ò

T

WU X Y

w: T®U j:T´T´X´W®X h:T´X®Y

Æèûíäàð

Áåéíåëåð
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æèûíäàðûí êàðàñòûðàéûº. Îíäà îñû àéòûëûï êåòêåí
æèûíäàð, ìåòðèêàëûº êå»iñòiêòåð áîëûï òàáûëàäû.
Êàðàñòûðûëûï îòûð¹àí êå»iñòiêòåðäi»  ýëåìåíòòåð
ðåòiíäå íàºòû ñàíäàð R áîëàäû. Îíäà:

nm RX,R,RT ==W= ,  ì½íäà¹û  m  æ¸íå  n

êå»iñòiêòåðäi» ¼ëøåìäåði. Òàáûë¹àí êå»iñòiêòåð
íîðìàëàí¹àí (âåêòîðëû) êå»iñòiêòåð áîëûï òàáûëàäû.

 Ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû XXTT: ®W´´´j ,
áàðëûº í¾êòåëåðäå ¾çiëiññiç áåéíåëåó áîëó ¾øií,

XxÎ  ¸ðáið Tt Î  àíûºòàëóû ºàæåò. Îñû áåéíåëåó
(2.6) àíûºòàìà¹à ñ¸éêåñ ò¾ðiíäå áåðiëñií.

Åíäi  æ¾éåíi»  ºàëïû,  t  óàºûò  ìåçåòiíäå  ê¾éäi»
¼òïåëi ôóíêöèÿñûíû» ì¸íiìåí áåðiëñå:

],),t(x,t;t[)t(x 00 wj=
îíäà x àéíûìàëûíû» ¼ñiìøåñi, t óàºûò àºûðñûç
êiøêåíå ì¸íãå ¼çãåðãåí êåçiíäå, j ôóíêöèÿñû ¾çiëiññiç
êàñèåòií åñêåðiï, êåëåñi ò¾ðäå æàçûëàäû:

.dt]),t(x,t;t[
t

dx 00 wj
¶
¶

=

Òà¹û äà îñû ôóíêöèÿ ]),t(x,t;t[
t 00 wj

¶
¶

 áiðì¸íäi

áîëûï, êåëåñi  ¾çiëiññiç ôóíêöèÿ¹à ),x;t(f w  ñ¸éêåñ
ò¾ðiíäå áåðiëñií. Îíäà æ¾éåíi» ê¾éi êåëåñi
äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóìåí àíûºòàëàäû:

)],t(u,x;t[f
dt
dx

=

ì½íäà¹û )t()t(u w= . Îñûíäàé æ¾éå áàðëûº
æî¹àðûäà¹û øàðòòàðäû ºàíà¹àòòàíäûðñà, îíäà îë
ºàðàïàéûì äèíàìèêàëûº æ¾éå äåï àòàëàäû. Îñû
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æ¾éåíi» òîëûº àíûºòàìàñûí êåëåñi ò¾ðäå áåðóãå
áîëàäû.

2.2. Àíûºòàìà. ²àðàïàéûì äèíàìèêàëûº æ¾éå äåï
– ¼çàðà áàéëàíûñºàí ýëåìåíòòåðäi» æèûíòû¹ûí
àéòàìûç. Îë 1.1 àíûºòàìàíû» áàðëûº àêñèîìàëàðûíà
ñ¸éêåñ, î¹àí ºîñà êåëåñi øàðòòàð¹à ëàéûºòû,
ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëü:

1. T óàºûò ìåçåòòåð æèûíûíû» íàºòû ñàíäàð îñi,
àë U êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðäi» ëåçäiê ì¸íäåði. Æàðàìäûº
êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðiíi» ì¸íäåði,  X æ¾éåñiíi» ê¾éëåðiíi»
âåêòîðëûº êå»iñòiêòåði áîëûï òàáûëàäû;

2. Áàðëûº Tt Î  ì¸íäåðiíäå ¾çiëiññiç ôóíêöèÿìåí

]),t(x,t;t[
t 00 wj

¶
¶

 áåðiëãåí ),x,t(f w , òóûíäàòºûø

ôóíêöèÿ äåï àòàëàäû;
3. Æ¾éåíi» ê¾éëåðiíi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû, êåëåñi

äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóäi» øåøiìi áîëàäû:

)]t(u,x;t[f
dt
dx

= .                          (2.15)

Îñû äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóäi» øåøiìäåði êåëåñi
áàñòàïºû ì¸íäåðiíäå 00 x)t(x =  áàðëûº Tt Î , Xx Î
æ¸íå WÎu  åñåïòåëåäi,  ì½íäà¹û  x  –  æ¾éåíi»  ê¾éëåð
âåêòîðû, u – êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðäi» âåêòîðû.

Êåéáið æà¹äàéëàðäà äèíàìèêàëûº æ¾éåíi»
ýëåìåíòòåði ìåí îëàðäû» ¼çàðà áàéëàíûñòàðû, óàºûò
¼çãåðiñiìåí áiðãå ¼çãåðìåéäi. Îñûíäàé æ¾éåëåðäi»
ê¾éëåði ¼òïåëi ôóíêöèÿìåí àíûºòàë¹àí êåçäå óàºûò
ñàíàóäàí ò¸óåëñiç.

Ìûñàëû, áåðiëãåí êiðåáåðiñ ¸ñåði )t(w , W
æèûíûíàí áîëñà æ¸íå æ¾éåäåãi ê¾éëåð ¼òïåëi
ôóíêöèÿñû ),x,t;t(f 0 w , îíäà îíû» t  û¹ûñòûðó

óàºûòû òóðà îñûíäàé ì¸íäåãi ê¾éëåð ¼òïåëi
ôóíêöèÿñûí äà û¹ûñòûðàäû, îñû êåçäå ôóíêöèÿíû»
ò¾ði ¼çãåðìåéäi (2.16-ñóðåò).

)( tw +t
)(tw

W

t

X

0

t

)](,;[ 0 twttj +++ ttt

)](,;[ 0 ttt wj

0
t t

0t 0t
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2.16-ñóðåò

Îñûíäàé æ¾éåëåðäi» àíûºòàìàñû ä¸ëiðåê êåëåñi
ò¾ðäå áåðiëåäi.

2.3. Àíûºòàìà. Äèíàìèêàëûº æ¾éå ñòàöèîíàðëû
áîëó ¾øií (¸ëi äå ïàðàìåòðëåði óàºûòòàí ò¸óåëäi áîëóû
¾øií), êåëåñi øàðòòàð îðûíäàëóû òèiñ:

1. Æàðàìäû W  êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð êå»iñòiãi êåç
êåëãåí t, TÎt  ¾øií  áàðëûº )t()t(1 t+w=w
ôóíêöèÿëàðûíàí ò½ðàäû.

2. Áàðëûº TÎt  ¾øií êåëåñi òå»äåó îðûíäàëàäû:

[ ] [ ])t(,x,t;t),t(x,t;t 000 t+wt+t+j=wj  .

(2.16)
3. [ ])t(x;t)t(y h=  øû¹ûñ øàìàëàðûí àíûºòàéòûí

YXT: ®´h  áåéíåñi  t  –  äàí  ò¸óåëäi  åìåñ,  ÿ¹íè

êåëåñi òå»äiê îðûíäàëàäû: ).x()t(y h=

 ó(t) = h(x).

Ò  áàðëûº  íàºòû  ñàíäàð  æèûíû  áîë¹àíäà,
äèíàìèêàëûº æ¾éå óàºûòû ¾çiëiññiç æ¾éå áîëàäû. Ò
á¾òií ñàíäàð æèûíû áîë¹àíäà, æ¾éå äèñêðåòòi óàºûòû
áàð æ¾éå áîëàäû.

2.4. Æ¾éåëåðäi áàñºàðó
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Àëäû»¹û òàºûðûïòà àíûºòàë¹àí äèíàìèêàëûº æ¾éåíi»
àíûºòàìàñûíäà äèíàìèêàëûº æ¾éå, áàñºàðó îáúåêòiñi ðåòiíäå
ºàðàñòûðûëà àëàòûíäû¹û àíûºòàë¹àí. Æ¾éå ê¾éëåðiíi»
êåéáið àëäûí àëà áåðiëãåí ¼çãåðiñòåðiíå ñ¸éêåñ, êiðåáåðiñ
¸ñåðëåðií – áàñºàðó äåï àòàéäû.

Åíäi áàñºàðó ò¾ñiíiãií íàºòûëàï, î¹àí áiðíåøå àíûºòàìà
áåðó êåðåê. Áàñºàðûëàòûí îáúåêò àëäûí àëà áåëãiëi çà»äàð
áîéûíøà  ¼çãåðói  ºàæåò.  Îñû  ¼çãåðiñòi»  ñàïàñû,   áåðiëãåí
êðèòåðèé áîéûíøà àíûºòàëàäû. Ñîíäà, áàñºàðó åñåái ñîíäàé
êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðäi òàóûï, îëàðäû» ¸ñåðiíåí æ¾éå ¼çãåðiñi –
îñû êðèòåðèéäi» òèiìäi ì¸íiíå ñ¸éêåñ áîëóû òèiñ. Îñûíäàé
áàñºàðó  – òèiìäi áàñºàðó äåï àòàëàäû äà, áàñºàðó åñåáiíi»
ìàçì½íûí º½ðàäû.

Æî¹àðûäà åíãiçiëãåí äèíàìèêàëûº æ¾éå äåãåí ½¹ûì¹à
ñ¾éåíå îòûðûï, áàñºàðó åñåáií æàëïû ò¾ðäå ºàðàñòûðàìûç.

Áàñºàðó îáúåêòiñi ðåòiíäå äèíàìèêàëûº æ¾éåíi
2.1  àíûºòàìà¹à  ñ¸éêåñ  àëàìûç.  Åíäi  áàñºàðó
îáúåêòiñiíi» ( ) ( )[ ]wj= ,tx,t;ttx 00  ì¸íäåðiìåí

áåðiëãåí, ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñûí àëàéûº:

XXTT: ®W´´´j ,

æ¸íå ( ) ( )[ ]tx;tty h=  ì¸íäåði  áàð  øû¹àáåðiñ
ôóíêöèÿñûí òàáàéûº:

YXT: ®´h .

x(t) îáúåêòiíi» ê¾éi ¼çãåðãåíäå, îíû» øû¹àáåðiñ øàìàñû
äà  ¼çãåðåäi,  ÿ¹íè  áåðiëãåí  t  óàºûò  ìåçåòi  ¾øií YXT ´´
æèûíûíû» äà, (x,y) æ½áûí àíûºòàó¹à áîëàäû. Îñû æèûííû»
ýëåìåíòòåði   áåðiëãåí  (x,y,t)   ì¸íäåði  áîëûï  òàáûëàòûí,

YXTS0 ´´Ì  iøæèûíûí åðåêøåëåéìiç. S0  iøæèûíûí  –

ìàºñàò æèûíû äåï  àòàéûº. W  æèûíûíäà W 0  iøæèûíûí

åðåêøåëåéìiç. Îíû – æàðàìäû áàñºàðóëàð æèûíû äåï
àòàéìûç.

Åãåð )t,x( 00  îºè¹àñû, ÿ¹íè )t(y 0  øû¹àáåðiñ øàìàñûíäà

øàìàíû» ê¼ï ì¸íi áîëñà:
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[ ] [ ])t(x;t,u),t(x,t;t 00 hj .

0S  æèûíûìåí ºèûëûñàòûíäàé åòiï ò¾ðëåíäiðåòií )t()t(u w=
êiðåáåðiñ ¸ñåði òàáûëñà, (æàðàìäû áàñºàðó æèûíûíàí), îíäà

îñû ïðîöåññ æ¾ðåòií 1t  óàºûòûí – æåòó óàºûòû äåï àòàéäû

(2.17-ñóðåò).

W 0  æèûíûíäà îñûíäàé ò¾ðëåíäiðóäi ºàìòàìàñûç åòåòií,

êiðåáåðiñ ¸ñåðäi» ºàæåò åìåñòiãií àéòó¹à áîëàäû. h
ôóíêöèÿëàðûìåí àíûºòàëàòûí, x îáúåêòiíi» æà¹äàéû ìåí
îíû»  ºàñèåòiíåí,  u  æ¸íå  y  êiðåáåðiñ  æ¸íå  øû¹àáåðiñ
øàìàëàðûíû» ì¸íäåðiíå ò¸óåëäi êåéáið íàºòû

( )t,,,x,y,uII hj=

ôóíêöèÿñûí æàñàéûº.

)t(y 0

0t 0
(x,y)

x(t0)

S0

Y

X

 T
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2.17-ñóðåò

Îëàé áîëñà, îáúåêòi )t,x( 00  ºàëïûíà» [ ]11 t),t(x  ºàëïûíà

àóûñòûðàòûí u(t) áàñºàðóû áîë¹àíäà I  ôóíêöèÿñû

[ ] [ ]{ }1110011111 t,)t(x;t,u),t(x,t;t),t(x),t(y,uII hj=

òå», íàºòû ñàí ì¸íií àëàäû. Îñû ôóíêöèÿíû»
áàñºàðó ñàïàñûí – øû¹ûíäàð ôóíêöèÿñû äåï àòàéäû.

Ôóíêöèÿíû»  ì¸íi  àçàé¹àí  êåçäå,  áàñºàðóäû»  ñàïàñû
æî¹àðûëàéäû.  Îñû¹àí ñ¾éåíiï, áàñºàðóäû» æàëïû åñåáiíi»
àíûºòàìàñûí êåëòiðå àëàìûç [1].

2.4. Àíûºòàìà. Êåëåñi  øàðòòàðìåí  æàñàë¹àí  ìàòåìàòè-
êàëûº ½¹ûì áàñºàðóäû» æàëïû åñåái äåï àòàëàäû:

1.  Áàñºàðó  îáúåêòiñi  – [ ]u),t(x,t;t 00j  ê¾éëåðäi»

àóûñïàëû ôóíêöèÿñû ìåí [ ])t(x;th  øû¹à áåðiñ ôóíêöèÿñû
áàð,  äèíàìèêàëûº æ¾éå áîëûï, òàáûëàäû. Áàñºàðó îáúåêòiñi

¾øií YXTS0 ´´Ì  ìàºñàò æèûíû ìåí WÌW0  æàðàìäû

áàñºàðóëàð æèûíû ê¼ðñåòiëãåí.
2. Áàñºàðóäû» ñàïàñûíà øû¹ûíäàó ôóíêöèÿñû áåðiëñå

( )hj= ,,t,x,y,uII

æ¸íå áåðiëãåí 1t  æåòó óàºûòû, 0t  áàñòàïºû óàºûò êåçiíäå,

)t(x 0 -äû» áàñòàïºû ºàëïû ¾øií, áàñºàðóäû» ñàïàñûíà

øû¹ûíäàó ôóíêöèîíàëû àëûíàäû:

[ ] [ ]{ }11001111 t,)t(x;t,u),t(x,t;t),t(x),t(y,uII hj=      (2.18)

3. °ðáið áåðiëãåí )x,t( 00  ê¾éëåð ¾øií )x,t( 00
¼çãåðiëãåí ì¸íäåði, [ ]u),t(x,t;t 00j , [ ])t(x;th  ì¸íäåði 0S
ìàºñàò æèûíûìåí ºèûëûñàòûíäàé åòiï ò¾ðëåíäiðåòií æ¸íå
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áàñºàðóäû» ñàïàñûí øû¹ûíäàó ôóíêöèîíàëûí
ìèíèìóìäàéòûí 0)t(u WÎ  æàðàìäû áàñºàðóäû àíûºòàéäû:

[ ] [ ]{ } 000 S)t(x;t,u),t(x,t;t Ihj .            (2.19)

Á½ë áåðiëãåí àíûºòàìà æàëïû æ¾éåíi àíûºòàéäû.
Àëäûíäà  áåëãiëåíãåíäåé, äèíàìèêàëûº  æ¾éåëåðäi»

íåãiçãi òîáû  ºàðàïàéûì äèíàìèêàëûº æ¾éåëåð áîëûï
òàáûëàäû. Îëàðäû» æà¹äàéëàðûíû» ¼òïåëi ôóíêöèÿëàðû,
äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóëåðäi» øåøiìi áîëûï òàáûëàäû. Á½ë
æà¹äàéäà áàñºàðó ñàïàñûí, øû¹ûíäàð ôóíêöèÿñûí ä¸ëiðåê
æàçó¹à áîëàäû. Îñû ôóíêöèÿ, íàºòû ôóíêöèÿ KL ò¾ðiíäå
áåðiëñå:

]}u),t(x,t;t[;t{LL 001KK j= ,

îíäà îñû ôóíêöèÿ  u(t) áàñºàðóûíû», 1t  æåòêiëiêòi
óàºûòûíà æ¸íå j  ê¾éäií ¼òïåëi ôóíêöèÿíû» ò¾ðiíå

ò¸óåëäiëiãií ê¼ðñåòåäi. Îñû æà¹äàéäà KL  ôóíêöèÿñû  ìiíäåòòi
ò¾ðäå òà»äàëóû êåðåê,  ì½íäà¹û íåãiçãi  ìàºñàò – îíû» ì¸íií
àçàéòó, ñîíäà ¹àíà áàñºàðó ñàïàñû  æî¹àðûëàéäû. Ñîíûìåí,
¾çäiêñiç íàºòû ôóíêöèÿíû» )}t(u],u),t(x,t;t[;t{LL 00пп j= ,

u(t) áàñºàðóûíû» ò¸óåëäiëiãií, à¹ûìäû óàºûò t æ¸íå j
æà¹äàéûíäà¹û ¼òïåëi ôóíêöèÿíû», ]t,t[ 10  àðàëû¹ûíäà

èíòåãðàëäàóûí àíûºòàó¹à áîëàäû.
Áàñºàðó ñàïàñûíû» øû¹ûíäàð ôóíêöèÿñûí, ìûíàäàí

ê¼ðóãå áîëàäû:

ò j+j=
1

0

t

t
00п0011K1 dt)}t(u],u),t(x,t;t[;t{L]}u),t(x,t;t[;t{LI . (2.20)

KL  ôóíêöèÿñû îñû ¼ðíåêòi» áiðiíøi ºîñûë¹ûøû, 1t
óàºûòòû» ñî»¹û ìåçåòiíäå,   áàñºàðó ñàïàñûí ñèïàòòàéäû äà,
ôóíêöèîíàëäû» òåðìèíàëäû º½ðàñòûðóøûñû äåï àòàëàäû.
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Åêiíøi ºîñûë¹ûøû 0t  ìåçåòòåãi ºàëïòàí 1t  ìåçåòòåãi ºàëïºà

¼òó  ïðîöåñiíi»  ñàïàñûí  ñèïàòòàéäû  æ¸íå  ¼òïåëi  (¸ëiäå
ñòàöèîíàðëû) ôóíêöèîíàëäû» º½ðàñòûðóøûñû äåï àòàëàäû.

²àðàïàéûì äèíàìèêàëûº æ¾éå ñûçûºòû áîë¹àí
êåçäå, òóûíäàòºûø ôóíêöèÿ áûëàé áåðiëåäi:

,u)t(Gx)t(F)]t(u,x;t[f +=

àë øû¹àáåðiñ ôóíêöèÿíû» ò¾ði ìûíà òåíäåóìåí
àíûºòàëàäû:

x)t(H)x;t( =h .

Áàñºàðóäû» ñàïàñûí áà¹àëàóäà å» ê¼ï òàðà¹àí êðèòåðèéëåðäi»
áiði - êâàäðàòòûº êðèòåðèé. Àë áàñºàðó ñàïàñûíû» øû¹ûíäàó
ôóíêöèîíàëûíû» àíûºòàìàñû ìûíàäàé.

Áåéíåëåó áåðiëãåíäå YTz ®: , îíû» ì¸íäåði ðåòiíäå

)(tzy =  ôóíêöèÿíû» øàìàëàðû áîëûï òàáûëàäû. Îñû

áåéíåëåóäi øû¹àáåðiñ ñèãíàëû äåï àòàéûº. Îíäà, áåðiëãåí
øû¹àáåðiñ ñèãíàëûìåí øû¹àáåðiñ øàìàíû», à¹ûìäû ì¸íiíi»
àðàñûíäà¹û àéûðûìû áàñºàðóäû» ºàòåëiãií ñèïàòòàéäû:

),t(x)t(H)t(z)t(y)t(z)t( -=-=e

ñîíäà áàñºàðó ñàïàñûíû» øû¹ûíäàíó

ôóíêöèîíàëû æàé ò¾ðäå áûëàé æàçûëàäû:

ò +e=e=
1

0

t

t

222
11 .dt])t(u)t([)t(I

Îñû æà¹äàéäà áàñºàðó åñåái êåëåñi ò¾ðäå ºîéûëàäû äà,
áàñºàðóäû» ºàòåëiãií æ¸íå áàñºàðàòûí îðãàíäàðûíû»
ýíåðãèÿ øû¹ûìûí àçàéòûï, ìèíèìàëäàéòûí áàñºàðóëàðäû

)t(u  òàáó êåðåê.
Åíäi áàñºàðó çà»û äåãåí ½¹ûìäû àíûºòàéûº. Áàñûíäà

àéòûï êåòêåíäåé, êåði áàéëàíûñ ïðèíöèïi, àâòîìàòòûº ðåòòåó
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òåîðèÿñûíû»  íåãiçi áîëûï, òåõíèêàëûº ºîñûìøàëàðäà
êå»iíåí, æàí-æàºòû ïàéäàëàíûëàäû. Î¹àí ºàðàìàñòàí, îñû
ïðèíöèïòi» ¸äiñòåìåëiê íåãiçi ê¼ï óàºûò áîéû ò¾ñiíiêñiç
áîëûï êåëäi. Îñûíû ä¸ëåëäåéòií æà¹äàé, àâòîìàòòûº áàñºàðó
òåîðèÿñû áîéûíøà îºóëûºòàðäà, áàñºàðó æ¾éåëåði –
ò¾éûºòàë¹àí æ¸íå ò¾éûºòàëìà¹àí æ¾éåëåðãå á¼ëiíäi. Îñû
æåðäå, ½¹ûìíû» òåõíèêàëûº æà¹û ¸äiñòåìåëiê æà¹ûíàí
æî¹àðû áîëûï êåòåäi.

Æî¹àðûäà åíãiçiëãåí äèíàìèêàëûº æ¾éåíi»  áàñºàðó
åñåïòåðiíi» àíûºòàìàëàðû, áàñºàðó çà»ûíû» ½¹ûìûí
àíûºòàó¹à àëûï êåëåäi. Ðàñûíäà, ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñû

]),t(x,t;t[ 00 wj  æ¾éåíi»  ºàëïûí  àíûºòàéäû.  Àë,  îíäà

æ¾éåíi» ê¾éi 0t  ìåçåòiíäå æ¸íå )[ t,t 0  àðàëû¹ûíäà áåðiëãåí w

êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðäi» êåñiíäiñi, t óàºûò ìåçåòiíäåãi øû¹àáåðiñ
øàìàëàðäû» ì¸íäåðií äå àíûºòàéäû. Ñîíûìåí, ºàæåòòi
áàñºàðàòûí ¸ñåðëåðäi )t()t(u w=  àíûºòàó  ¾øií,  áàðëûº
àºïàðàòòàð æ¾éåíi» à¹ûìäû ê¾éiìåí áåðiëåäi.

Áàñºàðó  çà»û  äåï  àòàëàòûí  áåéíåëåó  êåëåñi  ò¾ðäå
æàçûëàäû:

,: UXTk ®´

îíû» ì¸íäåði )]t(x;t[k)t(u =  øàìàëàð, áàñºàðóëàð áîëûï
òàáûëàäû.

Æàëïû æà¹äàéäà k ôóíêöèÿñûí àíûºòàó ê¾ðäåëi, îíû»
ñåáåáií êåëåñi àðàºàòûñ ê¼ðñåòåäi:

]}u),t(x,t;t[;t{k)t(u 00j= ,

æàðàìäû áàñºàðóëàðäû» W æèûíûíà ºîéûëàòûí, øàðòòàð k
ôóíêöèÿíû» áàð áîëó àéìà¹ûí ê¼ðñåòïåéäi.

Îñû¹àí îðàé, ê¾éëåð àéíûìàëàðûí

àíûºòàó ¾øií, øû¹àáåðiñ øàìàëàðûíû»
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ì¸íäåðií áiëó ºàæåò. Ñîíäà êåði ò¾ðëåíäiðó

îïåðàöèÿñûíû» àíûºòàëóû òèiñ:

XY:1 ®h-

îíû» ì¸íäåði içäåëiíãåí øàìàëàð áîëûï òàáûëàäû:

)].t(y[)t(x 1-h=

Îñûíäàé îïåðàöèÿ îðûíäàëñà, îíäà )t(x  àíûºòàó ä¸ëäiãií,

¸ëi äå )t(x 0  ºàëïûí áà¹àëàó ¸äiñòåðií òàáó êåðåê.

Àâòîìàòòûº áàñºàðó ½¹ûìûíû» ºàòà» àíûºòàìàñûí
áåðåéiê.

2.5. Àíûºòàìà. Äèíàìèêàëûº æ¾éåëåðäå àâòîìàòòûº
áàñºàðó  óàºûò áîéûíøà ¼òåòií ïðîöåññ. Îñû ïðîöåññ êåëåñi
øàðòòàðäû ºàíà¹àòòàíäûðóû ºàæåò:

1. Àíûºòàìàñûíà ëàéûº áàñºàðó îáúåêòiñiíi» ìàºñàò
æèûíû YXTS0 ´´Ì  æ¸íå æàðàìäû áàñºàðóëàð æèûíû

WÌW0  áåðiëói òèiñ;

2. Áàñºàðó çà»û äåï àòàëàòûí áåéíåëåó àíûºòàëóû ºàæåò:

,UXT:k ®´                            (2.21)

îíû» ì¸íäåði ðåòiíäå áàñºàðóëàðäû»

øàìàëàðû áîëûï òàáûëàäû:
]}u),t(x,t;t[;t{k)t(u 00j=                  (2.22)

3. Áàñºàðóëàð 0)t(u WÌ , áàñºàðó îáúåêòiñiíi»

XT)t(x 0 ´Î  ºàëïûíàí 0S)t(x Î  ºàëïûíà, àóûñó óàºûòû äåï

àòàëàòûí 01 tt -  óàºûò êåñiíäiñiíå àóñòûðûï, êåëåñi áàñºàðó

ñàïàñûíû» øû¹ûíäàó ôóíêöèîíàëûí ìèíèìàëäàéäû:
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}.t)],t(x;t[],u),t(x,t;t[),t(x),t(y,u{II 11001111 hj=

4. Øû¹àáåðiñ ôóíêöèÿñû )x,t(h , y øû¹àáåðiñ øàìàíû»

0S  ìàºñàò æèûíûíà êiðóií ê¼ðñåòåäi. Ñîíäà 0S)t(x Î  òåðiñ

áåéíåëåóäi áûëàé òàáó¹à áîëàäû:

XY:1 ®h-                           (2.23)

îíû» ì¸íäåði êåëåñi òå»äåóìåí àíûºòàëàäû:

)]t(y[)t(x 1-h= .                        (2.24)

5. Øû¹àáåðiñ øàìàíû» tt:)t(y 00 £  ì¸íi æ¾éåíi»

ê¾éëåðií )t(x 0  áà¹àñûí ê¼ðñåòåäi.

Á½ë àíûºòàìàäà, øàðòòàðäû» áið á¼ëiãi àâòîìàòòûº
áàñºàðó  åñåáií îðûíäàéòûí æ¾éåíi ê½ðàñòûðàäû. Ðåòòåóiø
äåï – æ¾éåíi» ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëií àòàéäû. Îíû»
º½ðàìûíà áàñºàðó îáúåêòiíi» ºàëïûí áà¹àëàéòûí æ¸íå
áàñºàðó çà»ûí º½ðàñòûðàòûí ýëåìåíòòåð êiðåäi. Áàñºàðó
îáúåêòiíi» º½ðûëûìäû ëîãèêàëûº ñ½ëáàñû 2.18-ñóðåòòå
ê¼ðñåòiëãåí. Áàñºàðó îáúêòiñiíå ¸ñåðëåï 0W  æèûíûíäà

æàòàòûí u  áàñºàðóëàð,  æ¾éå  ê¾éëåðiíi»  øàìàëàðûíû»
Xx Î  æ¸íå øû¹àáåðiñ øàìàëàðûíû» Yy Î  áið ì¸íäåðií

áåðåäi. Øû¹àáåðiñ øàìàëàðäû» ì¸íäåði àðêûëû æ¾éåíi» x
ê¾éëåði, ñîíûìåí ºîñà, X   æèûíûíà» àëûí¹àí x  áà¹àëàðäû

áàñºàðó çà»ûí k  º½ðàñòûðàäû.  Îñû  çà»  àðºûëû 0W
æèûíûíàí u  áàñºàðóäû» êàæåòòi øàìàñû òàáûëàäû. Áàñºàðó

ñàïàñû – áàñºàðó ñàïàñûíû» øû¹ûíäàó ôóíêöèîíàëû 1I
àðºûëû, àë áàñºàðó ì¾ìêiíøiëiãi x  æ¸íå y  ì¸íäåðiíi»

ìàºñàò æèûíûíäà 0S  æàòóûìåí áàºûëàíàäû.
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Æî¹àðûäà êåëòiðiëãåí àíûºòàìàëàð, áàñºàðó
ì¸ñåëåëåðiìåí áàéëàíûñºàí æ¾éåëåð òåîðèÿñûíû»
áiðºàòàð åñåïòåðií ê¼ðñåòåäi.

Æ¾éåíi» èäåíòèôèêàöèÿ åñåái. Á½ë æåðäå áàñºàðó
æèûíûíû» 0)t(u WÎ  áiðì¸íäå ñ¸éêåñåòií, øû¹àáåðiñ

øàìàëàðäû»  æèûíûí  ê¼ðñåòóãå  áîëàäû.  Îñû  ñ¸éêåñòiêòi  áið
òîï ôóíêöèÿëàð ê½ðàñòûðàäû.

Ñ¸éêåñòiêòi ê½ðàñòûðàòûí ôóíêöèÿëàð êåëåñi
áåéíåëåóìåí àíûºòàëàäû:

,YT:f r ®W´

¸ðáið áåéíåëåó, áið áàñºàðó¹à, áið øû¹àáåðiñ øàìàíû )t(y
ñ¸éêåñòåï, êîéûï, îíû êåëåñi òå»äiêïåí ê¼ðñåòåäi:

)],t(u[f)t(y ri=                        (2.25)

ì½íäà¹û i - )t(y ò¸óåëäiëåðäi» í¼ìiðëåði.

Îñûäàí ê¾ðäåëi æà¹äàéëàðäà )t(u  æ¸íå )t(y
øàìàëàðûíû»  àðàñûíäà¹û  ºàòûíàñ,  êåéáið  F  æ¸íå  M
àéíûìàëûëàðäû» ôóíêöèÿëàðû àðºûëû îðíàëàñòûðûëàäû:

))].t(u(M[f)]t(y[F ri=                     (2.26)

Îñûíäàé äèíàìèêàëûº æ¾éåëåðäi»
ìàòåìàòèêàëûº ìîäåëüäåðäi º½ðàñòûðó  åñåái,
èäåíòèôèêàöèÿíû» åñåái áîëûï òàáûëàäû. Ê¼ï
æà¹äàéëàðäà èäåíòèôèêàöèÿíû» ìàºñàòû áîéûíøà,
(2.25) (2.26) òå»äåóëåðìåí áåðiëãåí, ýêñïåðèìåíò
àðºûëû òàáûë¹àí í¸òèæåëåðäåí,  æ¾éåíi» êàñèåòòåðií
ê¼ðñåòåòií, ê¾éäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñûí

]),t(x,t;t[ 00 wj  òàáó ºàæåò.

Æ
è
û

í
äà

ð

T

X
 x

W0
 u

Y
 y

j:T´T´W h:T´X

Áàñºàðó
îáúåêòi
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2.18-ñóðåò

Êåëåñi ºàðàñòûðûëàòûí åñåïòå, æ¾éåíi» áàñºàðûëóû ìåí
áàºûëàóûí  òàáó  êåðåê.  Á½ë  åñåïòå  ìà¹ûíàñû  áåðiëãåí  øàðò

áîéûíøà, æ¾éåíi» )t(x 0  ºàëïûíàí )t(x 1  ºàëïûíà

àóûñàòûí áàñºàðóëàðäû )t(u  òàáó  êåðåê.  Àë,  á½ë  ìàºñàòòû

îðûíäàó  î»àé  åìåñ.  Ðàñûíäà,  àëäûí  àëà  êîéûë¹àí  ìàºñàòºà

ëàéûº, ñ¸éêåñ áàñºàðóëàðäû» æàðàìäû æèûíû, 0)t(u WÎ
áàð-æî¹û áåëãiñiç. Îñû æèûí, êåëåñi æèûííû» )}t(y),t(x{
æ¸íå øåêòåëãåí óàºûòòà 1t , áåðiëãåí ìàºñàò æèûíûìåí 0S
ºèûëûñûí ºàìòàìàñûç åòói êàæåò. Êåéáið æà¹äàéëàðäà 0W
æèûíûíû» iøæèûíû, îñû ºèûëûñòû êàìòàìàñûç åòåäi.
Ñîíäà, )t(u  áàñºàðóëàðäû» á¼ëiãií, áàñºàðó åñåáií òîëûº
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øåøå àëìàéäû. Îñû æà¹äàéäà æ¾éå – áàñºàðûëìàéòûí æ¾éå
äåï àòàëàäû.

Ñîíûìåí, äèíàìèêàëûº æ¾éåíi» áàñºàðûëóûí àíûºòàó
¾øií êåëåñi øàðòòàðäû îðûíäàó ºàæåò: ê¾éëåðäií ¼òïåëi
ôóíêöèÿñûíû» XXTT: ®W´´´j  ì¸íäåði

]),t(x,t;t[)t(x 00 wj=  áàð áîëóûí æ¸íå î¹àí ñ¸éêåñ

áàðëûº áàñºàðóëàð 0)t(u WÎ  í¼ëãå òå» áîëìàóû êåðåê.

Æ¾éåíi áàñºàðó ¾øií îíû» ê¾éëåðiíi» )t(x , øû¹àáåðiñ

ì¸íäåðií )t(y  àðêûëû àíûºòàéìûç. Áûëàéøà àéòºà»äà,

áåéíåëåó ñîëàé XY: ®h  áîëóû ºàæåò. Îñûíäàé í¼ëãå òå»

åìåñ áåéíåëåóëåðäi, áàðëûº Y)t(y Î , X)t(x Î  ñ¸éêåñ,

àíûºòàó åñåái, äèíàìèêàëûº æ¾éåíi» áàñºàðóëû¹ûí àíûºòàó
åñåái äåï àòàëàäû.

Êåëåñi áåðiëãåí åñåï, òèiìäi áàñºàðó åñåái äåï àòàëàäû.
Á½ë åñåï æ¾éåëåð òåîðèÿñûíû» íåãiçãi ìàºñàòûíû» áiði. Îñû
åñåïòå áàñºàðó çàíäàðûí UXT:k ®´  òàáó  êåðåê.  Îëàð

áåðiëãåí æèûíäàð 0,Y,X W  øû¹ûíäàó ôóíêöèîíàëäû»

ìèíèìàëüäû ñàïàñûí ºàìòàìàñûç åòåäi:

)t,,,x,y,u(II 111 hj= .

Îñû åñåï òèiìäi áàñºàðóäû» åñåái áîëûï òàáûëàäû.

III. ÑÛÇÛ²ÒÛ ÄÈÍÀÌÈÊÀËÛ² Æ¶ÉÅËÅÐ

Ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éå, ôèçèêàëûº
ò¾ñiíiêòåìå ò¾ðiíäå, ñóïåðïîçèöèÿ ïðèöèïiíå ñ¾éåíåäi.
Îñû ïðèíöèïòå áiðíåøå ýëåìåíòòåí º½ðûë¹àí,
æ¾éåíi» êiðåáåðiñiíå áåðiëãåí ¸ñåð í¸òèæåñiíäå,
øû¹àáåðiñ òîëûº àéíûìàëû¹à àéíàëàäû. Îñû òîëûº
øû¹àáåðiñ àéíûìàëûíû» ì¸íiíi» ¸ðºàéñûñû,
ýëåìåíòòi» øû¹àáåðiñ àéíûìàëàðûíû» ºîñûíäûñûíà
òå» áîëàäû. Îñû æ¾éåëåðäå ¼òiï æàòºàí äèíàìèêàëûº
ïðîöåñòåð, ñûçûºòû äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóëåðìåí
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æàçûëàäû. Îñû æà¹äàéäû åñêåðå îòûðûï, æ¾éåëåð
òåîðèÿñûíû» ñûçûºòû êå»iñòiêòåð òóðàëû òàðàóëàðûí
ºàðàñòûðàìûç.

3.1. Ñûçûºòû êå»iñòiêòåð

Æî¹àðûäà åíãiçiëãåí ìåòðèêà ½¹ûìû, æèûí
ýëåìåíòòåðiíi» àðàëûº ê¼ðñåòêiøi, òîëûº ìåòðèêàëûº
êå»iñòiêòi» ñèïàòòàìàëàðûí ê¼ðñåòïåéäi. Ìåòðèêàëûº
êå»iñòiêòi» ýëåìåíòi ðåòiíäå âåêòîð ½¹ûìûí åíãiçåéiê. Âåêòîð
ðåòiíäå, áà¹ûòû áàð êåñiíäi ºàðàñòûðûëàäû. Âåêòîðëàðäû»
ºàñèåòòåðií ºàðàñòûðó ¾øií, åêi ¼ëøåíãåí ìåòðèêàëûº
êå»iñòiêòi æàçûºòûºòà åêi êîîðäèíàò îñüòåðiìåí (1 æ¸íå 2)
ê¼ðñåòåéiê (3.1-ñóðåò).

Îñû êå»iñòiêòå X,Y,Z  âåêòîðëàðûíû» 1 æ¸íå 2 îñüòåðiíå
ïðîåêöèÿëàðûí 212121 z,z,y,y,x,x  ºàðàñòûð¹àíäà, Z
âåêòîðûíû», X æ¸íå Y âåêòîðëàðûíû» êîîðäèíàòòàðû êåëåñi
òå»äåóìåí àíûºòàëàäû:

222

111

yxz

yxz

+=
+=

                               (3.1)

                  3.1-сурет
Á½ë æåðäå Z âåêòîðû X æ¸íå Y âåêòîðëàðûíû» ºîñûíäûñûíà
òå» áîëàäû:

Z = X + Y.

Âåêòîðëàð ºîñûíäûñû, êîîðäèíàòòàð îñiíäåãi
ïðîåêöèÿëàðäû» ºîñûíäûñû, ÿ¹íè ñ¸éêåñ ñàíäàðäû»
ºîñûíäûñû ðåòiíäå àíûºòàë¹àíäûºòàí, êåëåñi ºàòûíàñòàð
àºèºàò áîëàäû:

X

Y

Z

2 îñü

1 îñü0 1x 1y 1

2x

2y

2z



Æ¾éåëåð òåîðèÿñûíû» íåãiçäåði

61

,Z)YX()ZY(X

,XYYX

++=++
+=+

åãåð 0Y = )0y,0y( 21 == áîëñà, îíäà XYX =+ .

Åãåð   Z=0  äåñåê,  îíäà  (3.1)  ºàòûíàñû  íåãiçiíäå  àëàìûç: z=0,
x1=-y1, 22 yx -= , äåìåê, åãåð YX -=  áîëñà, YX -=  âåêòîðëàðû
áîëàäû æ¸íå 0YX =+ . Õ âåêòîðíû» ½çûíäû¹ûí X  àðºûëû

áåëãiëåï, âåêòîðäû» ïðîåêöèÿëàðûí b+a  ò½ðàºòû ñàíûíà
ê¼áåéòiï 3.1-ñóðåòi íåãiçiíäå àëàìûç:

,X)(x)(x)(
222

2
22

1
2 b+a=b+a+b+a

íåìåñå

,XXX 1=b+a

ì½íäà¹û 1X  –  Õ  âåêòîðûíû»  áà¹ûòûìåí  ñ¸éêåñ  êåëåòií

æà»à  âåêòîðäû»  ½çûíäû¹û.  Äåìåê, .XXX)( b+a=b+a

Ñ¸éêåñiíøå êåëåñi òå»äiêòåð àºèºàò áîëàäû: ),X(X)( dg=gd
ì½íäà¹û g  æ¸íå d  - ò½ðàºòû ñàíäàð,

YXZ a+a=a ,
YX)YX( a+a=+a .

Âåêòîðëàðäû» êåéáið ºàñèåòòåðiíäå, ºàðàïàéûì åêi ¼ëøåìäi
êå»iñòiêòåãi âåêòîðëàð îñûíäàé áîëàäû. Á½ë ºàñèåòòåðäi êåç
êåëãåí ìåòðèêàëûº êå»iñòiê æà¹äàéûíà æàëïûëàó¹à áîëàäû.

Ñûçûºòû êå»iñòiêòi» àíûºòàìàñûí êåëåñi ò¾ðäå áåðåìiç.
3.1. Àíûºòàìà.

cX  æèûíû ñûçûºòû (íåìåñå âåêòîðëûº)
êå»iñòiê äåï àòàëàäû. Îñû æèûí¹à êåëåñi àêñèîìàëàðäû
ºàíà¹àòòàíäûðàòûí æèûí ýëåìåíòòåðií (âåêòîðëàðûí) ºîñó,
ñàí¹à (ñêàëÿð) ê¼áåéòó àìàëäàðû àíûºòàëñà:

1. ,XYYX +=+  áàðëûº  Õ  ¾øií, cXY Î  (ºîñûíäûíû»

êîììóòàòèâòiãi).
2. ,Z)YX()ZY(X ++=++  áàðëûº  Õ,  ¶  ¾øií,

cXZ Î

(ºîñûíäûíû» àññîöèàòèâòiãi).
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3. X0X =+ ,  áàðëû¹û  ¾øií
cXX Î  áîëàòûíäàé,

cX0 Î

í¼ëäiê ýëåìåíò (í¼ëäiê âåêòîð) áàð áîëàäû.
4. 0YX =+  áîëàòûíäàé, êåç êåëãåí

cXX Î  ¾øií ºàðàìà-
ºàðñû ýëåìåíò

cXY Î  áàð áîëàäû.
5. XXX)( b+a=b+a  êåç êåëãåí cXX Î  ¾øií  æ¸íå  êåç

êåëãåí a  æ¸íå b  ¾øií, ì½íäà¹û a  æ¸íå b  – ñàíäàð
(ê¼áåéòóäi» äèñòðèáóòèâòiãi).

6. )X(X)( dg=gd  êåç êåëãåí
cXX Î  ¾øií æ¸íå êåç êåëãåí g

æ¸íå d  ¾øií (ê¼áåéòóäi» àññîöèàòèâòiãi).

7.
þ
ý
ü

=
=

,0X.0
,XX.1  áàðëûº cXX Î  ¾øií.

8. YX)YX( a+a=+a  áàðëûº Õ, cXY Î  æ¸íå êåç êåëãåí
a  ñàíû ¾øií.

Ñûçûºòû êå»iñòiê àêñèîìàëàðû êîìïëåêñòi
êå»iñòiêòåðãå äå àºèºàò áîëàäû.

Ñûçûºòû êå»iñòiê ¼çiíi» âåêòîðëàðû ðåòiíäå, 3.1
àíûºòàìàñûíû» àêñèîìàëàðûí ºàíà¹àòòàíäûðàòûí, êåç
êåëãåí ôèçèêàëûº òàáè¹àò æèûíûíû» ýëåìåíòòåði áîëóû
ì¾ìêií. Êåéiíiðåê, á½ë ñûçûºòû æ¾éåëåð òåîðèÿñû ¾øií
ìà»ûçäû ì¸ñåëå áîëàäû.

Åíäi ñûçûºòû êå»iñòiêòi» å» ìà»ûçäû ºàñèåòòåðiíi» áiðií
ºàðàñòûðàéûº. Æàçûºòûº ò¾ðiíäåãi êå»iñòiêòi» å» ºàðàïàéûì
ò¾ðií ºàðàñòûðûï, ¼çàðà ïåðïåíäèêóëÿð áîëàòûí Õ æ¸íå ¶ åêi
âåêòîðëàðûí ê¼ðñåòåéiê. Æàçûºòûºòà Õ æ¸íå ¶ âåêòîðëàðû
ê¼ïòiêòi» øåêàðàëàðû áîëàòûíäàé, áåëãi W  í¾êòåëåð æèûíûí
áåðåéiê (3.2à-ñóðåò).

3.1 àíûºòàìàñûíû» (1) æ¸íå (5) àêñèîìàëàðûíû»
ôîðìóëàëàðûí ºîëäàíà îòûðûï, ìûíàíû àëàìûç:

YXZ 21 a+a+ ,                         (3.2)

ì½íäà¹û 1,0 21 £aa£ .
Åãåð  3.1  àíûºòàìàñûíû»  7  àêñèîìàñûí

ºîëäàíñàº,  åêi  øåêòåði  Õ  æ¸íå  ¶  âåêòîðëàðûíû»
ºèûëûñó í¾êòåñiíå æ¸íå W  æèûíûíû»  êåç  êåëãåí
í¾êòåñiíå òiðåëåòií ¸ðáið âåêòîð àëûí¹àí. 1a  æ¸íå 2a
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ñàíäàðûíû» ì¸íäåði àðºûëû (3.2) ºàòûíàñòàðûìåí
àíûºòàëàäû (3.2 ¸-ñóðåò).

3.2-ñóðåò

Íåãiçiíäå  Õ  æ¸íå  ¶  îñiíäåãi  êåç  êåëãåí
êîîðäèíàòòàðäû 0 æ¸íå 1 àðàëû¹ûíäà¹û 1a  æ¸íå 2a
ñàíäàðûíà, Õ æ¸íå ¶ âåêòîðëàðûíû» ½çûíäû¹ûíû»
øàìàñûíà ê¼áåéòiï, òàáó¹à áîëàäû.

Àë,  Õ  æ¸íå  ¶  âåêòîðëàðû  áið-áiðiíåí  ñûçûºòû
êå»iñòiêòåð ¾øií, áåêiòiëãåí ê¼áåéòó æ¸íå ºîñó
àìàëäàðû àðºûëû àëûíóû ì¾ìêií åìåñ. Áàñºàøà
àéòºàíäà, 021 =a=a  áîë¹àíäà ¹àíà 0X ¹  æ¸íå

0Y ¹  áîë¹àíäà, 0YX 21 =a+a  òå»äåói àºèºàò
áîëàäû.

Áiçäi»  ìûñàëäà  Z  âåêòîðëàð  æèûíû  ñûçûºòû
êå»iñòiê º½ðàäû. Îíû» áàðëûº ýëåìåíòòåði
(âåêòîðëàðû)  (3.2)  ôîðìóëàñû  áîéûíøà  Õ  æ¸íå  ¶
âåêòîðëàðû àðºûëû àëûí¹àí.

Á½ë  æà¹äàéäà  Z  ñûçûºòû  êå»iñòiãi  Õ  æ¸íå  ¶
âåêòîðëàðûíà òàðòûëûï æàáûë¹àí äåï àòàéäû.

Åãåð Õñ ñûçûºòû êå»iñòiêòå áîñ åìåñ ýëåìåíòòåð
(âåêòîðëàð) æèûíû { }n21 X,...,X,X  áàð  áîëñà,  îíäà
îëàðäàí – ñûçûºòû êîìáèíàöèÿ äåï àòàëàòûí ºîñûíäû
øû¹óû ì¾ìêií:

à

W

0 0X X

Y Y

XX 21 a+a

X+Y

¸
à ¸
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,X...XXZ nn2211 a++a+a=                   (3.3)

ì½íäà¹û n21 ,...,, aaa  – ñàíäàð. Á½ë ýëåìåíòòåð

(âåêòîðëàð) æèûíû ñûçûºòû ò¸óåëñiç äåï àòàëàäû, åãåð
êåëåñi òå»äiê:

0X...XX nn2211 =a++a+a
(3.4)

áîëñà, áàðëûº )n,...,2,1i(i =a  ñàíäàðû í¼ëãå òå»,

0... n21 =a==a=a , áîë¹àíäà ¹àíà îðûí àëàòûí

áîëàäû.
Åãåð  (3.4)  òå»äåóäå   àºèºàò  áîëàòûí  í¼ëãå  òå»

åìåñ ia  ñàíäàðû òàáûëñà, îíäà âåêòîðëàð æèûíû –

ñûçûºòû ò¸óåëäi äåï àòàëàäû.
Ìûñàëû: cX  ñûçûºòû êå»iñòiãiíi»  ¸ðáið

ýëåìåíòòåði, (âåêòîðëàðû) { }n21 X,...,X,X
âåêòîðëàðûíû» (3.3) ñûçûºòû êîìáèíàöèÿñû ðåòiíäå
àëûíûï, áåëãiëi áið æèûí áåëãiëåíãåí. Á½ë æèûí
{ }n21 X,...,X,X  ýëåìåíòòåð (âåêòîðëàð) æèûíûíà

êåðiëiï æàáûë¹àí cc XZ Í  ñûçûºòû –  iøæèûí äåï
àòàéäû.

Êîîðäèíàòòàð æ¾éåñi ìåí áàçèñòåðäi
êàðàñòûð¹àíäà, cX  ñûçûºòû  êå»iñòiãiíåí  n

âåêòîðëàðûíà n21 X,...,X,X  ñûçûºòû ò¸óåëñiç æèûí
º½ðàòûíäàé åòiï àëàìûç. Æî¹àðûäà ºàðàñòûðûë¹àí åêi
¼ëøåìäi êå»iñòiêòå Õ æ¸íå ¶ ñûçûºòû ò¸óåëñiç
âåêòîðëàðû, òiê á½ðûøòû êîîðäèíàòòàð æ¾éåñií (3.3 ¸-
ñóðåò) º½ðàäû äà, ñ¸éêåñiíøå á½ë æèûíäû, n ¼ëøåìäi
êå»iñòiêòåãi ¼çàðà ïåðïåíäèêóëÿð êîîðäèíàòòàð îñi äåï
ºàðàñòûðó¹à áîëàäû. Îíäà îñû êå»iñòiêòi» êåç êåëãåí Õ
âåêòîðûí îñü áîéûíøà ïðîåêöèÿëàð¹à æiêòåóãå
áîëàäû:
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nn2211 X...XXX a++a+a= ,
(3.5)

ì½íäà¹û ia – iX  îñüòåði áîéûíøà, ¼ëøåó
ìàñøòàáòàðûí àíûºòàéòûí ñàíäàð. Æiêòåëãåí øàðò
áîéûíøà ñûçûºòû ò¸óåëñiç n21 X,...,X,X
âåêòîðëàðûíû» ñûçûºòû êîìáèíàöèÿñû áîëàäû.

Äåìåê, cX  ñûçûºòû êå»iñòiãi ò¾ãåëiìåí

{ }n21 X,...,X,X  âåêòîðëàð æèûíûíà òàðòûëûï
æàáûë¹àí.

cX  êå»iñòiãi òàðòûëûï æàáûë¹àí n21 X,...,X,X
ñûçûºòû ò¸óåëñiç âåêòîðëàð æèûíû – îñû êå»iñòiêòi»
áàçèñi äåï àòàëàäû.

3.3-ñóðåòiíäå ìûñàë ðåòiíäå áàçèñi 321 X,X,X
îñüòåði ò¾ðiíäå cX  ¾ø ¼ëøåìäi êå»iñòiãi êåëòiðiëãåí.

3.3-ñóðåò

Áàñû  áàçèñ  îñüòåðiíi»  ºèûëûñó  í¾êòåñiíäå,  àë
ñî»û – ïàðàëëåëåïèïåä ê¼ëåìiíi» êåç êåëãåí

2X

3X лX

1X
321 XXXX --=
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í¾êòåñiíäå  áîëàòûí  êåç  êåëãåí  Õ  âåêòîðû  êåëåñi
ôîðìóëàìåí ê¼ðñåòiëåäi:

332211 XXXX a+a+a= ,

ì½íäà¹û ia  ñàíäàðû 1,,1 321 £aaa£-   àðàëû¹ûíäà

¼çãåðåäi.

cX  êå»iñòiãiíi» êåç êåëãåí ýëåìåíòi (âåêòîðû)

áàçèñ ê¼ìåãiìåí àíûºòàëàòûíû ò¾ñiíiêòi. Ìûñàëû: Õ
âåêòîðûí åêi ñûçûºòû êîìáèíàöèÿìåí ê¼ðñåòóãå
áîëàäû:

nn2211 X...XXX a++a+a= ,

nn2211 X...XXX b++b+b= .

Øàðò áîéûíøà á½ë êîìáèíàöèÿëàð ñûçûºòû
ò¸óåëñiç, äåìåê îëàðäû» àéûðûìû:

nnn222111 X)(...X)(X)( a-b++a-b+a-b

áàðëû¹û ii a-b  í¼ëãå  òå»  áîë¹àíäà  ¹àíà,  í¼ëãå  òå»

áîëàäû. Îíäà ii b=a )n,...,2,1i( = ,  ÿ¹íè  Õ  âåêòîðû
áàçèñ ê¼ìåãiìåí, áið ò¾ðäå ¹àíà ê¼ðñåòiëåäi.

cX  êå»iñòiãií îñû êå»iñòiêòi» ºàë¹àí
âåêòîðëàðûíû» êåç êåëãåí æèûíòû¹ûíàí, ñûçûºòû
ò¸óåëäi âåêòîðûí, cX  æèûíûíàí ¼çãåðòïåé, àëûï
òàñòàó¹à áîëàäû.

cX  êå»iñòiãiíi»  êåç  êåëãåí  Õ  âåêòîðûí,  áàçèñ

ê¼ìåãiìåí ê¼ðñåòiëóií Õ âåêòîðûíû» { }n21 X,...,X,X
áàçèñi áîéûíøà æiêòåëói  äåï,  àë n21 ,...,, aaa
ñàíäàðû – æiêòåóäi» êîîðäèíàòòàðû äåï àòàëàäû.

cX  ñûçûºòû êå»iñòiãiíäåãi ñûçûºòû ò¸óåëñiç

âåêòîðëàðûíû» n ñàíû – îñû êå»iñòiêòi» ¼ëøåìäiëiãi
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äåï àòàëàäû. Êå»iñòiêòi» ¼ëøåìäiëiãi лXdim  äåï

ê¼ðñåòiëåäi. °ðáið ñûçûºòû êå»iñòiêòi» êåì äåãåíäå,
áið áàçèñi áîëàäû. Îíû» ê¼ïòåãåí ¸ðò¾ðëi áàçèñòåði
áîëóû äà ì¾ìêií.

Ñûçûºòû êå»iñòiêòåðäi» åêi ìûñàëûí
ºàðàñòûðàéûº.

Äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóäi» øåøiìäåð êå»iñòiãi.
²àíäàé  äà  áið )t(x  ôóíêöèÿñû n-ä¸ðåæåëi ñûçûºòû
äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóäi» øåøiìi áîëñà:

0x)t(a...
dt

xd
)t(a

dt
xd

)t(a 01n

1n

1nn

n

n =+++ -

-

-

îíû» àë¹àøºû øàðòòàðû

0t
dt

xd
x

=
n

n

n = , )1n(,...,2,1 -=n .

Á½ë òå»äåóäi» øåøiìi ìûíà ò¾ðäå æàçûëóû òèiñ:

nn2211 )t(..)t()t()t(x gj++gj+gj= ,

ì½íäà¹û )t(ij –ñûçûºòû ò¸óåëñiç ôóíêöèÿëàð
áîëàòûí äåðáåñ

øåøiìäåð;

ig – àë¹àøºû øàðòòàð¹à ò¸óåëäi

ò½ðàºòûëàð.
Îñû ¼ðíåê )t(ij  ôóíêöèÿíû» ñûçûºòû ò¸óåëñiç

êîìáèíàöèÿñû áîëûï åñåïòåëåäi, t óàºûòûíû» ò½ðàºòû
ì¸íiíå á½ë ôóíêöèÿëàðûíû» n-¼ëøåìäi ñûçûºòû
êå»iñòiãiíi» áàçèñií º½ðàéòûí, âåêòîðëàðû ðåòiíäå
àíûºòàéìûç. )t(x  ôóíêöèÿñûíû» (åíäi îë äà âåêòîð
äåï ºàðàñòûðûëàäû) áàðëûº ì¸íäåði, n-¼ëøåìäi
ñûçûºòû êå»iñòiêòi º½ðàéäû. Á½ë êå»iñòiê
ýëåìåíòòåðiíi» îðíàëàñóû óàºûò ¼òêåí ñàéûí ¾çäiêñiç
¼çãåðiï ò½ðàäû. Ì½íäà ig  ò½ðàºòûëàðûíû» íàºòû
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ì¸íäåðiìåí àíûºòàëàòûí ¸ðáið )t(x  âåêòîðû ¼çiíi»
ñî»ûíäà¹û êå»iñòiêòå )t(x  âåêòîð – ôóíêöèÿñûíû»
óàºûò iøiíäåãi ¼çãåðóií ñèïàòòàéòûí, òðàåêòîðèÿ
ñûçàäû. )t(ij  áàçèñòiê âåêòîðëàð êå»iñòiêòå ¼çiíi»
áà¹ûòûí ¼çãåðòïåé, óàºûòºà áàéëàíûñòû ¼çiíi»
½çûíäû¹ûí ¼çãåðòåäi. 3.4-ñóðåòòå ìûñàë ðåòiíäå
ºàðàñòûðûë¹àí êå»iñòiêòi» ¾ø ¼ëøåìäi êåçi
ê¼ðñåòiëãåí.

Á½ë – ñèãíàëäàð ñïåêòði áîéûíøà øåêòåëãåí
êå»iñòiê. T èíòåðâàëûíäà óàºûò ôóíêöèÿñû ò¾ðiíäåãi

)t(x ñèãíàëäàð æèûíûí ºàðàñàº, îë ¼çiíi» êîìïëåêñòi
ñïåêòðiíi» øåêòåëãåíäiãiìåí åðåêøåëåíåäi:

ïî

ï
í
ì

w>w

w£ww
=w

,åãåð,0

,åãåð),j(X
)j(X

c

c

4t 3t

1

2t

3j

2j

1j

)(33 tjg

)(22 tjg

)(11 tjg0
)()(

)()(

3322

111

tt
ttx
jgjg

jg
+

+=

3.4-сурет
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ì½íäà¹û F2,dte)t(x)j(X c
tj p=wò=w

¥

¥-

w- , F -ñèãíàë

ñïåêòðiíi» åíi.
Áåëãiëi ñàíàó òåîðåìàñûíà ñ¸éêåñ ºàðàñòûðûë¹àí

óàºûò ôóíêöèÿñû, æóûº òiçáåê ò¾ðiíäå ê¼ðñåòiëåäi:

å
D-w

D-w
D@

=

n

1k c

c

)tkt(
)tkt(sin

)tk(x)t(x ,              (3.6)

ì½íäà¹û F2/1t =D .
n øåêñiçäiêêå ½ìòûë¹àíäà á½ë æiêòåó ä¸ë áîëàäû.
2-òàðàóäû» ìûñàëûíäà á½ë æà¹äàé )t(x

ôóíêöèÿëàð æèûíû, ìåòðèêàëûº êå»iñòiê º½ðàòûíûí
ê¼ðñåòêåíáiç. Åíäi îíû» ñûçûºòû áîëàòàíûí
ê¼ðñåòåéiê.

Êåëåñi ñàíàó ôóíêöèÿñûí ºàðàñòûðàéûº:

Îíû» ãðàôèãi 3.5-ñóðåòiíäå ê¼ðñåòiëãåí. )y(Sa

ôóíêöèÿñû ,...)2,1i(iy =p=  áàðëûº í¾êòåëåðiíäå

í¼ëãå, àë 0y =  í¾êòåñiíäå  áiðãå òå».

3.5-ñóðåò

Ñàíàó ôóíêöèÿñû îðòîãîíàëü ôóíêöèÿëàð
ñûíûáûíà æàòàäû, ÿ¹»è îíû» ñûçûºòû êîìáèíàöèÿñû

)(ySa

у0p2- p- p p2
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ñûçûººà ò¸óåëñiç. Óàºûòòû» )n,...,2,1k(tkt =D=
äèñêðåòòi êåçå»äåðiíäå )]tkt([Sa c D-w  ôóíêöèÿñû áiðãå

òå» ì¸íäåðãå èå áîëàäû äà, T  óàºûò àðàëû¹ûíû»
ñàíàó ôóíêöèÿñûíà íûñàíäû (3.6-ñóðåò) n áiðëiê
èìïóëüñòàð òiçáåãií º½ðàäû. Á½ë èìïóëüñòåð ñûçûºòû
ò¸óåëñiç áîë¹àíäûºòàí, îëàðäû áåëãiëi áið n-¼ëøåìäi
ñûçûºòû êå»iñòiêòi» áàçèñi ðåòiíäå ºàáûëäàó¹à áîëàäû.
Êå»iñòiêòi» ¼çi, (3.6) ôîðìóëàñûìåí àíûºòàëàòûí
ôóíêöèÿëàð æèûíûíàí º½ðàëàäû. Æiêòåó
êîîðäèíàòòàðû, tkD  äèñêðåò í¾êòåëåðiíäåãi )tk(x D
ôóíêöèÿíû» ì¸íi áîëàäû. Áiðàº )t(x  ôóíêöèÿñûíû»,

T  øåêòåëãåí óàºûò àðàëû¹ûíà ä¸ë ê¼ðñåòó ¾øií,
ñèãíàëäû» F  æèiëiê  æîëà¹ûí  øåêñiç  êå»åéòó  êåðåê.

Îíäà 0tF ®D¥®  áîë¹àííàí áàñòàï ñàíàó ñàíû, n –
äà øåêñiçäiêêå ½ìòûëàäû. Á½ë æà¹äàéäà ºàðàñòûðûë¹àí
ñûçûºòû êå»iñòiê, øåêñiç ¼ëøåìäi áîëàäû.

3.6-ñóðåò

Íîðìàëàí¹àí æ¸íå áàíàõ êå»iñòiêòåðií
êàðàñòûðàéûº. Æî¹àðûäà âåêòîð æ¸íå áàçèñ
ò¾ñiíiêòåði òóðàëû àéòñàº, îëàð âåêòîðäû» ½çûíäû¹û
ò¾ñiíiãiíå êåëòiðåäi. Îñûëàéøà, Õ âåêòîðûí ¾ø
¼ëøåìäi äåêàðò æ¾éåñiíäå ºàðàñòûðñàº, îíäà îíû»
½çûíäû¹ûí îñû âåêòîðäû» ïðîåêöèÿëàðûíäà ñàëûí¹àí

…

1 2 3 n-1 n

tTtD

1
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(3.7-ñóðåò) òiê á½ðûøòû ïàðàëëåëåïèïåäòi» äèãîíàëû
ðåòiíäå, ìûíà ôîðìóëàìåí ê¼ðñåòå àëàìûç:

.xxxX 2
3

2
2

2
1 ++=

|| || áåëãiñi âåêòîðäû» ½çûíäû¹ûí ê¼ðñåòåäi. Áiðàº
ìåòðèêàëûº êå»iñòiê åíãiçãåí êåçäåãiäåé, âåêòîð ½çûíäû¹ûíû»
ºàñèåòòåðií àíûºòàéòûí êåéáið àêñèîìàëàð îðûíäàëàòûíäàé
åòiï, âåêòîð ½çûíäû¹ûí ¸ðò¾ðëi ò¾ðëåðäå åíãiçóãå áîëàäû.
Åíäi “½çûíäûº” òåðìèíi øàðòòû áîëàòûíû ò¾ñiíiêòi. Îíû»
îðíûíà “âåêòîð íîðìàñû” òåðìèíií ºîëäàíàäû.

                            3.7-ñóðåò

 3.2. Àíûºòàìà. Ñûçûºòû cX  êå»iñòiãi íîðìàëàí¹àí äåï

àòàëñà,  ¸ðiáið cXX Î  âåêòîðûíà êåëåñi àêñèîìàëàðäû

ºàíà¹àòòàíäûðàòûí, íîðìà (áåëãiëåíói ||Õ||) äåï àòàëàòûí
íàºòû ñàí ñ¸éêåñ êåëñå æ¸íå

1. 0>X  æ¸íå 0=X , 0=X  áîë¹àíäà.

2. YXYX +£+   (¾ø á½ðûø òå»ñiçäiãi).

3. X*X a=a  (íîðìàíû» áiðòåêòiëiãi).

,YX)y,x( -=r (3.7)

ì½íäà¹û YX - – åêi âåêòîðëàðäû» àéûðûìûíû»

íîðìàñûíû» ¼ðíåãi. Ìåòðèêàëûº êå»iñòiê àêñèîìàëàðûí
æî¹àðûäà¹û àêñèîìàëàðìåí ñàëûñòûðñàº, ñûçûºòû

2x

3x

1x

X

X

0
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íîðìàëàí¹àí êå»iñòiê – ìåòðèêàëûº áîëàòûíû äà áàéºàëàäû.
Åãåð êåëåñiäå àðíàéû àéòûëìàñà, ñûçûºòû íîðìàëàí¹àí
êå»iñòiêòi» ìåòðèêàñû (3.7) àðàºàòûñûìåí àíûºòàëàäû.

Åãåð cX  ìåòðèêàëûº êå»iñòiê ýëåìåíòòåðiíi» êåç

êåëãåí òiçáåãi, áåëãiëi áið cXX Î  øåãiíå

æèíàºòàëàòûí  áîëñà,  ìåòðèêàëûº  êå»iñòiê  òîëûº  äåï
àòàëàäû.  Áiç  ¾øií  ñûçûºòû  êå»iñòiêòi»  êåç  êåëãåí
íîðìàñûí, êîîðäèíàòòàð îñüòåði áîéûíøà
æèíàºòàëàòûí ñàíäûº íåìåñå ôóíêöèîíàëäûº òiçáåê
ò¾ðiíäå ê¼ðñåòóãå áîëàòûíäû¹û àíûº. ß¹íè, áàðëûº
àºûðëû ¼ëøåìäå íîðìàëàí¹àí ñûçûºòû êå»iñòiêòåð
òîëûº áîëàäû.

3.3. Àíûºòàìà. ´çiíi» YX -  íîðìàñûíà

ºàòûñòû òîëûº áîëàòûí, íîðìàëàí¹àí ñûçûºòû
êå»iñòiê áàíàõ  êå»iñòiãi äåï àòàëàäû.

Åíäi áàíàõ êå»iñòiãiíi» åêi ìûñàëûí
ºàðàñòûðàéûº.

Ñèãíàëäàð ñïåêòði áîéûíøà øåêòåëãåí êå»iñòiê.
Æî¹àðûäà¹û ìûñàëäà êàðàñòûðûë¹àí:

,
)tkt(

)tkt(sin
)tk(x)t(x

c

c
n

1k D-w
D-w

å D@
=

ôîðìóëàñûìåí àíûºòàëàòûí ñèãíàëäàð ñïåêòði
áîéûíøà øåêòåëãåí êå»iñòiê ñûçûºòû æ¸íå n-¼ëøåìäi
áîëàòûíûí ê¼ðñåòòiê. 2-òàðàóäà á½ë ñèãíàëäàð ¾øií
êåëåñi ìåòðèêà (2.24) òàáûë¹àí:

[ ] ,)tk(Y)tk(X
2

1
)y,x(

n

1k

2å D-D=r
=

ñîíûìåí áiðãå

,E)tk(Y
F2
1

)tk(X
F2
1 n

1k
c

2
n

1k

2 å =Då =D
==

ì½íäà¹û cE  – ñèãíàëäû» òîëûº ýíåðãèÿñû.
 ||Õ||  íîðìàñûí  àëó  ¾øií  ¶=0  (3.7)  ôîðìóëàñûí

åíãiçiï, ¼ðíåêòåðäi r  æ¸íå cE  ¾øií ºîëäàí¹àí
æåòêiëiêòi. Í¸òèæåñi áûëàé áîëàäû:

0=Y  áîë¹àíäà XYX)y,x( =-=r ,
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cFE2X = .0

Á½ë ¼ðíåê, ºàðàñòûðûëûï îòûð¹àí êå»iñòiêòi»
âåêòîð “½çûíäû¹û” ñèãíàë ýíåðãèÿñûìåí àíûºòàëàòûí
ñàí åêåíäiãi àéºûí. Îñû êå»iñòiê áàíàõ êå»iñòiãi
áîëàäû, ¼éòêåíi êåç êåëãåí ¾çäiêñiç ôóíêöèÿëàðäû», Ò
æèíàºòàëàòûí ôóíêöèîíàëäûº òiçáåãi - ¾çäiêñiç
ôóíêöèÿ áîëàäû, ÿ¹íè áåðiëãåí êå»iñòiêêå òèiñòi
ôóíêöèÿ.

Åêiíøi ìûñàëû - èíòåãðàëäàíàòûí ôóíêöèÿëàð
êå»iñòiãi. )b,a(  èíòåðâàëûíäà èíòåãðàëäàíàòûí )t(f
ôóíêöèÿëàð æèûíû áîëñà. Àë, æèûíäà¹û íîðìàñû
êåëåñi æîëìåí àíûºòàëñà:

s/1b

a

s
dt)t(f)t(f úû

ù
êë
é
ò= ,                       (3.8)

ì½íäà¹û ¥££ s1 . 2=s  ¾øií íîðìà êåëåñi ò¾ðäå
áîëàäû:

ò=
b

a

2 dt)t(f)t(f ,

á½ë ¥®n  ½ìòûë¹àíû ¾çäiêñiç áîë¹àíû æî¹àðûäà¹û
ìûñàëäû» íîðìàñûíà ñ¸éêåñ êåëåäi.

Á½äàí áiçäi» ê¼ðåòiíiìiç, (3.8) íîðìàñû 3.2
àíûºòàìàñûíû» 1 æ¸íå 3 àêñèîìàëàðûí
ºàíà¹àòòàíäûðàäû. 2 àêñèîìà¹à êåëåòií, áîëñàº,

¥££ s1  ì¸íäåði ¾øií êåëåñi òå»ñiçäiê (Ìèíêîâñêèé
òå»ñiçäiãi) àºèºàò áîëàäû:

s/1b

a

s
s/1b

a

s
s/1b

a

s
dt)t(gdt)t(fdt)t(g)t(f úû

ù
êë
é
ò+úû

ù
êë
é
ò£úû

ù
êë
é
ò + ,

îäàí øû¹àòûíû:
)t(g)t(f)t(g)t(f +£+ ,

îñûëàé, 2 àêñèîìàíû» øàðòòàðû ºàíà¹àòòàíäûðûëàäû.
Èíòåãðàëäàíàòûí )t(fn  ôóíêöèÿëàðäû» êåç êåëãåí

òiçáåãi áåðiëãåí æèûííû» )t(f  ôóíêöèÿñûíà
æèíàºòàëàäû. Á½ë ôóíêöèÿëàð æèûíû Ëåáåã
½¹ûìûíäà èíòåãðàëäàíàäû äåñåê, ñîíäà
ºàðàñòûðûëàòûí ñûçûºòû íîðìàëàí¹àí êå»iñòiê, òîëûº
áîëàòûí áîëñà, áàíàõ êå»iñòiãi áîëûï òàáûëàäû.
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Ãèëüáåðò êå»iñòiãií ºàðàñòûðàéûº. Ìåòðèêàëûº
êå»iñòiêòi òiçáåêòåï ºàðàñòûðó êåçiíäå,  á½ë êå»iñòiêòi»
ýëåìåíòi ðåòiíäå, âåêòîð ½¹ûìûí, âåêòîðëàð¹à ºîëäàíàòûí
àìàëäàðäû, (îïåðàöèÿëàðäû) æ¸íå âåêòîð ½çûíäû¹û –
íîðìà ½¹ûìäàðûí åíãiçäiê. Âåêòîðëàð àðàñûíäà¹û á½ðûø
½¹ûìûí åíãiçñåê, âåêòîðëàðäû ê¼áåéòó îïåðàöèÿñûí
àíûºòàó¹à ì¾ìêiíäiê áåðåäi.

Àðû ºàðàé êîîðäèíàòòàð îñiíå ñ¸éêåñiíøå

321 x,x,x  æ¸íå 321 y,y,y  ïðîåêöèÿëàðû áîëàòûí Õ æ¸íå
¶ âåêòîðëàðû áàð ¾ø ¼ëøåìäi ñûçûºòû êå»iñòiêòi
ºàðàñòûðàìûç (3.8-ñóðåò). Âåêòîðëàð àðàñûíäà¹û g
á½ðûøûí   åíãiçiï,  Õ  æ¸íå  ¶  âåêòîðëàðûíû»
ê¼áåéòiíäiñií àíûºòàó¹à áîëàäû:

332211 yxyxyxY*X ++= (3.9)

Á½ë êå»iñòiê ìåòðèêàñûíû» àðà ºàøûºòû¹û
ºàðàïàéûì  áîë¹àíäûºòàí, (3.7) ôîðìóëàñûíà ñ¸éêåñ:

ïþ

ï
ý
ü

++==

++==

.yyy)Y*Y(Y

,xxx)X*X(X

2
3

2
2

2
1

2/1

2
3

2
2

2
1

2/1

(3.10)
3.8-ñóðåòòå àéûðìà âåêòîðûíû» ½çûíäû¹û

áîëàäû:

3x

1x

2x

1y

3y

2y

X Y

Y-X

3.8-сурет

0

g
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g-+=- cos*Y*X2YXXY
222

           (3.11)

àë áàñºà æà¹ûíàí:
2

33
2

22
2

11
2

)yx()yx()yx(YX -+-+-=- ,

Áiç æàºøàëàðäû àøûï, (3.9), (3.10) æ¸íå (3.11)
àðàºàòûñòàðûí ºîëäàíà, àëàìûç:

g= cos*Y*XY*X .

(3.12)
(3.9) æ¸íå (3.12) ôîðìóëàëàðû ºàðàñòûðûë¹àí ¾ø
¼ëøåìäi êå»iñòiê åêi âåêòîðäû» ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñií
àíûºòàéäû. Îñû ôîðìóëàëàðäàí øû¹àòûí í¸òèæå,
ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi ñàí (êîìïëåêñòi áîëóû äà ì¾ìêií).
Âåêòîðëàðäû» ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi ¾øií àðíàéû áåëãi
åíãiçiëãåí:

Y,XY*X = .

Åêi âåêòîðäû» ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi í¼ëãå òå»
áîëñà, îë îðòîãîíàëüäû äåï àòàëàäû. Àë ãåîìåòðèÿëûº
ìà¹ûíàëàóûí ºàðàñòûðñàº, îðòîãîíàëüäû âåêòîðëàð
àðàñûíäà¹û á½ðûø 2/p  òå».

(3.12) ôîðìóëàñûíàí áåëãiëi: ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi
àíûºòàë¹àí ñûçûºòû êå»iñòiêòi» íîðìàñûí êåëåñi
ò¾ðäå ¼ðíåêòåóãå áîëàäû:

X,XX = .

(3.13)
3.4. Àíûºòàìà. Ñûçûºòû êå»iñòiêòå, Y,X  ñàíû

(íàºòû íåìåñå êîìïëåêñòi) êåëåñi àêñèîìàëàðäû
ºàíà¹àòòàíäûðñà, ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi äåï àòàëàäû:

1. X,YY,X =  (êîììóòàòèâòiãi);

2. Z,XY,XZY,X +=+   (äèñòðèáóòèâòiãi);

3. Y,XY,X a=a  êåç òåê Õ êåëãåí a ¾øií;

4. 0X,X ³ , àë 0X,X =  =0 áîë¹àíäà.

Îñû àêñèîìàëàð¹à ñ¾éåíå îòûðûï, ºîñûìøà
ºàòûíàñòàð òiçáåãií àëó¹à áîëàäû. Áiç îëàðäû êåðåê
áîë¹àí æà¹äàéäà ¹àíà òàáàòûí áîëàìûç.
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3.5. Àíûºòàìà. Ñûçûºòû cX  êå»iñòiê  – Ãèëüáåðò
êå»iñòiãi (áåëãiëåíói  Í)  äåï  àëàòàäû.  Åãåð  êå»iñòiêòå
ñêàëÿð ê¼áåéòiíäi àíûºòàëñà, îíäà êå»iñòiêòi» ñêàëÿð
ê¼áåéòiíäiäåí àëûí¹àí íîðìà¹à ºàòûñû òîëûº áîëàäû.

Ãèëüáåðò êå»iñòiãi äåï – ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi áàð
Áàíàõ êå»iñòiãií àéòàìûç.

Æî¹àð¹û àëãåáðà æ¸íå ñûçûºòû êå»iñòiê áîéûíøà
¸äåáèåòòåðäå, Ãèëüáåðò êå»iñòiãi äåï, øåêñiç ¼ëøåìäi
ñûçûºòû êå»iñòiêòi àéòàäû, àë ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi áàð
øåêòi ¼ëøåìäi êå»iñòiêòi – Åâêëèä êå»iñòiãi äåï
àòàéäû. Áiðàº áiç ¾øií ì½íäàé ½¹ûìäàð¹à á¼ëóäi»
ºàæåòi  æîº,  ñîíäûºòàí  áiç  2.5  àíûºòàìàíû
ºîëäàíàìûç.

Ãèëüáåðò êå»iñòiãiíå åêi ìûñàë êåëòiðåéiê. Îíû»
áiðiíøiñi – Åâêëèä êå»iñòiãi. Ñûçûºòû n-¼ëøåìäi
êå»iñòiêòi» ìåòðèêàñû:

,)yx(YX)y,x(
n

1i

2
iiå -=-=r

=

æ¸íå íîðìàñû

å=
=

n

1i

2

ixX ,

áîë¹àíäà êå»iñòiê, Åâêëèä
nE  êå»iñòiãi äåï àòàëàäû.

Åãåð ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñi àíûºòàëñà, Åâêëèä
êå»iñòiãi Ãèëüáåðò êå»iñòiãi äå áîëà àëàäû:

å=
=

n

1i
iiyxY,X .                    (3.14)

Êåëåñi ìûñàë – èíòåãðàëäàíàòûí ôóíêöèÿëàð
êå»iñòiãi. Àéòàëûº (à,b) èíòåðâàëûíäà ¾çäiêñiç )t(x
æ¸íå )t(y  ôóíêöèÿëàðû áåðiëñå, îëàðäû» æèûíäàðû

)b,a(L2  êå»iñòiãií º½ðàäû. Ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñií êåëåñi
ôîðìóëà áîéûíøà àíûºòàéìûç:

ò=
b

a
dt)t(y)t(xY,X .

(3.15)
åíäi ñêàëÿð ê¼áåéòiíäiñií àíûºòàéûº. Îíäà æî¹àðûäà
êåëòiðiëãåí àðàºàòûñòàð¹à ñ¸éêåñ, íîðìà ìåí ìåòðèêà
ìûíà ôîðìóëàëàðìåí àíûºòàëàäû:
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2/1b

a

22/1
dt)t(xX,XX úû

ù
êë
é
ò== ,

2/1
2)()(),( ú

û

ù
ê
ë

é
-=-= ò

b

a

dttytxYXyxr ,

ñîíäà êàðàñòûðûë¹àí êå»iñòiê Áàíàõ êå»iñòiãi, àë (3.15)
åñêåðòñåê, îíäà îñû êå»iñòiê Ãèëüáåðò êå»iñòiãiíå àéíàëàäû.
Åêi Ãèëüáåðò êå»iñòiãiíi» âåêòîðëàðû X æ¸íå Y îðòîãîíàëüäû
áîëóû ¾øií, êåëåñi òåíäåó îðûíäàëóû òèiñ: 0Y,X = . Îñû

æà¹äàéäà (3.11) òå»äåó áûëàé æàçûëàäû:
222

YXYX +=+               (3.16)

Òàðàóäû» ñî»ûíäà ôóíêöèîíàëäû êå»iñòiêòåðäi ñèïàòòàó
¾øií 2-êåñòå áåðiëãåí. Îñû êåñòå, ôóíêöèîíàëäû
êå»iñòiêòåðäi» êàñèåòòåðiíi» áið êå»iñòiêòåí, êåëåñi êå»iñòiêêå
äåéií ¼ñå áåðåòiíií ê¼ðñåòåäi.

2-êåñòå

Êåíiñòiêòåðäi»
àòòàðû

Àíûºòàóûø
ñèïàòòàìàëàð

Àêñèîìàëàð

Ìåòðèêàëûº Ìåòðèêà
)y,x(r

1. 0)y,x( ³r , îñû êåçäå 0)y,x( =r ,

yx =  òåí áîëñà;

2. )x,y()y,x( r=r ;

3. )z,y()y,x()z,x( r+r£r .

Ñûçûºòû Êîñó
Îïåðàöèÿñû

1. X+Y=Y+X;
2. (X+Y)+Z=X+(Y+Z);
3. X+0=X;
4. X+Y=0, X=-Y òåí áîëñà;
5. (a+b)X=aX+bX;
6. (gd)X=g(dX);
7. 1´X=X, 0´X=0;
8. a(X+Y)=aX+aY.

2- êåñòåíi» æàë¹àñû
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Íîðìàëàí¹àí
(ñûçûºòû)

X

íîðìàñû

1. 0X >  æ¸íå 0X =  X=0  òåí

áîëñà;
2. YXYX +£+ ;

3. XX aa = .

Áàíàõ
(ñûçûºòû)

X

íîðìàñû
æ¸íå òîëûºòûº

1. X+Y=Y+X;
2. (X+Y)+Z=X+(Y+Z);
3. X+0=X;
4. X+Y=0, X=-Y òåí áîëñà;
5. (a+b)X=aX+bX;
6. (gd)X=g(dX);
7. 1´X=X, 0´X=0;
8. a(X+Y)=aX+aY.

Ãèëüáåðò
(ñûçûºòû)

Y,X

ñêàëÿð
ê¼áåéòiíäiñi

1. X,YY,X = ;

2. Z,XY,XZY,X +=+ ;

3. Y,XY,X a=a ;

4. 0Y,X ³ .

       3.2. Ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éå

Ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éå ìà¹ûíàñû æî¹àðûäà
àéòûëûï êåòêåíäåé,  ñóïåðïîçèöèÿ ïðèíöèïiíå ñ¾éåíåäi. Á½ë
ïðèíöèïòi» ìà¹ûíàñû ìûíàíäàé: æ¾éåãå ¸ñåð åòåòií êiðiñ
ñèãíàëäàð  ºîñûíäûñûíû»  æàëïû  øû¹ûñ  ì¸íi,  ¸ð  ¸ñåðäåí
øû¹àòûí ñèãíàëäàðäû» ºîñûíäûñûíà òå» áîëàäû.
Ñóïåðïîçèöèÿíû» ìíåìîíèêàëûº ôîðìóëàñû äà áàð:
“Ñåáåïòåð ºîñûíäûñûíû» í¸òèæåñi ¸ðáið æåêå ñåáåï
í¸òèæåëåðiíi» ºîñûíäûñû áîëàäû”. 2-òàðàóäà¹û 2.1 æ¸íå 2.2
àíûºòàìàëàðûíà ñ¾éåíå îòûðûï, ñûçûºòû äèíàìèêàëûº
æ¾éåíi» àíûºòàìàñûí ò½æûðûìäàéìûç.

3.6. Àíûºòàìà. Ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éå äåï –
2.1 (2-òàðàó) àêñèîìàëàð ìåí êåëåñi øàðòòàðäû
ºàíà¹àòòàíäûðàòûí, ¼çàðà áàéëàíûñºàí ýëåìåíòòåð
ºîñûíäûñûíû» ìàòåìà-òèêàëûº ìîäåëií àéòàäû:

1. Õ æ¾éåñiíi» ê¾éëåði ñûçûºòû (âåêòîðëû) êå»iñòiêòåð,
ëåçäiê êiðåáåðiñ ¸ñåðëåði U, îëàðäû» æàðàìäû ì¸íäåði W,  Y
øû¹ûñ  ëåçäiê  ì¸íäåði  æ¸íå  îëàðäû»  æàðàìäû  ì¸íäåði  Ã
áåðiëñií.
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2. x(t)=j[t;t0, x(t0), w] ì¸íäåði áàð XXTT: ®W´´´j
¼òïåëi ê¾éëåð ôóíêöèÿñû W´X  æèûíûíäà ñûçûºòû áîëûï
òàáûëàäû, ÿ¹íè êåëåñi òå»äiê îðûíäàëàäû:

[ ] [ ] [ ]wj+j=wj ,0,t;t0,x,t;t),t(x,t;t 0000 ,       (3.16)

æ¸íå îë äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóäi ºàíà¹àòòàíäûðàäû:

[ ])t(u,x;tf
dt
dx

= ,                     (3.17)

3. Øû¹ûñ áåéíåëåói YXT: ®´h  Õ-æèûíûíäà
ñûçûºòû, ÿ¹íè êåëåñi òå»äiê ä½ðûñ áîëàäû:

[ ] )t(x)t(h)t(x;t)t(y =h= .                      (3.18)
Áiç ºàðàïàéûì ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éåãå, ÿ¹íè

ºîç¹àëûñû äèôôåðåíöèàëäûº òå»äåóëåðìåí ñèïàòòàëàòûí
æ¾éåãå àíûºòàìà áåðäiê. Åíäi îñû àíûºòàìàíû, ñûçûºòû
êå»iñòiêòi» ºàñèåòòåðií ïàéäàëàíûï íàºòûëàéìûç.

Õ ñûçûºòû êå»iñòiãiíäå áàçèñi àíûºòàëûï æ¸íå
êå»iñòiêòi» ¼ëøåìi n* áåðiëãåí áîëñà, W êiðåáåðiñ ñèãíàëäàðû
êå»iñòiãiíi» ¼ëøåìi n£m  áîëàäû.  Áåðiëãåí  t  óàºûò  ìåçåòiíäå
æ¾éåíi» æà¹äàéû Õ âåêòîðûìåí àíûºòàëñà, îñû âåêòîðäû»

òóûíäûñû
dt
dX

 áàçèñòi» êîîðäèíàòòàðû áîéûíøà n º½ðàóøû¹à

dt
dx

,...,
dt

dx
,

dt
dx n21  æiêòåëåäi. 3.6 àíûºòàìàíû» 2-øàðòûíà

ñ¾éåíiï, (3.17) òå»äiãiíi» î» æà¹û X´W  æèûíûíäà ñûçûºòû,
ÿ¹íè îë Õ æ¸íå U âåêòîðëàðûíû» ñûçûºòû êîìáèíàöèÿñû

áîëûï òàáûëàäû. Ñ¸éêåñiíøå,
dt
dX

 âåêòîðûíû»

º½ðàóøûëàðûí êåëåñi ò¾ðäå ê¼ðñåòóãå áîëàäû:
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ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

+++++++=

+++++++=

+++++++=

,ug...ugugxf...xfxf
dt

dx

.............................................................................................

,ug...ugugxf...xfxf
dt

dx

,ug...ugugxf...xfxf
dt
dx

mnm22n11nnnn22n11n
n

mm2222121nn2222121
2

mm1212111nn1212111
1

        (3.19)

ì½íäà¹û fij æ¸íå gik – Õ æ¸íå U âåêòîðëàðäû» êîîðäèíàòòàðû.
Âåêòîðëàðäû» æàçóûí ìàòðèöà-áà¹àí ò¾ðiíäå åíãiçåéiê:

,

)t(x

......

)t(x

)t(x

X

n

2

1

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

)t(u
.......

)t(u
)t(u

U

m

2

1

                    (3.20)

æ¸íå êîîðäèíàòàëûº ôóíêöèÿëàðäû ìàòðèöà ò¾ðiíäå
æàçàéûº:

,

f...ff

................

f...ff

f...ff

)t(F

nn2n1n

n22221

n11211

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

nm2n1n

.
m22221

m11211

g...gg
.................

g...gg

g...gg

)t(G .         (3.21)

F(t)  ìàòðèöàñûíû»  n  æîëû  æ¸íå  n  áà¹àíû  áàð,  G(t)
ìàòðèöàñûíû» n æîëû æ¸íå m áà¹àíû áàð. Ìàòðèöàëàðäû
ê¼áåéòó åðåæåñií ïàéäàëàíûï, (2.19) òå»äåóäi ò¼ìåíäåãiäåé,
æàçó¹à áîëàäû:

U)t(GX)t(F
dt
dX

+= .                 (3.22)

Øû¹ûñ ì¸íäåðiíi» Y êå»iñòiãiíi» ¼ëøåìi,  p  áîëñà,  îíäà
3.6 àíûºòàìàíû» 3-øàðòûíà ñ¸éêåñ, (3.18) òå»äåóäi» Õ
âåêòîðûíû» º½ðàóøûëàðûíû» ñûçûºòû êîìáèíàöèÿñûí, Y
âåêòîðûíû» ïðîåêöèÿëàðû ðåòiíäå ê¼ðñåòóãå áîëàäû.
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ï
ï
î

ï
ï
í

ì

+++=

+++=

+++=

.xh...xhxh)t(y

...................................................

,xh...xhxh)t(y

,xh...xhxh)t(y

npn22p11pp

nn22221212

nn12121111

                         (3.23)

Y âåêòîðûí áà¹àí ìàòðèöàñû ò¾ðiíäå æàçûï:

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

)(
........

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

Y

p

                              (3.24)

æ¸íå hij êîîðäèíàòàëûº ôóíêöèÿëàð ìàòðèöàñûí åíãiçiï:

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

pn2p1p

n22221

n11211

h...hh

...............

h...hh

h...hh

)t(H ,                              (3.25)

(3.23) òå»äåóií ìûíà ò¾ðäå àëàìûç:

X)t(H)t(Y = .                           (3.26)

3.7. Àíûºòàìà. Ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éå, (øåêòi
¼ëøåìäi æ¸íå ¾çiëiññiç óàºûòòû) ñûçûºòû äèôôåðåíöèàëäû
òå»äåóëåð æ¾éåñiìåí ñèïàòòàëàäû:

ïî

ï
í
ì

=

+=

.X)t(H)t(Y

,U)t(GX)t(F
dt
dX

                       (3.27)
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Åãåð F,G æ¸íå H ìàòðèöàëàðû óàºûòºà ò¸óåëñiç áîëñà,
îíäà ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éå ñòàöèîíàðëû áîëàäû.

(3.27) æ¾éåñiíi» áiðiíøi òå»äåói – æ¾éåíi» ºàëûï-ê¾é
òå»äåói,  àë  åêiíøiñi  – øû¹ûñ øàìàëàðûíû» òå»äåói äåï
àòàëàäû.

3.3. Ñûçûºòû æ¾éåíi» ¼òïåëi æ¸íå èìïóëüñòi
      ¼òïåëi ôóíêöèÿëàðûíû» ìàòðèöàëàðû

Àëäû»¹û ïàðàãðàôòà êåëòiðiëãåí ñûçûºòû äèíàìèêàëûº
æ¾éåíi» àíûºòàìàëàðû, ñûçûºòû æ¾éåëåðäi çåðòòåóäi»
ïðèíöèïèàëüäû íåãiçií îðíàòàäû.

Êåéáið ºîíñòðóêòèâòiê í¸òèæåëåðäi òàáó ¾øií, æ¾éåãå
ñ¸éêåñ æ¸íå îíû» ºàñèåòòåðií òîëû¹ûðàº àøàòûí
ñèïàòòàìàíû àëó êåðåê. Ò¼ìåíäå ñûçûºòû æ¾éåíi»
äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóií ºàðàñòûðàìûç:

,X)t(F
dt
dX

=                               (3.28)

Îë æ¾éåíi» ê¾éëåð òå»äåóiíåí, U(t) êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðií
í¼ëãå òå»åñòiðó àðºûëû àëûí¹àí:

U)t(GX)t(F
dt
dX

+= .                         (3.29)

(3.28) òå»äåói t=t0 ìåçåòiíäå Õ(t0) áàñòàïºû øàðòòàð
âåêòîðûìåí àíûºòàëàòûí, áàñòàïºû àóûòºóëàðäû» ¸ñåðiíåí
áîëàòûí æ¾éåíi» ê¾éií ñèïàòòàéäû. Á½ë âåêòîð ¾øií àðíàéû
áåëãi åíãiçåéiê:

L=)t(X 0 .                                 (3.30)

(3.28) òå»äåóií ºàíà¹àòòàíäûðàòûí ¸ð Õ(t0) âåêòîðû,
L áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðûíû» êåç êåëãåí ì¸íiíäå,
Õ(t0)=Õ(t, L) òå»äåóiíi» øåøiìi äåï àòàëàäû, t=t0 ¾øií Õ(t,
L)= L áîëó êåðåê.
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(3.28) æ¸íå (3.29) òå»äåóëåðií ºàðàñòûðó ¸äåòòå
øåøiìíi»  æàë¹ûç  áîëóû  òóðàëû  òåîðåìàíû
ä¸ëåëäåóäåí áàñòàëàäû. Êåëåñi ºàðàñòûðóëàðäû»
ìàºñàòû – íåãiçiíåí øåøiìäåðäi» ºàñèåòòåðií çåðòòåó
áîë¹àíäûºòàí, áiç íåãiçãi òåîðåìàíû»
ò½æûðûìäàìàñûìåí ¹àíà øåêòåëåìiç, îíû ä¸ëåëäåóäi»
ºàæåòi æîº.

Åãåð t áîéûíøà F(t) ìàòðèöàñû t0 æ¸íå tÎT æ¸íå

L áàñòàïºû øàðòòàí, 0<L ,  ¸ð  ì¸íäåði  ¾øií

¾çäiêñiç  áîëñà,  (3.28)  òå»äåóiíi»  Õ(t,- )  æàë¹ûç  ¹àíà
øåøiìi áîëàäû.

Ñîíûìåí, áàñòàïºû øàðòòàðûíû» âåêòîðûíàí L
ò¸óåëäi, àíûºòàë¹àí 0t  ì¸íiíå ñ¸éêåñ, ),t(X 0 L
âåêòîðëàðäû» (ôóíêöèÿëàðäû») æèûíû áàð åêåí. Îñû
æèûí, øåøiìäåðäi» ñûçûºòû êå»iñòiãií º½ðàñòûðàäû,
3.6 àíûºòàìàñûíà ñ¸éêåñ, æ¾éåíi» ê¾éëåð êå»iñòiãi
ñûçûºòû (âåêòîðëû) êå»iñòiê.

 (3.28) òåíäåó ),t(X 0 L  øåøiìäåðiíi» êå»iñòiê
¼ëøåìi  n-¹à  òå»  åêåíií  º¼ðñåòåéiê,  ì½íäà¹û  n-  F(t)
ìàòðèöà æîëäàðûíû» ñàíû.

Áàñòàïºû øàðòòàðûíû» âåêòîðû L êåç êåëãåí
ò¾ðäå áåðiëñií. Îíäà, ñûçûºòû êå»iñòiêòå n ñûçûºòû
ò¸óåëñiç ò½ðàºòû âåêòîðëàðûí il  òà»äàéûº. Îëàð
(3.28) òåíäåóäi» áàñòàïºû âåêòîðëàðû áîëñûí. Îñû
âåêòîð ýëåìåíòòåðiíi» áàñòàïºû ì¸íäåðií àíûºòàï,
ñàí áîë¹àí ñåáåïòåí, nR  ñàíäûº êå»iñòiãiíäå æàòàäû.

²àðàñòûðûë¹àí âåêòîðëàð n-¼ëøåìäi ñûçûºòû
êå»iñòiêòi» nR  áàçèñûí º½ðàñòûðàäû. Ñîë ñåáåïòåí,
êåç êåëãåí áàñòàïºû øàðòòàðûíû» âåêòîðû îñû áàçèñ
áîéûíøà æiêòåëåäi:

nn2211 ... la++la+la=L ,
(3.31)

ì½íäà¹û n21 ,...,, aaa – æiêòåóäi» êîîðäèíàòòàðû.
Øåøiìíi» áàð æ¸íå æàë¹ûç áîëóû òóðàëû

òåîðåìàëàð áîéûíøà, ¸ðáið áàñòàïºû øàðòòàðûíû»
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âåêòîðûíà æ¸íå (3.28) òåíäåóäi» êåç êåëãåí n áàñòàïºû
øàðòòàðûíà il  ñ¸éêåñ, øåøiìäåð êå»iñòiãiíäå n

áiðì¸íäi àíûºòàë¹àí øåøiìäåð ),t(X il òàáûëàäû:

ii0i ),t(X l=l .

Îñûëàðäàí ñûçûºòû êîìáèíàöèÿíû
º½ðàñòûðàéûº:

),,t(X...),t(X),t(X)t(X nnn222111 la++la+la=
(3.32)

îë ¼çi äå (3.28) òå»äåóäi» øåøiìi  áîëàäû.
Îñû êîìáèíàöèÿíû» ñûçûºòû ò¸óåëñiçäiãií

º¼ðñåòåòó ¾øií, êåði æà¹äàéäû ºàðàñòûðàéûº. Îíäà
êåéáið í¼ëãå òå» åìåñ ia  áîéûíøà, )t(X  ôóíêöèÿñû
áið êåç êåëãåí t=t  ì¸íiíäå äå í¼ëãå òå» áîëóû êàæåò:

.0),(X...),(X),(X)(X nn22111 =lta++lta+lta=t

Àë  øåøiìíi»  æàë¹ûç  áîëóû  æàéëû  òåîðåìàñû
áîéûíøà, áåðiëãåí il  ì¸íäåðiíå ñ¸éêåñ )(X t
ôóíêöèÿñû áàðëûº TÎt  í¼ëãå òå» áîëóû òèiñ,  îíû»
àðàñûíà 0t=t  ì¸íi äå êiðåäi. Îñû êåçäå,

ii0i ),t(X l=l  áîë¹àí êåçäå:

.0...)t(X nn22110 =la++la+la=

Îíäà á½ë òåíäåó, il  âåêòîðëàðäû» ñûçûºòû
ò¸óåëäiê øàðòûíà ºàéøûëûººà êåëåäi äå, (3.23)
êîìáèíàöèÿíû» ñûçûºòû ò¸óåëñiçäiãií º¼ðñåòåäi.

(3.31) æ¸íå (3.32) æiêòåóëåðiíi» êîîðäèíàòòàðû
áiðäåé åêåíií åñêåðòñåê, 0tt =  áîë¹àíäà:

.),t(X...),t(X),t(X n0nn20221011 L=la++la+la



Æ¾éåëåð òåîðèÿñûíû» íåãiçäåði

85

Êàíäàé áîëñûí áàñòàïºû øàðòòàð L  êåçiíäå,
)t(X  (3.29) òåíäåóäi» øåøiìi. Îíäà,

n,...,2,1i),,t(X ii =l  ñûçûºòû  ò¸óåëñiç  âåêòîðëàð,  n-
¼ëøåíãåí êå»iñòiêòi»  áàçèñûí ê½ðàñòûðàäû.

Øåøiìíi» ôóíäàìåíòàëüäû ìàòðèöà ½¹ûìûí
êåëòiðåéiê. Î»àé ò¾ñiíäiðó  ¾øií, ìûñàë ðåòiíäå 2-ðåòòi
òåíäåóëåð æ¾éåñií ºàðàñòûðàìûç.

Êåëåñi ìàòðèöàíû:

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

)t(f)t(f

)t(f)t(f
)t(F

2221

1211 ,

(3.33)
æ¸íå áà¹àí-ìàòðèöàíû:

,
)t(x
)t(x

)t(X
2

1
ú
û

ù
ê
ë

é
=                           (3.34)

åíãiçñåê, (3.28) òå»äåó æàçû»ºû ò¾ðäå æàçûëàäû:

ï
ï
î

ïï
í

ì

+=

+=

.xfxf
dt

dx

,xfxf
dt
dx

222121
2

212111
1

(3.35)

Îñû æàçóäû ºûñºàðòó ¾øií, t àðãóìåíòi
æàçûëìàäû.

Áàñòàïºû ì¸íäåði ìûíà ò¾ðäå áåðiëñå,
,x)t(x 1001 = ,0)t(x 02 =  îíäà ),0,x,t(x 101 )0,x,t(x 102

êåéáið äåðáåñ øåøiìäåði äå (3.35) òåíäåóäi»
øàðòòàðûíà ëàéûº áîëóû òèiñ. Îëàðäû áûëàé
áåëãiëåéiê )t,t( 011g , )t,t( 021g . Îñû áåëãiëåóäå áiðiíøi

èíäåêñ (3.35) òåíäåóäåãi )t(x  í¼ìiðií,  àë  åêiíøi
èíäåêñ,  í¼ëãå òå» åìåñ áàñòàïêû øàðòûí ê¼ðñåòåäi.

Áàñòàïºû øàðòòàðäû» îðûíäàðûí àóñòûðûï
,0)t(x 01 = 2002 x)t(x =   äåðáåñ  øåøiìäåðií  êåëåñi

ò¾ðäå æàçàìûç )t,t( 012g , )t,t( 022g . Îíäà )t,t( 0ijg
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ôóíêöèÿëàðû øåøiìäåð - âåêòîðëàðäû», àë áàñòàïºû
øàðòòàðäû» ì¸íäåði – áàñòàïºû âåêòîðëàðûíû»
º½ðàóøûëàðû:

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

ú
û

ù
ê
ë

é
=lú

û

ù
ê
ë

é
g
g

=l

ú
û

ù
ê
ë

é
=lú

û

ù
ê
ë

é
g

g
=l

.
x

0
,

)t,t(

)t,t(
),t(X

,
0

x
,

)t,t(

)t,t(
),t(X

20
2

022

012
22

10
1

021

011
11

           (3.36)

0tt =  áîë¹àíäà ,),t(X 1101 l=l .),t(X 2202 l=l
Îñû àðàºàòûñòàðäû n-ðåòòi òå»äåóãå òàðàòûï, ìûíàíû
æàçó¹à áîëàäû:

,

)t,t(

)t,t(

)t,t(

),t(X

0ni

0i2

0i1

ii

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

g

g

g

=l
M

(3.37)

ì½íäà¹û, g  ôóíêöèÿñûíû» áiðiíøi èíäåêñ )t(F

ìàòðèöàíû» æîëûíû», àë åêiíøi èíäåêñ il  áàñòàïºû
âåêòîðäû» í¼ìiðëåðií ê¼ðñåòåäi.

Áiçäi» ìûñàëäà 2-ðåòòi æ¾éåëåðãå àë¹û øàðòòàðûí
áiðëiê åòiï ºîÿëûº, ÿ¹íè 1x10 =  æ¸íå 1x 20 = .

Ñ¸éêåñ äåðáåñ øåøiìäåðií )t,t( 0ijj  äåï

áåëãiëåéiê. Îíäà êåëåñi àðàºàòûñòàð îðûí àëàäû:

),t,t()t,t( 0111011 jl=g ),t,t()t,t( 0122012 jl=g
),t,t()t,t( 021021 lj=g ),t,t()t,t( 0222022 jl=g

íåìåñå ìàòðèöàëûº ò¾ðäå:

ú
û

ù
ê
ë

é
j
j

l=l
)t,t(

)t,t(
),t(X

021

011
111 , ú

û

ù
ê
ë

é
j
j

l=l
)t,t(

)t,t(
),t(X

022

012
222
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Îñû àðàºàòûñòàðäû n-ðåòòi òå»äåóëåðãå òàðàòûï, îëàðäû
ò¼ìåíäåãiäåé åòiï æàçàìûç:

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

j

j

j

l=l

)t,t(

.

.

.

)t,t(

)t,t(

),t(X

0ni

0i2

0i1

iii ,                            (3.38)

æ¸íå 0tt =  áîë¹àíäà iii ),t(X l=l , ¼éòêåíi

ïî

ï
í
ì

==j

¹=j

.кезiндеji,1)t,t(

,кезiндeji,0)t,t(

00ij

00ij
                    (3.39)

(3.35) òå»äåóiíå ºàéòà êåëåéiê. Òàáûë¹àí (3.36) äåðáåñ
øåøiìäåði îëàðäû (3.35) òå»äåóãå àëìàñòûð¹àí êåçiíäå êåëåñi
òåïå-òå»äiê òàáûëàäû:

,ff
dt

d
21121111

11 g+g=
g

,ff
dt

d
22121211

12 g+g=
g

,ff
dt

d
21221121

21 g+g=
g

,ff
dt

d
22221221

22 g+g=
g

Á½ë àðàºàòûñòàðäû ìàòðèöà ýëåìåíòòåði ðåòiíäå êåëåñi ò¾ðäå
æàçó¹à áîëàäû:

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

g+gg+g

g+gg+g
=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

gg

gg

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

ffff

ffff

dt
d

dt
d

dt
d

dt
d

,          (3.40)

ì½íäà¹û  î»  æàº  ìàòðèöàíû»  ¸ðáið  ýëåìåíòi,  ñîë  æàº
ìàòðèöàíû» ñ¸éêåñiíøå ýëåìåíòiíå òå». Åêi ìàòðèöàíû
ê¼áåéòó ôîðìóëàñûí ºîëäàíà îòûðûï, î» æàº ìàòðèöà åêi
ìàòðèöàíû» ê¼áåéòiíäiñi åêåíií à»¹àðó¹à áîëàäû
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ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

gg

gg
×

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

g+gg+g

g+gg+g

2221

1211

2221

1211

2222122121221121

2212121121121111

ff

ff

ffff

ffff
.

Áåëãiëåó åíãiçåéiê:

=)t,t(Ã 0

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

gg

gg

2221

1211

æ¸íå (3.33)  ºîëäàíà îòûðûï, (3.40) àðàºàòûñûí êåëåñi ò¾ðäå
àëàìûç:

).t,t(Ã)t(F
dt

)t,t(dÃ
0

0 =                           (3.41)

n-ä¸ðåæåëi æ¾éå ¾øií ),( 0ttГ  ìàòðèöàñû êåëåñi ò¾ðäå

áîëàäû:

=)t,t(Ã 0

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ggg

ggg

ggg

nn2n1n

n22221

n11211

L

MMM

K

K

                           (3.42)

îñû ìàòðèöà – øåøiìäåðäi» ôóíäàìåíòàëüäû ìàòðèöàñû äåï
àòàëàäû. Á½ë ìàòðèöàíû» òiê æîëäàðû ñûçûºòû ò¸óåëñiç,
äåìåê  ìàòðèöàíû»  àíûºòàóûøû  í¼ëäåí  ¼çãå  áîëàäû.  Àë
íåãiçiíäå (3.37) ôîðìóëàñû ìåí (3.42) ìàòðèöàñûí êåëåñi
ò¾ðäå æàçà àëàìûç:

)t,t(Ã 0 = ú
û

ù
ê
ë

é
lll ),t(X),t(X),,t(X nn2211 K
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ì½íäà¹û òiê æîëäàð ð¼ëií àòºàðûï ò½ð¹àí ôóíêöèÿëàð
(âåêòîðëàð) ),t(X ii l ñûçûºòû ò¸óåëñiç. (3.38) ôîðìóëàñûìåí

àíûºòàëàòûí ),t(X ii l  ì¸íäåðií ñî»¹û ¼ðíåêêå ºîéñàº,
øû¹àäû:

=)t,t(Ã 0

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

l

l

l

×

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

jjj

jjj

jjj

n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211

M

L

MLMM

K

K

.                         (3.42)

Áåëãiëåóëåðäi åíãiçñåê,

=)t,t(Ô 0

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

l

l

l

=L

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

jjj

jjj

jjj

n

2

1

0

nn2n1n

n22221

n11211

,

M

L

MLMM

K

K

.       (3.43)

Îíäà
=)t,t(Ã 0 .)t,t(Ô 00 L

)t,t(Ô 0  ìàòðèöàñû, æ¾éåíi» ¼òïåëi ìàòðèöàñû äåï àòàëàäû.
Á½ë àòàóäû» ò¾ñiíiãií ò¼ìåíäå ºàðàñòûðàìûç.

 Àéòàëûº, 0L , il  º½ðàóøûëàðûíàí º½ðàë¹àí áàñòàïºû

âåêòîð, îíû» ia  æiêòåó  êîîðäèíàòàëàðû  áiðãå  òå»  [(3.31)

ôîðìóëàñû]. Åãåð 0L  áàñòàïºû âåêòîðûíû» áàðëûº

º½ðàóøûëàðûí áiðãå òå» äåï àëñàº, 1n21 =l==l=l K , îíäà
ôóíäàìåíòàëüäû øåøiìäåð ìàòðèöàñû ¼òïåëi ìàòðèöàìåí
áiðäåé áîëàäû. Ñî»¹ûñû, t=t0 áîë¹àíäà áiðëiê ìàòðèöà¹à
àéëàíàäû, ¼éòêåíi (3.39) ôîðìóëàñûìåí àíûºòàëàòûí ijj
ì¸íäåði êåëåñi òå»äåóäåí òàáûëàäû:
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=)t,t(Ô 00 I

100

010

001

=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

L

MLMM

L

L

                           (3.44)

(3.41) àðàºàòûñû íåãiçiíäå ¼òïåëi ìàòðèöà êåëåñi òå»äåóäi
ºàíà¹àòòàíäûðàäû äåï ½é¹àðó¹à áîëàäû:

)t,t(Ф)t(F
dt

)t,t(dФ
0

0 = .                        (3.45)

Îñû ôîðìóëàíû (3.28) òå»äåóiìåí ñàëûñòûðñàº, )t,t(Ô 0

n-¼ëøåìäi êå»iñòiêòåãi (3.43) ìàòðèöàñûíû» ñûçûºòû ò¸óåëñiç
º½ðàóøûëàðû áàð, âåêòîð äåï ò¾ñiíóãå áîëàäû.

´òïåëi ìàòðèöà ò¾ñiíiãií åíãiçó – æ¾éåíi» ê¾éëåð
âåêòîðû ìåí êiðåáåðiñ ¸ñåð âåêòîðûíû» àðàñûíäà¹û
òiêåëåé áàéëàíûñòû içäåó åñåáií øåøóãå ì¾ìêiíäiê
áåðåäi.

(3.29) òå»äåóiíi» êåëåñi ò¾ðäåãi øåøiìií içäåñòiðñåê:

=)t(X )t,t(K)t,t(Ô 00 ,                              (3.46)

ì½íäà¹û )t,t(K 0  –  U(t)  êiðåáåðiñ  ñèãíàë  âåêòîðûíà  ò¸óåëäi,
áåëãiëi áið ìàòðèöà. (3.46) ºàòûíàñûí óàºûò áîéûíøà
äèôôåðåíöèàëäà¹àíäà, òàáàòûíû:

).t,t(K
dt
dÔ

dt
dK

)t,t(Ô
dt
dX

00 +=

(3.46) ¼ðíåãiíåí x(t) ì¸íií æ¸íå àëûí¹àí
dt
dX

-íû (3.29)

òå»äåóiíå ºîéñàº, îíäà áûëàé áîëàäû:
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,U)t(G)t,t(K)t,t(Ô)t(F)t,t(K
dt
dÔ

dt
dK

)t,t(Ô 0000 +=+

íåìåñå

,U)t(G
dt
dK

)t,t(Ô 0 =                               (3.47)

(3.45) íåãiçiíå êåëåñi òå»äiê îðûí àëàäû:

).t,t(K)t,t(Ô)t(F)t,t(K
dt
dÔ

000 =

)t,t(Ô 0  ¼òïåëi ìàòðèöàñûíû» òiê æîëäàðû ñûçûºòû
ò¸óåëñiç áîë¹àíäûºòàí, ìàòðèöà ¼çãåøå åìåñ æ¸íå îíû» êåði
ìàòðèöàñû )t,t(Ô 0

1-  áàð.  (2.47)  ºàòûíàñûíû»  ñîë  æà¹ûí

)t,t(Ô 0
1-  ê¼áåéòiï, êåði ìàòðèöà ºàñèåòií åñêåðñåê:

,I)t,t(Ô)t,t(Ô 00
1 =-

îíäà áiç ìûíàíû òàáàìûç:

).t(U)t(G)t,t(Ф
dt
dK

0
1-=

Îñû ¼ðíåêòi 0t  ìåí t  àðàëû¹ûíäà èíòåãðàëäàñàº:

,ds)s(U)s(G)t,s(ÔC)t,t(K 0

t

0t

1
0 ò+= -

ñîíûìåí áiðãå, 0tt =  áîë¹àíäà ).t,t(KC 00=  (3.46)

àðàºàòûñûíû» ñîë æà¹ûí )t,t(Ô 0
1-  ê¼áåéòiï, 0tt =  äåï àëûï,

(3.44) íåãiçiíäå ,I)t,t(Ô 0
1 =-  áîëàòûíäû¹ûí åñêåðñåê,

)t(XC 0= .
áîëàäû.

)t,t(K 0  æ¸íå Ñ ì¸íäåðií (3.46) ôîðìóëàñûíà ºîéñàº,
í¸òåæåñi áûëàé áîëàäû:
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,ds)s(U)s(G)t,s(Ô)t,t(Ô)t(X)t,t(Ô)t(X 0

t

0t

1
000 ò+= -

(3.48)
(3.48)  ôîðìóëàñû  x(t)  –   æ¾éåíi»  ê¾é  âåêòîðû  ìåí )t(X 0 –
áàñòàïºû øàðòòàð ìåí U(t) êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð âåêòîðëàð
àðàñûíäà æ¾éåíi» )t,t(Ô 0 – ¼òïåëi ìàòðèöà àðºûëû
áàéëàíûñûí îðíàòàäû. Îñûëàéøà ¼òïåëi ìàòðèöà, æ¾éåíi»
äèíàìèêàëûº ºàñèåòòåðií òîëû¹ûìåí àíûºòàéòûí ñûçûºòû
æ¾éåíi» ñèïàòòàìàñû áîëûï òàáûëàäû. Åãåð êiðåáåðiñ ¸ñåði
áîëìàñà, U(t)=0, æ¾éåíi» ê¾é âåêòîðû æ¾éåíi» ºîç¹àëûñûí
àíûºòàéäû. (3.48) ôîðìóëàñû íåãiçiíäå ò¼ìåíäåãiäåé áîëàäû:

0)t(U),t(X)t,t(Ô)t(X 00 == .                            (3.49)

Àëûí¹àí àðàºàòûíàñ, )t,t(Ô 0  ìàòðèöàñû æ¾éåíi» 0t
êåçiíäåãi áàñòàïºû ºàëïûíàí t  óàºûò  êåçiíå  ñ¸éêåñ,  x(t)
ºàëïûíà ¼òóií àíûºòàéòûíäû¹ûí ê¼ðñåòåäi. Ñîíäûºòàí äà

)t,t(Ô 0  æ¾éåíi» ¼òïåëi ìàòðèöàñû äåï àòàëàäû. Åãåð êiðåáåðiñ

¸ñåð áåðìåé ò½ð¹àíäà æ¾éå òûíûøòûº ê¾éäå 0)t(X 0 =  áîëñà,
êiðåáåðiñ ¸ñåð áåðãåííåí êåéií, æ¾éåíi» ê¾é âåêòîðû åðiêñiç
ºîç¹àëûñòû àíûºòàéòûí áîëàäû. Ì½íäà (3.48) ôîðìóëàñû
êåëåñi ò¾ðäå áåðiëåäi:

0)t(X,ds)s(U)s(G)t,s(Ô)t,t(Ô)t(X 00

t

0t

1
0 =ò= - .

´òïåëi ìàòðèöàíû» êåéáið ºàñèåòòåðií àéºûíäàéûº.
(3.49) ôîðìóëàñûí ºîëäàíà îòûðûï, æàçàìûç:

),t(X)t,t(Ô)t(X 0011 =
),t(X)t,t(Ô)t(X 1122 =

á½äàí:
).t(X)t,t(Ô)t,t(Ô)t(X 001122 =

Åêiíøi æà¹ûíàí,
),t(X)t,t(Ô)t(X 0022 =
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äåìåê,
).t,t(Ô)t,t(Ô)t,t(Ô 011202 =                (3.50)

Àëûí¹àí ôîðìóëà ê¾éëåðäi» ¼òïåëi ôóíêöèÿñûíû»,
æàðòûëàé òîïòû» ºàñèåòiíi» íàºòû òàðàëóû áîëûï òàáûëàäû
æ¸íå  îë  2  òàðàóäà¹û  2.1  àíûºòàìàìåí  êåëiñåäi.  (3.50)
ôîðìóëàñûíà tt,tt 102 ==  äåï åíãiçñåê, îíäà îë:

,I)t,t(Ô)t,t(Ô)t,t(Ô 0000 ==
á½äàí:

).t,t(Ô)t,t(Ô 00
1 =-                           (3.51)

(3.50) æ¸íå (3.51) ôîðìóëàëàðûí, (3.48) àðàºàòûñûí û»¹àéëû
ò¾ðãå ò¾ðëåíäiðóãå, ºîëäàíó¹à áîëàäû.

Îíäà¹û )t,s(Ô 0
1-  êåði ìàòðèöàñûí (3.51) ôîðìóëàñû

áîéûíøà )s,t(Ô 0  àóûñòûðàìûç, s èíòåãðàëäàó
àéíûìàëûñûíàí ò¸óåëñiç áîë¹àíäûºòàí, èíòåãðàë àñòûíà

)t,t(Ô 0  ìàòðèöàñûí åíãiçåìiç, àëûí¹àí )t,t(Ô 0 )s,t(Ô 0

ê¼áåéòiíäiñií (3.50) ôîðìóëàñû áîéûíøà )s,t(Ô
àóûñòûð¹àíäà, í¸òåæåñi ò¼ìåíäåãiäåé áîëàäû:

.ds)s(U)s(G)s,t(Ô)t(X)t,t(Ô)t(X
t

0t
00 ò+=                   (3.52)

Á½ë ôîðìóëà (3.48) ôîðìóëàñûíà ºàðà¹àíäà åñåïòåóãå
û»¹àéëûðàº, îíäà ìàòðèöà æîº. Æ¾éåíi» ê¾éi x£t  óàºûò

ìåçåòòåði ¾øií, 0)(X =x  í¼ëäiê áàñòàïºû âåêòîðûìåí
ñèïàòòàëàòûí, ñûçûºòû æ¾éåíi ºàðàñòûðàéûº. x=t  ìåçåòiíäå
æ¾éåãå êiðåáåðiñ ¸ñåð áåðiëåäi:

),t(N)t(U x-d=                     (3.53)

ì½íäà¹û N –  ñàíäàð òiê æîë-ìàòðèöàñû,
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

m

2

1

n

n

n

N
M

.                              (3.54)

²àðàñòûðûëûï îòûð¹àí êiðåáåðiñ ¸ñåð m21 n,,n,n K

“àóäàíû” áàð – äåëüòà, ôóíêöèÿëàð ò¾ðiíäåãi èìïóëüñòi
êiðåáåðiñ ñèãíàëäàðûíû» æèíà¹û áîëûï òàáûëàäû (3.9-ñóðåò).

Àóäàíäàð ¼ðíåêòi» øåãi ðåòiíäå àíûºòàëàäû

ò x-d=
¥

¥-
a®a

,dt)t(limn
0i

ì½íäà¹û )t(1 x-d  – 0®a  ½ìòûë¹àíäà )t()t(2 x-d®x-d
áîëàòûíäàé a  ïàðàìåòðëi êåç êåëãåí ¾çäiêñiç æ½ï ôóíêöèÿ.
Äåëüòà ôóíêöèÿñûíû» ¼çi

)( xda -t

x

in

t
3.9-ñóðåò
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ï
ï
ï

þ

ïï
ï

ý

ü

ò x-d=x

ïî

ï
í
ì

x=¥

x¹
=x-d

¥

¥-
.dt)t()t(f)(f)b

,t,

,t,0
)t()a

,                       (3.55)

àðàºàòûñûìåí àíûºòàëàäû. (3.52) ôîðìóëàñûíà (3.53) ¼ðíåãií
ºîéûï, 0)t(X 0 =  äåï åñåïòåéiê. Îíäà

.ds)s(N)s(G)s,t(Ф)t(X
t

0t
x-dò=

Ìàòðèöàíû èíòåãðàëäàó äåãåíiìiç – îíû» ¸ðáið
ýëåìåíòií èíòåãðàëäàó. Ñîíäûºòàí àëûí¹àí ¼ðíåêêå, äåëüòà-
ôóíêöèÿñûíû» íåãiçãi ºàñèåòií àíûºòàéòûí (3.55 b)
ôîðìóëàñûí ºîëäàíó¹à áîëàäû. Í¸òèæåñiíäå

.N)(G),t(Ô)t(X xx=                              (3.56)

Åíäi êiðåáåðiñòåãi áàðëûº äåëüòà-ôóíêöèÿëàðäû»
“àóäàíäàðûí„ áiðãå òå» äåï àëàìûç. Ì½íäà

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=

1

1

1

N
M

.

Îñûíäàé ¸ñåðäåí àëûí¹àí
øû¹àáåðiñ ñèãíàëäàð æèûíû -
èìïóëüñòi ¼òïåëi ôóíêöèÿëàð æèûíû
áîëàäû. Ñîíäûºòàí, àëûíàòûí
ìàòðèöà¹à àðíàéû áåëãi æ¸íå
èìïóëüñòi ¼òïåëi ôóíêöèÿëàð
ìàòðèöàñû àòàóûí áåðãåí æ¼í.

).(G),t(Ô),t(W xx=x                            (3.57)
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),t(Ô x  – ìàòðèöàñû êâàäðàòòû (n æàòûº æîëäàí æ¸íå n

òiê æîëäàí ò½ðàäû), àë )(G x  – ìàòðèöàñû n æàòûº æîëäàí
æ¸íå m òiê æîëäàí ò½ð¹àíäûºòàí, îëàðäû» ê¼áåéòiíäi
ìàòðèöàñûíû» n æàòûº æîëû æ¸íå m òiê æîëû áîëàäû.

),t(W x  ìàòðèöàñûí êå»åéòiëãåí ò¾ðäå ê¼ðñåòåéiê:

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

xwxwxw

xwxwxw

xwxwxw

=x

),t(),t(),t(

),t(),t(),t(

),t(),t(),t(

),t(W

nm2n1n

m22221

m11211

L

MLMM

L

L

,       (3.58)

ì½íäà¹û ),t(ij xw  ôóíêöèÿëàðû  æ¾éåíi»  i  øû¹àáåðiñiíi»  j

êiðåáåðiñiíå ðåàêöèÿñû áîëûï òàáûëàäû (3.10,¸-ñóðåò). Îíäà i
øû¹àáåðiñiíi» áàðëûº m êiðåáåðiñòåðiíå (3.10,¸-ñóðåò),
ðåàêöèÿñû  ìàòðèöàíû»  (3.58)  îíû»  i   æàòûº  æîëûíû»
áàðëûº ýëåìåíòòåðiíi» ºîñûíäûñûíà òå». (3.56) ôîðìóëàñûí
(3.57)  àðàºàòûñûí åñêåðå îòûðûï, ìûíà ò¾ðäå æàçó¹à áîëàäû:

N),t(W)t(X x= ,

íåìåñå x -íû 0t -ãå àóûñòûðûï,

N)t,t(W)t(X 0= .                             (3.59)

Ê
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Ê
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3.10-ñóðåò

3.10-ñóðåò

Æ¾éåíi» åðêií ºîç¹àëûñû êåçiíäåãi ê¾éëåð âåêòîðûí
àíûºòàó ¾øií, (3.49) àðàºàòûñûí îñû ôîðìóëàìåí
ñàëûñòûðñàº, èìïóëüñòi ¼òïåëi ôóíêöèÿëàð ìàòðèöàñû,
æ¾éåíi» à¹ûìäà¹û æà¹äàéûíäà¹û äåëüòà-ôóíêöèÿëàðûíû»
“ýíåðãèÿ” âåêòîðûí áåéíåëåéòiíií ê¼ðåìiç. Á½ë æà¹äàé
áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðûí )t(X 0 , î¹àí ýêâèâàëåíò êiðåáåðiñ

ñèãíàëäàð âåêòîðûí )tt(N)t(U 0ý -d=  ºàéòà åñåïòåóãå
ì¾ìêiíäiê  áåðåäi.  Ñîíûìåí  ºàòàð,  áàðëûº  æà¹äàéäà  æ¾éåíi»
ê¾éëåð âåêòîðûí, îñû¹àí äåéií òûíûøòûº ê¾éäå áîë¹àí,
æ¾éåãå êiðåáåðiñ ¸ñåðëåðäi» í¸òèæåñi ò¾ðiíäå àíûºòàó¹à
áîëàäû. Ñîíûìåí áiðãå (3.52) ôîðìóëàñû (3.57) ¼ðíåãií åñêåðå
îòûðûï) ò¼ìåíäåãiäåé åòiï àóûñòûðó¹à áîëàäû:

[ ]ò +=
t

0t
ýs ,ds)s(UU)s,t(W)t(X                         (3.60)

ì½íäà¹û
)tt(N)t(U 0ý -d= .                               (3.61)

(3.61) ôîðìóëàñûí (3.60) ¼ðíåãiíå
ºîéñàº, ì½íäàé àóûñòûðóäû» àºèºàò
åêåíäiãiíå ê¼ç æåòêiçåìiç.
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)t(X 0  áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðûíû» ì¸íäåðiíå ñ¸éêåñ
N òiê æîë-ìàòðèöàñûíû» ì¸íäåðií àíûºòàó ¾øií (3.56), (3.49)
¼ðíåêòåðií (x -íû 0t -ãå àóûñòûðûï) ºîëäàíñàº:

N)t(G)t,t(Ô)t(X 00= ,

)t(X)t,t(Ô)t(X 00= .
Î» æàºòàðûí òå»åñòiðiï, N àíûºòàñàº:

)t(X)t(GN 00
1-= .                            (3.62)

Æî¹àðûäà¹û ïàðàãðàôòû»
ºîðûòûíäûñû ðåòiíäå êåëåñi ìûñàëäû
ºàðàñòûðàìûç:

3.1. Ìûñàë.  Ñûçûºòû æ¾éåäå
êåëåñi ìàòðèöàëàð áåðiëãåí:

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-

-
=

01

56
)t(F ; ú

û

ù
ê
ë

é
=

0

1
)t(G ; ú

û

ù
ê
ë

é
=

a-

0

e
)t(U

t

; 0)t(X 0 = .

Æ¾éåíi» ¼òïåëi ìàòðèöàñûí æ¸íå
ê¾éëåð âåêòîðûíû» áà¹àí-ìàòðèöàñûí
òàáó êåðåê.

Ê¾éëåð òå»äåóiíå (á½ë ìûñàëäà
ñòàöèîíàðëû æ¾éå):

GUFX
dt
dX

+= ,

ñîíäà àë¹àøºû áåðiëãåíäåðäi àëàìûç,
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é
+
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ù
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û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-

-
=

ú
ú
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ú

û

ù

ê
ê
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ê

ë

é
a-

0

e
*

0

1

x

x
*

01

56

dt
dx
dt
dx

t

2

1

2

1

 .

Ê¼áåéòó àìàëäàðûí îðûíäà¹àííàí êåéií

ï
ï
þ

ïï
ý

ü

-=

++-= a-

.x
dt
dx

,ex5x6
dt
dx

1
2

t
21

1

.                              (3.63)

´òïåëi ìàòðèöàíû òàáó ¾øií )0e(0)t(U t == a-  ºîéûï,
òå»äåóëåðäi îïåðàòîðëûº ò¾ðäå æàçàìûç:

.xpx

,x5x6px

12

211

-=

+-=

Ñîíäà:

,0x)5p6p(

,0x)5p6p(

2
2

1
2

=++

=++

äåìåê, 1x  æ¸íå 2x  ñèïàòòàìàëûº òå»äåóëåðiíi» áiðäåé

ò¾áiðëåði áîëàäû. Îëàð 5p,1p 21 -=-=  òå» áîëàäû. Æàëïû
øåøiìi ìûíà ò¾ðäå òàáûëàäû:

.eCeC)t(x t5
2

t
12,1

-- +=

t  áîéûíøà äèôôåðåíöèàëäàñàº:

.eC5eC
dt

dx t5
2

t
1

2,1 -- --=                       (3.65)

²àðàñòûðûëûï îòûð¹àí æ¾éå ¾øií
¼òïåëi ìàòðèöà  ìûíà ò¾ðäå æàçûëàäû:

.

)t,t()t,t(

)t,t()t,t(
)t,t(Ô

022021

012011
0

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

jj

jj
=
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)t,t(Ô 0  ìàòðèöàñûíû» ýëåìåíòòåðií àíûºòàó ¾øií,
êåëåñi êåñòåãå ñ¸éêåñ áàñòàïºû øàðòòàðäû áåðó ºàæåò:

Ìàòðèöà
ýëåìåíòòåði

11j 21j 12j 22j

Áàñòàïºû
øàðòòàð

)t(x 01
)t(x 02

1
0

1
0

0
1

0
1

(3.63) òå»äåóiíå îñû ì¸íäåðäi æ¸íå 0tt =  äåï ºîéûï,

òóûíäûëàðäû» áàñòàïºû ì¸íäåðií òàáàìûç. Îëàð êåëåñi
êåñòåäåí òàáûëàäû:

)t(x 01 )t(x 02 )t(x 01& )t(x 02&
1 0 -6 -1
0 1 5 0

j -äi» áàðëûº ì¸íäåði æàë¹ûç (3.64) ôîðìóëàñûìåí
àíûºòàëàäû, áiðàº ¸ðáið j  ¾øií ¼çiíi» 1C  æ¸íå 2C

ò½ðàºòûëàð æ½áûí àíûºòàó êåðåê. Îëàð 0tt =  äåï  ºîéûï
(3.64) æ¸íå (3.65) òå»äåóëåðiíåí àëûí¹àí òå»äåóëåðäi» áiðãå
øåøiëóiìåí àíûºòàëàäû

ïþ

ï
ý
ü

--=

+=
--

--

.eC5eC)t(x

,eCeC)t(x

0t5
2

0t
102,1

0t5
2

0t
102,1

&
                      (3.66)

Æî¹àðûäà êåëòiðiëãåí êåñòåäåí àëûí¹àí  áàñòàïºû øàðòòàðäû
(3.66)  òå»äåóiíå ºîþ ìûíà æîëìåí iñêå àñàäû:

).t(x),t(x

),t(x),t(x

),t(x),t(x

),t(x),t(x

020222

010112

020221

010111

&

&

&

&

®j

®j

®j

®j

Åñåïòåóëåð í¸òèæåñiíäå êåëåñi 1C  æ¸íå 2C  ò½ðàºòûëàð
êåñòåñií àëàìûç:
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Ìàòðèöà
ýëåìåíòi

11j 21j 12j 22j

1C -1/4 -1/4 5/4 5/4

2C 5/4 1/4 -5/4 -1/4

(3.64) ºàòûíàñûíà îñû ì¸íäåðäi ºîéñàº, ¼òïåëi ìàòðèöà
ýëåìåíòòåðií òàáàìûç. Îë áûëàé áîëàäû:

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-+-

-+-
=

--------

--------

)0tt(5)0tt()0tt(5)0tt(

)0tt(5)0tt()0tt(5)0tt(

0

ee5ee

e5e5e5e

4
1

)t,t(Ô .

0tt =  áîë¹àíäà, I)t,t(Ô 0 =  áîëàòûíûí î»àé òåêñåðóãå áîëàäû.

)t(X  ê¾é  âåêòîðûí  òàáó  ¾øií,  (3.52)  ôîðìóëàñûí
ºîëäàíàìûç. 0)t(X 0 =  åêåíií åñêåðñåê, îíäà:

.ds
0

e
*

0

1
x

ee5ee

e5e5e5e

4
1

x

x
)t(X

st

0t )st(5)st()st(5)st(

)st(5)st()st(5)st(

2

1
ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é
ò

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-+-

-+-
=ú

û

ù
ê
ë

é
=

a-

--------

--------

Ìàòðèöàëàðäû ê¼áåéòñåê, ìûíàíû àëàìûç:

[ ] dsee5e
4
1

)t(x s
t

0t

)st(5)st(
1

a-----ò +-= ,

[ ] dseee
4
1

)t(x s
t

0t

)st(5)st(
2

a-----ò +-= .

Èíòåãðàëäàï, içäåëiíiï îòûð¹àí ê¾éëåð âåêòîðûí òàáàìûç:

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

-
-a

--
-a

-
-a

--
-a

=
-a--a-

-a--a-

)ee(
)5(4

1
)ee(

)1(4
1

)ee(
)5(4

5
)ee(

)1(4
1

)t(X
t5ttt

t5ttt

.
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       3.4. Æ¾éåíi» ê¾éëåð êå»iñòiãi

Àëäû»¹û êåëòiðiëãåí àíûºòàìàëàð, áåðiëãåí óàºûò
ìåçåòòåðiíäå, ñûçûºòû äèíàìèêàëûº æ¾éåíi»
äèôôåðåíöèàëäû òå»äåóií ºàíà¹àòòàíäûðàòûí, Õ(t) ê¾éëåð
âåêòîðûìåí ñèïàòòàëàòûíûí ê¼ðñåòåäi:

,)t(X
),t(U)t(G)t(X)t(Fdt/dX

0 L=
+=

              (3.67)

ì½íäà¹û F(t) æ¸íå G(t) – æ¾éåíi» ôèçèêàëûº ïàðàìåòðëåðií
àíûºòàéòûí nn ´  æ¸íå mn ´  ¼ëøåìäi ìàòðèöàëàð, U(t) –
êiðåáåðiñ ¸ñåðëåð âåêòîðû, L – áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðû.
Æ¾éåíi» ê¾éëåð êå»iñòiãií áûëàé àíûºòàéûº:

3.8. Àíûºòàìà. Áàðëûº WÎU  æ¸íå Tt Î  ¾øií (3.67)
òå»äåóäi ºàíà¹àòòàíäûðàòûí X(t) âåêòîðëàðûíû» æèûíû –
ñûçûºòû æ¾éåíi» ê¾éëåð êå»iñòiãi äåï àòàëàäû. Æ¾éå
êå»iñòiãi, n – ¼ëøåìäi áàçèñºà êåðiëãåí, ÿ¹íè îë n – ¼ëøåìäi.

U(t)=0 êåçäåãi (3.67) òå»äåóäi» êå»iñòiãiíi» ¼ëøåìi n-ãå
òå» åêåíií æî¹àðûäà ê¼ðñåòòiê. Åíäi (3.67) áiðòåêòi åìåñ
òåíäåóäi» øåøiìi äå n – ¼ëøåìäi ñûçûºòû êå»iñòiêòå æàòàäû
äà, îë øåøiìíi» æàë¹ûçäû¹û òåîðåìàñûí ºàíà¹àòòàíäûðàäû.

Êåëåñi ò¾ðäåãi nn ´  ¼ëøåìäi P(t) äèîãàíàëüäû
ìàòðèöàíû åíãiçåéiê:

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

)t(p00

0)t(p0

00)t(p

)t(P

n

2

1

L

MLMM

L

L

.                 (3.68)

Á½ë ìàòðèöàíû» ýëåìåíòòåði )t(G  æ¸íå )t(U
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,

)t(p

.

.

.

)t(p

)t(p

u

.

.

.

u

u

g...gg

......

......

......

g...gg

g...gg

)t(U)t(G

n

2

1

m

2

1

nm2n1n

m22221

m11211

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

´

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=           (3.69)

ì½íäà¹û .ug...ugug)t(p mim22i11ii +++=  °ðºàéñûñû nxn

¼ëøåìäi )t(F  æ¸íå )t(P  ìàòðèöàñûíàí æà»à n2nx2  ¼ëøåìäi
)t(L  ìàòðèöàñûí º½ðàìûç:

ú
û

ù
ê
ë

é
=

00

)t(P)t(F
)t(L ,                             (3.70)

ì½íäà¹û 0- nn ´  ¼ëøåìäi í¼ëäiê ìàòðèöà:

ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

0...0

.....

.....

.....

0...0

O .

)t(L   ìàòðèöàñûíû» ê¼ìåãiìåí áiðòåêòi äèôôåðåí-
öèàëäûº òå»äåó º½ðàñòûðàìûç:

Y)t(Ldt/dY = .                              (3.71)

(3.28) òå»äåóãå ºàðà¹àíäà á½ë òå»äåó ýêâèâàëåíòòi
áîë¹àíäûºòàí, îíû» áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðëàðû áåðiëãåíäå
øåøiìíi» æàë¹ûçäû¹û, áàçèñòiê âåêòîð àðºûëû ê¼ðñåòó
ì¾ìêiíøiëiãiíi» àíûºòàëóû ä½ðûñ. Åãåð àë¹àøºû øàðòòû»
âåêòîðû áåðiëñå (3.71), îíû 1nx2  ¼ëøåìäi òiê ìàòðèöà ò¾ðiíäå
ê¼ðñåòå àëàìûç:
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

éL

=

1

.

.

.

1

)t(Y 0 .                                (3.72)

Àëäû»¹û òàºûðûïòû»
í¸òèæåëåðiíå ñ¸éêåñ (3.71) òå»äåóäi,
2n-¼ëøåìäi øåøiìäåð, êå»iñòiêòåãi
áàçèñ  æàñàóøû,  2n  ñûçûºòû  äåðáåñ
øåøiìäåðäi», ñûçûºòû êîìáèíàöèÿ
ò¾ðiíäå º½ðàñòûðûë¹àí êåç êåëãåí
âåêòîðûí ºàíà¹àòòàíäûðàäû.
)t(Y  âåêòîðûíû»  ¸ðêàéñûñûí n  ýëåìåíòòåði áàð, åêi òiê

ìàòðèöà ò¾ðiíäå  ê¼ðñåòåéiê:

ú
û

ù
ê
ë

é
=

)t(Y

)t(Y
)t(Y

P

F  .

(3.28) áiðòåêòi òå»äåó n  ñûçûºòû ò¸óåëñiç øåøiìäåðäi æàñàï,
¾íåìi  áàçèñòiê  âåêòîð  àðºûëû  àíûºòàëàäû  äà,  ñî¹àí
áàéëàíûñòû )t(YF  âåêòîðû äà n-¼ëøåìäi ñûçûºòû êå»iñòiêòå
æàòàäû.

(3.70) àðàºàòûñòàí Y(t) âåêòîð ìåí L(t) ìàòðèöàñûíû»
ì¸íäåðií, (3.71) òå»äåóãå ºîéûï, ìûíà òå»äåóäi òàáàìûç:

ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é
)t(Y

)t(Y
*

00

)t(P)t(F
)t(Y

)t(Y

dt
d

P

F

p

F  ,

íåìåñå î» æàºòà¹û ìàòðèöàëàðäû ê¼áåéòêåí ñî»,

ú
û

ù
ê
ë

é
+
+

=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

)t(Y*0)t(Y*0

)t(Y)t(P)t(Y)t(F

)t(Y
dt
d

)t(Y
dt
d

PF

PF

P

F
.                 (3.73)
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(3.72) ¼ðíåêòi åñêåðå îòûðûï, áàñòàïºû
øàðòòàð âåêòîðû ìûíà ò¾ðãå êåëåäi:

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

éL

=ú
û

ù
ê
ë

é

1

.

.

.

1

)t(Y

)t(Y

0P

0F

íåìåñå

L=)t(Y 0F ,
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

1

1

)t(Y 0P M .

(3.73) ìàòðèöàíû» ñ¸éêåñ ýëåìåíòòåðií
òå»åñòiðiï, òàáàìûç:

)t(Y)t(P)t(Y)t(Fdt/dY PFF += , L=)t(Y 0F ,

0dt/dYP = ,
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

1

1

)t(Y 0P M .

Åêiíøi òå»äåóäi» øåøiìi const)t(YP =  òå». Øåøiìíi»
æàë¹ûçäû¹û øàðòû ìåí âåêòîðäû» áàñòàïºû ì¸íií åñêåðñåê,
îíäà

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

1

1
)( MtYP

.
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)t(Y)t(P P  ê¼áåéòiíäiñií àëàìûç. (3.68) àðàºàòûñòàí P(t)
ìàòðèöà ì¸íií ºîëäàíûï, ìûíàíû òàáàìûç:

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

)t(p

.

.

.

)t(p

)t(p

1

.

.

.

1

1

*

p...00

......

......

......

0...p0

0...0p

)t(Y)t(P

n

2

1

n

2

1

P .

(3.69) ¼ðíåêêå áàéëàíûñòû á½ë áà¹àí-ìàòðèöà G(t)U(t)-¹à
òå». Îíäà, áiðiíøi òå»äåó ìûíà ò¾ðäå æàçûëàäû:

)t(U)t(G)t(Y)t(Fdt/dY FF += ,

L=)t(Y 0F .

Îñû òå»äåóäi (3.67) òå»äåóìåí ñàëûñòûðûï, )t(X)t(YF =
äåï ºîðûòûíäûëàéìûç. Îñû¹àí áàéëàíûñòû, (3.67) áiðòåêòi
åìåñ òå»äåóäi» øåøiìäåð âåêòîðû, (3.71) áiðòåêòi òå»äåó
øåøiìäåðiíi» n-¼ëøåìäi øåøiìäåð âåêòîðûíû»
º½ðàóøûñûìåí áiðäåé, ÿ¹íè n-¼ëøåìäi ê¾éëåð êå»iñòiãiíäå
æàòàäû. Ñîíûìåí áiðãå, (3.67) òå»äiãi ¾øií øåøiìiíi» áàð
æ¸íå æàë¹ûç áîëóû òóðàëû òåîðåìàëàð ñàºòàëàäû.

Åíäi ê¾éëåð êå»iñòiãiíi» áàçèñi òóðàëû ñ½ðàºòû
ºàðàñòûðàéûº. 3.3 ïàðàãðàôûíäà áiç êåç êåëãåí áiðòåêòi
òå»äåóäi» øåøiìäåð âåêòîðûí:

A)t(X,X)t(F
dt
dX

0 == ,

),t(X ii l  áàçèñi  áîéûíøà  æiêòåóãå  áîëàòûíûí
ò½æûðûìäàäûº:

),,t(X...),t(X),t(X)t(X nnn222111 la++la+la=                (3.74)
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ì½íäà¹û ),t(X ii l  – áåðiëãåí áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðûíû»
øåøiìi, îë áà¹àí-ìàòðèöà ðåòiíäå àíûºòàëàäû:

.

)t,t(

)t,t(
)t,t(

),t(X

0ni

0i2

0i1

iii

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

j

j

j

l=l
M

                             (3.75)

Êåëåñi æà¹äàé¹à íàçàð àóäàðàéûº. ),t(X ii l  âåêòîðû,
áàñòàïºû øàðòòàð âåêòîðû, áiðëiê âåêòîðûíà ñ¸éêåñ,
ñòàíäàðòòû äåðáåñ øåøiìäåð ì¸íäåði )n,...,2,1j(ji =j  àðºûëû

¹àíà àíûºòàëàäû. jji âåêòîðûíû» n-¼ëøåìäi êîîðäèíàòòàð
æ¾éåñiíi» ïðîåêöèÿëàðûí  ºàðàñòûðàéûº. jji ñûçûºòû,
ò¸óåëñiç áîë¹àíäûºòàí, îëàð n-¼ëøåìäi êå»iñòiêòi» áàçèñií
º½ðàéäû. Êîîðäèíàòòàð îñüòåðiíi» áà¹ûòòàðû L áàñòàïºû
âåêòîðäû» áàçèñ îñüòåðiíi» áà¹ûòòàðûìåí ñ¸éêåñ êåëåäi,
ñåáåái t=t0 áîë¹àíäà jji=0 (j=i) æ¸íå jii=1.

Àéòûë¹àí åêi¼ëøåìäi ìîäåëüìåí áåéíåëåíiï, 3.11-ñóðåòòå
ê¼ðñåòiëãåí. Ì½íäà Õ(t) êå»iñòiãiíi» áàçèñií º½ðàéòûí, X1(t,l1)
æ¸íå  X2(t, l2) âåêòîðëàðû ìåí îëàðäû» L áàñòàïºû øàðòòàð
êå»iñòiãiíi» áàçèñi áîéûíøà æiêòåóëåði ê¼ðñåòiëãåí.

3.11-ñóðåò

2l

0

211jl

1l

)(tX

),( 222 la tX

),( 111 la tX
),( 11 ltX

22jl

111jl

),( 22 ltX
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Áàñòàïºû áiðëiê øàðòòàð ¾øií, áàçèñòi øåøiìäåð
âåêòîðëàðû ðåòiíäå êåëåñiíi åíãiçåéiê:

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

j
j
j

=
)t,t(

)t,t(

)t,t(

)1,t(X

0ni

0i2

0i1

i ,                             (3.76)

àë êîîðäèíàòòàð ðåòiíäå L âåêòîðû º½ðàóøûëàðûíû» ñàíäûº
ì¸íäåðií  ºîëäàíàìûç.  Ñîíäà  (3.74)  ôîðìóëàñû  ìûíà  ò¾ðäå
æàçûëàäû:

).1,t(X...)1,t(X)1,t(X)t(X nn2211 l++l+l=               (3.77)

t=t0 áîë¹àíäà, áàðëûº Õ1(t,1) âåêòîðëàðû áiðëiê ì¸íäåðäi
ºàáûëäàéäû äà, áà¹ûòòàð áîéûíøà áàñòàïºû øàðòòàð
áàçèñiíi» áà¹ûòòàðûìåí ñ¸éêåñ êåëåäi, àë âåêòîð Õ(t0)= L.
(3.77) òå»äåói ìûíà ò¾ðãå êåëåäi:

1...11)t(X n210 ×l++×l+×l=L= .                    (3.78)

Õi(t,1) âåêòîðûíû» º½ðàóûøûëàðû àðºûëû Õ(t)
âåêòîðûíû» º½ðàóøûëàðûí àíûºòàéìûç. Õ(t) âåêòîðûí
áà¹àí-ìàòðèöà  ò¾ðiíäå  æàçûï  æ¸íå  (3.77)  òå»äåóiíå  (3.76)
òå»äåóií ºîéûï, áà¹àí-ìàòðèöàëàðûí ºîñºàííàí êåéií:

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

jl++jl+jl

jl++jl+jl

jl++jl+jl

=

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

)t,t(...)t,t()t,t(

)t,t(...)t,t()t,t(

)t,t(...)t,t()t,t(

)t(x

)t(x

)t(x

0nnn02n201n1

0n2n02220211

0n1n01220111

n

2

1

MMMM
.

Îñûëàéøà, Õ(t) âåêòîðûíû» j-øi º½ðàóøûñûí êåëåñi
òå»äåóìåí àíûºòàëàäû:

)t,t(...)t,t()t,t()t(x 0jnn02j201j1j jl++jl+jl= .            (3.79)

Õ(t) âåêòîðûíû» áàðëûº º½ðàóøûëàðû, ñûçûºòû
ò¸óåëñiçäiãiíi» ñåáåái jij ¼òïåëi ìàòðèöàíû» áà¹àíäàð
ôóíêöèÿëàðûíû» ñûçûºòû ò¸óåëñiçäiãi áîë¹àíäûºòàí, îëàð
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ê¾éëåð êå»iñòiãiíi» áàçèñi ðåòiíäå ºàáûëäàíà àëàäû. t=t0
áîë¹àíäà, êåëåñi òå»äiê îðûí àëàäû:

,

)t(x

)t(x

)t(x

)t(X

n

2

1

0n

02

01

0 L=

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

l

l

l

=

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

= MM

á½ë (3.78) òå»äåóiìåí ñ¸éêåñ, áiðàº áà¹àí-ìàòðèöà ò¾ðiíäå
æàçûë¹àí.

´òêiçiëãåí ºàðàñòûðóëàðäû» í¸òèæåñiíäå (3.28) áiðòåêòi
òå»äåóiíi» ê¾éëåð êå»iñòiãi áàçèñiíi» Õi(t,li) âåêòîðëàðû – îñû
êå»iñòiêòi» õj(t)  âåêòîðëàðûìåí áàçèñiíå ò¾ðëåíóií
ò½æûðûìäàäûº. Åêi áàçèñ òå t=t0 áîë¹àíäà, ñ¸éêåñ áîëàäû.
õj(t) ýëåìåíòòåði áîéûíøà áàçèñòi» àðòûºøûëû¹û –
êå»iñòiêòå óàºûò ¼òói ìåí áà¹ûòûíû» ¼çãåðìåéòiíäiãi. Îñû
ºàñèåò, ïðàêòèêàëûº åñåïòåðäå ¼òå ºîëàéëû. 3.12-ñóðåòòå
åêi¼ëøåìäi æà¹äàé ¾øií ºàðàñòûðûë¹àí áàçèñòåðäi»
âåêòîðëàðûíû» æ¸íå îëàð áîéûíøà Õ(t) âåêòîðûíû»
îðíàëàñóû ê¼ðñåòiëãåí.

Æ¾éåíi» ºîç¹àëûñû áiðòåêòi òå»äåóìåí ñèïàòòàë¹àí
æà¹äàéäà¹û ê¾éëåð êå»iñòiãiíi» áið åðåêøåëiãií ºàðàñòûðàéûº.
Îíäà ê¾éëåð âåêòîðû êåëåñi òå»äåóìåí àíûºòàëàäû:

3.12-ñóðåò

)t(X)t,t(Ô)t(X 00= .                             (3.80)
t1,  t0<t1<t êåç êåëãåí àðàëûº óàºûò ìåçåòií åíãiçåéiê.

Îíäà:
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),t,t(Ô)t,t(Ô)t,t(Ô 0110 =
òå»äiãií ïàéäàëàíûï, òàáàìûç:

)t(X)t,t(Ô)t,t(Ô)t(X 0011= .
Áiðàº (3.80) ôîðìóëàñûíà ñ¸éêåñ:

),t(X)t(X)t,t(Ô 1001 =
ñ¸éêåñiíøå,

).t(X)t,t(Ô)t(X 11=
Îñûëàéøà, t1 ìåçåòiíäåãi æ¾éåíi» ºàëïûí îíû» æà»à

áàñòàïºû ºàëïû ðåòiíäå ºàðàñòûðó¹à áîëàäû.  t  æ¸íå t1 óàºûò
ìåçåòòåði t0-ìåí ñàëûñòûð¹àíäà, æ¾éåíi» êåç êåëãåí æà»à
ºàëûïºà ¼òóií, ¸ðºàøàí áàñòàïºû æà¹äàéëàðäû» òiçáåêòi
æèûíû ðåòiíäå ê¼ðñåòóãå áîëàäû. Áàñºà ñ¼çáåí àéòºàíäà, á½ë
æà¹äàéäà á¾êië ê¾éëåð êå»iñòiãi, áàñòàïºû øàðòòàð
âåêòîðëàðûíàí º½ðàë¹àí. Îë  êå»iñòiê  áàçèñêå  (3.79)  n
âåêòîðëàðûìåí êèiëãåí. Ì½íäàé êå»iñòiê æ¾éåëåð
òåîðèÿñûíäà ôàçàëûº êå»iñòiê äåï àòàëàäû.

Æ¾éå, êiðåáåðiñ ñèãíàëäàðûíû» ¸ñåðiíäå áîë¹àí
æà¹äàéäà¹û, (3.67) áiðòåêòi åìåñ òå»äåóäi» øåøiì âåêòîðûíû»
ºàñèåòòåðií ºàðàñòûðàéûº. Á½ë æà¹äàéäà, æ¾éåíi» ºàëïû
ìûíà ôîðìóëàìåí àíûºòàëàäû:

ò+=
t

0t
00 .ds)s(U)s(G)s,t(Ô)t(X)t,t(Ô)t(X                      (3.81)

Êåëåñi:
)t(U)t(G)t(Z = ,                            (3.82)

áåëãiëåóäi åíãiçiï æ¸íå ìûíà òå»äåóäi:

)s,t(Ô)t,t(Ô)s,t(Ô 00= , (3.83)
åñêåðå îòûðûï, êåëåñi ò¾ðäå æàçàéûº:

ò=
t

0t
00ì ,ds)s(Z)s,t(Ô)t,t(Ô)t(X

ì½íäà¹û  Õì(t) – æ¾éåíi» ì¸æá¾ð ºîç¹àëûñûí àíûºòàéòûí
ê¾éëåð âåêòîðûíû» º½ðàóøûñû.

Åãåð Ät øà¹ûí óàºûò àðàëûºòàðû àðºûëû áîëàòûí
æ¾éåíi» òiçáåêòåñ ºàëïûí ºàðàñòûðñàº, îíäà ê¾éëåð
âåêòîðëàðûíû» ì¸íäåðií içäåñòiðó ïðîöåäóðàñû – æî¹àðûäà
ê¼ðñåòiëãåí áiðòåêòi òå»äåó ¾øií æ¾ðãiçiëãåí ïðîöåäóðà¹à
ñ¸éêåñ áîëàäû. t=t0+Ät áîëñûí, îíäà:
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ò=
1t

0t
0011M .ds)s(Z)s,t(Ф)t,t(Ф)t(X

Dt-íû» øà¹ûí ì¸íäåðiíäå èíòåãðàë æî¹àð¹û øåêòåí
ò¸óåëñiç æ¸íå ºàéñûáið ò½ðàºòû áà¹àí-ìàòðèöàíû áåðåäi:

ò=
D+ t0t

0t
01 .ds)s(Z)s,t(ÔN

ñ¸éêåñiíøå,
),t(N)t,t(Ф)t(X 01011M =

ì½íäà¹û N1(t0) áàñòàïºû øàðòòàð ð¼ëií àòºàðàäû.
Îñûëàéøà, æ¾éåíi» ì¸æá¾ð ºîç¹àëñûñû âåêòîðëàðûíàí

ò½ðàòûí ê¾éëåð êå»iñòiãi, æî¹àðûäà ºàðàñòûðûë¹àí åðêií
ºîç¹àëûñ  êå»iñòiãiíå  ½ºñàñ.  Îë  n-¼ëøåìäi  æ¸íå  áàçèñ
âåêòîðëàðû ðåòiíäå ê¾éëåð âåêòîðûíû» õi(t) º½ðàóøûëàðûíàí
àëûíàäû.

Æ¾éå ºîç¹àëûñûíû» æàëïû æà¹äàéû ¾øií (3.81), (3.82)
æ¸íå (3.83) àðàºàòûñòàðûí ïàéäàëàíûï, êiðåáåðiñ ¸ñåðëåði
æ¸íå áàñòïàºû øàðòòàð áàð áîë¹àíäà, ê¾éëåð âåêòîðûí ìûíà
ò¾ðäå æàçàìûç:

.ds)s(Z)s,t(Ô)t(X)t,t(Ô)t(X
t

0t
000 ú

û

ù
ê
ë

é
ò+=

(3.43) ôîðìóëàñûíäà¹û Ô(t,t0)  ì¸íií  îñû  òå»äåóãå  ºîéûï,
Õ(t), Õ(t0) æ¸íå Z(t) áà¹àí-âåêòîðëàðûí àøûï àëàìûç:
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Õ(t)  âåêòîðûíû»  j-øi  º½ðàóøûñû  êåëåñi  òå»äåóìåí
àíûºòàëàäû:

[ ] .ds)s(z)s,t(...)s(z)s,t()s(z)s,t(

)t,t(...)t,t()t,t()t(x
t

0t
n0jn202j101j

n0jn202j101jj

ò j++j+j+

+lj++lj+lj=
          (3.84)

(3.79) æ¸íå (3.84) ôîðìóëàëàðûí ñàëûñòûðûï, æàëïû
æà¹äàé ¾øií ê¾éëåð êå»iñòiãiíi» áàçèñ âåêòîðëàðû, êiðåáåðiñ
¸ñåðëåðiíi» º½ðàóøûëàðûíà äà ò¸óåëäi åêåíií ê¼ðåìiç, áiðàº
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t=t0 áîë¹àíäà, îëàð áàñòàïºû øàðòòàð êå»iñòiãiíi» áàçèñiìåí
ñ¸éêåñ êåëåäi.
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