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Предисловие
Математические методы исследования, моделирования и проектирования 

в современной науке и технике играет огромную роль. Развитие 

вычислительной технике, существенно расширяют возможности успешного 

применения математики в технических и экономических задачах.

- Математика -  фундаментальная дисциплина, ее преподавание 

предусматривает:

- развитие логического и алгоритмического решения мышления;

- овладение основными методами исследования;

- овладение численным методом математики и их реализация на 

современных ЭВМ;

- самостоятельные расширения математических знаний и проведение 

анализа прикладных задач.

Общий курс математики является фундаментом математического 

образования специалистов, и имеют важное значение для успешного изучения 

общетеоретических и специальных дисциплин высших технических учебных 

заведений. Объем и содержание курса определяется государственными 

стандартами образования и программой.

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов технических 

специальностей высших учебных заведений. Основным фактором освоения 

математики является самостоятельная работа студентов. Системой 

индивидуальных заданий активизирует эту работу и способствует более 

глубокому изучению курсу математики.

Появление новых типов высших учебных заведений, многообразие 

учебных программ по математике, недостаточная до вузовская подготовка 

многих студентов вызывает необходимость внедрение активных форм 

обучения, развитие навыков самостоятельной работы учащихся.

В сборнике индивидуальных заданий «Математика-1» включены 

следующие разделы: Пределы и дифференцирования. Для выполнения 

индивидуальных заданий, студентам необходим определенный объем знаний



курса математики. Дифференцированный подход к студентам обеспечен 

разнообразием предлагаемых задач. Среди них есть тривиальные, решаемые н<> 

определению, с применением таблиц производных или интегралов их можно 

предложить студентам с недостаточной математической подготовкой. Задачи 

повышенной трудности можно дать студентам обучавшимся в школе > 

углубленным изучением математики в обоих случаях необхолпм 

индивидуальный подход к студентам. Задачи отмеченные знаком « 1 

повышенной трудности, выполнение этих задач преподавателям необходимо 

дифференцировано подходить к оценке знании студентов.

В сборнике индивидуальных заданий «Математика-2» включены 

следующие разделы: Интегралы. Несобственные интегралы. Числовые и 

функциональные ряды.

Для выполнения индивидуальных заданий, студентам необходим 

определенный объем знаний курса математики. Дифференцированный подход г 

студентам обеспечен разнообразием предлагаемых задач. Среди них сем, 

тривиальные, решаемые по определению, с применением таблиц производных 

или интегралов их можно предложить студентам с недостаточном

математической подготовкой. Задачи отмеченные знаком «*» повышен.....

трудности, выполнение этих задач преподавателям необходимо 

дифференцировано подходить к оценке знании студентов.

Выполнение студентами индивидуальных заданий контролируемч 

преподавателем предварительно проверяется правильность решения задач 

Завершающим этапом является защита индивидуального задания, умении 

пояснят ь решения задач и решать задачи аналогичного типа.

При составлении сборника индивидуальных заданий использовались 

задачники различных авторов и изданий по курсу «Высшая математика».

При составлении сборника индивидуальных заданий использовались задачники 

различных авторов и изданий по курсу «Высшая математика».
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Индивидуальное таданис №1
Пределы последовательности и функции. Производные функции.

Задача 1. Вычислить пределы числовых последовательностей
( 3 - « ) 2 + (3 + и)2 (3 -  и)4 -  ( 2 -  /?)4

/ im

1.3. / ни

1.5. / im

1.7. / ни

1.9. / im

1.11. Л

(3 -  и)2 
(3 -  и)4

-(3 + л)2 
_ (2 + и )4

(1 -  и)2 -  (1 + /г) ' 

(6- и)2 -  (6 + и)2 
(1 и)2 -(1 + и)2 
(1 + 2л)‘ - 8н!
(1 + 2пу + 4и2 

(3 -  п)'___
(н + 1)2 -(/7 + 1)4 
2(и+ 1)' -  (и -  2)4

, , . (п + ЗУ + (и + 4)I . 1 3. / п н --------- --------------г
" "  (п + зу  -{П + 4У

1.15. /
8н' -  2;;

(н + 1)2 — (и 1)4 
( 2 / / - 3 ) 2 - ( я  + 5)2 
(3 и -  1)’ + (2/7 + З)2 
(2и +1) ’ +(Зи + 2)' 
(2/7 + 3) ' -  (/7- 7) ’ 

л ,  , . (2/7 + 1)’ -(2/7 + 3) ‘
"~>х (2п + 1)' + (2/7 + 3)” 

(н + 2)4 -(/7-2)4

1.17. / и;

1.19. i im

1.23. / /и/

1.25. / im

(н + 5)’ + ( и - 5 ) 2
(//+ 1) ' — (/7 “ 1) '

1.27. / ни

1.29. lim

(/7 + Г)" -  (/7 — 1 )

(/7 + 2) ' + (/7 + 2 )2 
/74 + 2/7 2 — 1 

/72 -  л//7̂~+ I

1.2. / in.И->Г. ( I _  „ у  _  (1 + п)4

, , , • (1 /7)4 (I + /7)1 .4. / ///7-------- --------------
" ■*' (1 + и )' — (1 — п)2

(п + 1)’ -(/7 + ])21.6. / im

1.8. / im

1.10. / ////

1 (/7 -  1) -  (/7 + ])’

(3 -  4//)2

1.12. I im

1.14. / /777

(/7-3)’ -(/7+3)'
(/7 + 1 )2 + (/7 — 1 )2 -(/7 + 2)'’ 

(4-/7)’’
(/7 + 1)' + (/7 + 2) '
(и + 4)2 + (// + э ) ’

(/7+1)4 (/7 1 )4

1.16. / im

1.18. / im

1.20. / im

1.22. / /7/

1.24. / im

(/7+ 1)' + (/7 -  l)2 
(/7 + 6) ’ -  (//+ 1) ’

(2/7 + 3)" + (/7 + 4 )' 

(/7 + 10)2 + (3/7 + l)2 
(/7 + 6) ' -  (// + 4)2 

(/7 + 7) ' -  (/7 + 2) ' 
(3/7 + 2 ) ' + (4/7 + 1)2

/7 ’ -  (/7 — 1) '
’ (/7 + l)4 — /74

(77+1)' (/7-1)'

1.26. I m

1.28. I im

(/7 + 1) ’ + (/7 -  I) ’ 
(/7 + 1)4 -(И- l У 
(П + l)2 + (/7 -  l)2 
(/7 + l)2 +(/7 -  I)’ 

772 -  3/7

’ +2
1.30. lim л//7 + 1 -  V 772 + 1

i f  11 + 1 -  л/н^+7

Задача 2. Вычислить пределы числовых последовательностей 
2.1. / im n(yfir + I + V/72 -  1)

>rz2.3. /ни (// - \ // ■ 5 )//'. /

2.2. / 7/77 7? [^fn(n -  2) -  V772 -  3 |.

2.4. / 7/77 [ Л/(>72 + 1 ) (/7 ’ -  4) -  т/н4 -  9 j.
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VI  i 3 //)Л'\ Inn
( v // X П sj tl( II

v n
’ I) ! an ( v 11

Т 1 / im in \ ^4 п ' ) ’ К 1’ НИ ) sjtlill ( 3) \In' 2// + 3j

2.9. Пт | J(n i  2)(/i | 1) ч/( п 1)0/ 1 ')| 2 10 / /2// // i v/»<"1 i) Д/ •3'

2.1 1. / //;/ /;(л/5~+ ’ -  2//) 7.17 / //// >/ ( v д ( // ' %/з + / / ')

2.13. /да/ ] Щп + 2)' 3)’ 1 2.14, / //// v'l" 1 1)' sl"0i--1.X//-3)
■V / • \hi

2.15. 1 im {У'7г Д- 3/7 ~ 2 — л//з" “ 3) 2.16. / im •Jn(sln +2 -  \!ti Д з)

2.17.
. f д//7(/?' + 9 ) 'y J {n  

1 и п ---------- --------------- -—
4 -1 ) ( / / : +5) 2.18. / /да (sfitln + 5) - a).

л ./ п
2.19. / im sin' + 8 (sin' + 2  - лД/4 -1 ) .

2.20. / //н
sj(ir' +!)(«■1 + 3 ) - sfnin* +2 )

2 JV?
2.21. / /т  [Д(//' + 1)(//2 + 2) - Д(/7- - 1 К н 2-Д2)1.

2 °2 / im
ДДг 7- i)(/?" пфн nl + 1)

/7

■> ->•> Пт J(n'  + \ ) ( 7 ~ \ ) -
П УГ П

- Д/71’ -  1 2.24. / im \n -  -Jn (n - 01

2.25. / im n ' [ { [ 2 (/?" + 4) -  \f(ns -  I) | 

2.27. I im \ln\ifu2 -  \Jn(n~ 1)|

2.29. / im n(V«* + 3 ~ Я n ‘ -  2 )

2.26. I im \n4u -  yjn(n + 1)(я + 2) |

2.28. I im -Jn+Ksfn  + 3 — \fn~  4)

2.30. / im ^n(n + !)(/? + 2) ( s in ' - 3  -  i f r  -  2 )

Задача 3. Вычислить пределы числовых последовательностей.
' /7 +■ 1 'j

. >? - Г j
/г  -1  V'

2 /г -т 2 Г
.. . ч 2,г  + 1 1

, _ , . 'и  - - 3» + 6-•>. 1.1 пп \ - -----------
+ 5/; т I

3.9 П т \
„ I Ьп + 4/

.1. Пт

3.3. / in

3.x  I im

3.11. / im

3.2. / Ли 

3.4. / /да

2/7 + 3 j
2п + 1 J

7 и -  1 3"
i п + 3 j

. ( 3 / г - 6 » +  7 )
» .Д з « г + 20» - 1;

' V I -  ( " ~ 10 У" 'J.8. / пп --------
п ->г 1. п + 1 ,/

. . l / r + l l  -  1

3.10. / /

3.12. I im

I 3/7 ' + 4/7 -  1 
[ 3/;’ + 2л +■ 7 ,

I 2и- +■ 5/7 +- 3 ;

6



3.13. Пт i V l ! 3.14. Пт !r 5/Г + 3 » - l  ^
и >У\ п +-\) v 5/7' + .3/7 + 3 j

3.13. / Ьп
( £ 4 Г 3.16. Пт !

f 2n~ + 7/? — 1 j
к 2 ir  +3/7-1 J

.1.17. / im
т г 3 .18. / im J' и  + 1 V"’-“
\ п  + D 3

f  2н2 +21»;-71'’“"

i /7 ’ -  1 j

Д О я -зУ "3.19. l im ■------------------j 3.20. Пт !
( h r  + 18/7 + 9 ) „ >Г1V 1 0/7 -  1 J

3.21. / Ьп j 3/Г -  5 ?t ')
3.22. Jim \' 1 ± 2  \ "

{ 3/?' -  5/! + 7 J 1v 11 + 1 J

3.23. Пт С п" ~6rt + 5 \ 3.24. / im 1{ n + 4 j”
1 /Г -  5п + 5 ) h-vh '\ /7 + 2 ,1

3.25. / Ьп ( h r  +18и -  15 ] 
( h r  + 1 !« + 15 j

3.26. / im |2 2 / 7 - 1 / "  
-.2/7+1.)

3.27. / ни 3.28. Пт
' 13/7 + 3 у - д

1 п' + 2 j Д З / i - l o j

3.29. Пт ( 2/Г + 2/7 + 3 'l 3.30. I im j
/7 + П }

lv 2п~ +2/1 + 1 J v -  7 j

Задача 4. Доказать (найти 0'(£)Х что:

1.'. lim ' V : '
' > -Y + 3

, ,  .. 5.Y2 -4.V-1 
'• " -Y -  I

4.3. lim —- _ 2± _ r  = _ 7 
2 .r + 2

i -ir 4-v “ 14.y + 6
x -  3

, . 6.Y2 + -V — 14.5. h m ------------- = -эX , x + 1/2
. r бл '-Д '- l  4.6. lirn-------------= >

- - 1, -v -1 / 2

4.7. lim <h 6,v-+- 1 / 3 д- +1/3
3 V ‘ — 3 Y ~ ?

4.8 lim -------- -— -  = 7
■v *2 -v -  2

, 0 ,. Зл- -  2+ -1  4.9. l i m -------------- = -4
'■-++ .Y + l/3

i i а г + ̂ -v + t ,4.10. hm---------------= -6
x  -f-1

4.1 l.lim ~ 4д +3 = 2 
.y- 3

2 Y' + 3 Y — 214.12. lim 7 + J 2 i£ _ + :=5
'-++ .Y —1/2

■ , ,  r 6.Г -  5л + 1 4.13. lim -------------- = -1
'-++ -Y — 1/3

4.14. lim = _|9
c -—7 7 л + 7 / 5

2.v'+13.r + 21 1 
2.V + 7 2

„ , ,  2-y2 -  9.y + I0 1 
■++ 2.v-5 2

6.Y2 + -V — 14.17. lim -------------= э, -., 7 .V -1 /3
1 is г 6.v2 -75.V-39

-'■—'"7 Д-+1/2
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4.19.lim 2. 2 b

4.21. lim

4.23. lim

,v + 7
6л-

3.v+l
3-v--40.Г + 128 04.2л. lim---------------- = 8

' + л -  8
">v; -луд л4.27. lim —----'-4-^ = -3

< >'- .v-1/2
I -V, ,• 3.v" + I l x -  64.29. lim--------------= 19

д -1 /З

4.20.lim—-  3 = 26
v .V -  D

4.22. lim 2^ - ± 6^ - I - ==- | 0

4.24.1

-v + 4
’ + 2.T -  15 = -8

4 .2 6 .l im ^ 5L̂ l °  = 49
a >k i . r - K )

4.28. lim Зл- +17.V-6 -19

4.30. lim 15д2 - 2 л - 1 
x  + l / 5

Задача 5. Вычислить пределы функций
-2.T-I) (.Y + I)n.l.lim 

5.3. lim

1 д + 4 д : - д
(д- + Зд — 2)2 

1 д ’ +2л- -  д - 2
_ _ (л- + 2д -  3)д.л. lim

+ д ’ +4.1- + 1

b . i i m " - ' 1 "

5.9. lim :
V А 1 ’

5.1 1. lim 

5.13. lim

д + д 
-З.г-2

л ’ -Зл + 2 
д' -  д 2 -  д + 1 
.г’ -  4д2 + 5д + 1 

.у' -Зд-2
- , _ .V + дд + 8.v + 4 э. 1л. lim---- ------ т------

■ : д ’+Зд--4
л"' — 6д— + 12.V — 8л. 17. lim 

5.19. lim 

5.21. lim

д ’ -  Зл- + 4 
л ’ -  Зд -  2

'(Д--Д-2)’ 
.у' -Зд-2
Л- +2.Т+1

.. д4 -  I л.2л.|1П1--------- —
■ >' 2д -д--|

- ,  - 2.1-  -  д -  1л.2л. lim—------- ------
1 ‘ .V + _.\ V -

_ .. д' -2д-1л.27. lim -----------
' > д 1 +2д + 1

л- - 15.29. lim

5.1. lim

(2.1-  -  л -  Ip +.4. Inn —V-
,] .г' + 2д- -  д -  2

. .  .. (д 5 — 2д' — 1) ’л.6. lim

5.8. lim

5.10. lim 

5.12.lim 

5.14. lim 

5.16. lim 

5.18. lim 

5.20. lim 

5.22.limv >1

5.24. lim

д 4 + 2д +1 
.i- -2.V+I 

r I
5.1-+7.T + 3

д ’ + 4.v" +лд + 2

д ' -  .у2 -  д + I 
Д* -  I

2.tj - д^Т  
д ’ - 5 д -  +8.V-4  

д ’ -  Зд- + 4 
л ’ +5.1- т8.1+4  

: д ’ + 7д + 16.т + 1 2 
д! -Зд-2

д — 1
д- -2.V + 1

' '  л " ’ - Д - - Д  +  1

д- + Зд + 2
д' +2.1--Д-2

5.26. lim — 

5.28. lim

д" + 2д -  л
•!.т’ +4д-+3д 

л')! -  (1 + Зд)

>1 lv  - V - 1
_  ̂ , .. .V + 7д + I л.у + 9д.дО. lull —------- ,--------------

' > -д' +8.1- + 21.V + I8
8



t;i i;iiiu 6. Вычислить пределы функций

<» I lim
х/Г+2^-3

Л - 2
лл

ь ' Inn

’ •' V.v’ - l
Ф Л 6 + 2

л-' +8

ь / lim
Лн

Л -2 
Л  + 3.\' + л'2 —2

(.11 lim

.г + ..У
л/т — 1

Г. I

<> I vlim

(. I /

(, |Ч

Ч

И у}\ + .Y --J2.X 

V4y - 2
m i ____ ___= =
•' / *  + 2 -  л/21

Л Л з
/зi  + . v - V  _.Y 

Vl б.т — 4

+ .Y - л /Zr

уЛТЛ - 1 / 2
1Л Т Л Л  -  V2

• Л Т Г б - 1 / 4

4
г -  л/Л

1 i lim
v27 + -v - л/27 — -Y

л/.Г~ +V.T

\/l - 2 х  + З.т2 - ( I  +.т)

<■ ’ / lim
Л - 2

1 | / ( Л - 4 ) 2

; ;-----
Л -  -1 6

6.2. lim л/l -  л- -  3

2 +Л
 ̂ . . .  Л Т Т з - 2 л / Л |6.4. lim----------т-------------

6.6. lim -

6.8. lim

л- -  4

л/l — 2л‘ + -Y~ — (1 + Y)

. . . . . .  Л Л Л Л 2 7 -6.10. lim--------------
' +1’ „r + 2V-y4

. _ , - л/l + Л -  л/l -  -Y6.12.lim-

6.14.lim

6.16. lim Л  —6 + 2
~ Л Л Л
л / Л Л - 5

6. i 8.lim — ==-------

6.20. lim

v-v” — 4 

Л / 9 - 1 / 3

ЛГ73 + д- -  V Z.Y

6.22. lim 2 л л 2 л 3

Л Т Л Л Л - 2
6.24. l im-------- —

v> V. y2 + jt'

6.26.lim Ч / + Л  -  5

6.28. lim

Л - 2
+ 2

2 Л Л 8
Ю-Л'-бл/l -.V6.30.lim------------ = ------

'■ >4 2 + Л

l.i iii'ia 7. Вычислить переделы функций
7.2. lim

I +.vsin.Y-cos 2 j
sin x

Inn
,v; +1

sin(.v + 1)
7 . 4 . 1 1 т У Л Л  

' In-Y-In a

9



I < MM

/ / Inn / I  I I Mill \ I

7.6. lim —
' * 11 sinter-sin fix

7.8. lim л-(с' - e -

7.9. lim - '
' ‘sin(,T 3.v)

, .. sin ,v - cos.v 7 .1 1. lim -----

7.13. lim

111.r
I -  cos2y + дДд-

ln(.v + h) + ln(.Y - h) -  2 In .V 7. Li.Inn--------------------- 1---------_ ,v>0

7.10. lim

7.12. lim

l -.v- 
sin жх
и ' ~ u h 

x - h
sin 2.v-2sin.v 7.14. lim — -

.Y In cos n.v

7.16.lim----
v и log, .v

7.1 7.lim-------------
>->" tg.x 7.18.lim/

7.19. lim i i n O ^ b s i n C r - A )  V7+~2 _
/,.0 h 7.20. lim ------■---------

1 * 11 sin3_r
x-h \ h -) г

7.21 .lim —---- —  —— 7.22.lim ' ~
' >0 1 -  COS v X

7.23. lim T l t Y Z r . .. 2sin: .Y + s i n .v - 1 7.24. l im ------------------------' sin лх ' *- 6 2 s i i r  .r-3sin.Y+ 1
•7 О- Г !g-V -17.2э. lim — —

' *■'" V-Y — 9 -1

YV-/ -y
7.36.lim -  J

x~*" ln(l + x-J 1 + x e ' )

7 . 2 7 . П т ^ ^ ' ,. sin h.x -  sin их
' м si ir 2.v ln(/g(/T / 4 + ax))

7.29. lim — 7.30.lim l°g -, 'r_ lv кг - COS' .V A'^; fgXX
Примечание: Данную задачу решить по правилу Лопиталя, 
дифференцирования, т.е. двумя способами.

после раздела

Задача 8. Вычислить пределы функций

8.1. Inn
' " 4  .Y ;

8.2. l im f— T |
'■ 4  3 -  Y J

_ „ ( sin 4v V _)
8.3. Inn -----  |

' >0'v -Y 8.4. lim — - 1-
i >ll[ у

8.5. lim (co s) ' ’
8.6, lim ' 1 4

- "’I i- i 7

8.7. lim f —  ' H 8 8 I i , „ l ,-, : ' h  ;
, .11,  ̂ 1, ..Ml (,.Y j

8.9. 1 im [ C , 1 X 10 Inn '
.у ! ■ 1 . 4

К)



8.1 I. lim sin6x

X.I3. lim

->Ц 2x 

sin 2x

X.l 5

■' sin j.r 

lim
*> 3x~ + 10

X.l7. lim

X. 19. lim

22' -1

1 I.t + 8

X 2 1. lim

Ч12.Г+1 

ln( 1 + .V2)

lim

lim (o' + x)“

8.23

X.25

X.27. limj tg —x 

l + 8xX.29. lim
4  2 + 1 lx

8.12. lim, , 1 
' >‘M .v

8.14. lim| /^(.y+—

8.16. lim[sin(.Y + 2)1'r-->0

8.18. limT^
>■ x + 10 J

8.20. lim] - - - - -  l 
' 4  x ’ + 8

8.22. Iim| c o s -  
П

8.24. I J arc,* 2x

sm Эх-(
8.26. lim!

■r "\  sinx 

8.28. l im (6 -5 /co sx )w

8.30. lim arcs in ‘ x 
arcs in2 4x ,

Задача 9. Найти производную

9.1. у = 2(3х‘ +4л-2 -  х -  2)
9.2. у  = (2х2 - 1 ) л / |+ х 2

15л/Т+4 Ъх'

i) 2 v - X4 - 8 х 2
9.4. у = 2х2 х — 1

2(х2 -  4) Зл/2 + 4х

9.5. у =
(1 + х8)л/ Г 2 7 9.6. у =

.V

12х2 2л/Т^Зх2

9.7. у  =
(х2 -  6)7(4 + х 2) ’

9.8. у  = (х2 -8 )л /х2 - 3
120х5 6х2

9.9. у  =
4 + Зх ’

9.10. у  : , |( l+ .v 2'4)2
х\1(2 + х ' ) 2 1  х 422 -

9,11. у : •V6 4- .V ' -  2
9.12. у: (х2 -2 )s /4  + x 2

л/| -  л- 2' 24х’

9.13. у:
1 + х 2

9.14. у: л/х^Т(Зх + 2)
2vl + 2х2 4х 2

9.15. у : л/(1 + - 4 ) ‘ 9.16. у:_ X6 + 8х’ -128

3.Y ' л/ 8 - х ’



у.]8. v = (I9.1 7. y 2.v + 3(.v -
.V'

9.19. _  (2л- -+ 3)V.v
9,v ;

9.21. i (2 .r’ + l)-v7

2)

х

9.23. ____1_
(-v + 2)л/л-’ + 4.V +  5

9.25. у  = 3-\[(7+ l ) / ( .v - l ) ’

9.27. у =  (W .v  +  7) /(.V’ +  .v +  I ) 

9.29. у = ((л' + 3)ч/2л--|)/(2.у + 7)

9.20. у 

9.22. v 

9.24. у

9.26. у 

9.28. у 

9.30. у

Задача 10. Н айт производную.
10.1. V =  Л- -  In(2 + е ' + 2x1 е 2* + с '  +])

10.2. I’ = у2' (2 sin 2.v- cos2.t)/8
| п ,  1 у ' ~ 3IU.j . v = —arcti*-------

2 ‘ 2

ю л  r = J - i„ l± 2 1
In 4 1 - 2 ’

10.5. у = 2уГс ' +1 + In — 1
V у v + I +1

Ю.6. y  = ^ ( a r c t g e ' ) '

10.7. v = — 1 n(с' л + I) — 2arcig с '

10.8. v = 1п(у ' + 1) +
6(С + I)2'

10.9. у = 2(72' -  1 - a r c t g j v  -1 ) /1 п 2

10.10. у = 2 (x -2 )J  1 + у' -2In((VT+t-r -  |)/(VT+y' + I))
10.1 I. .у = y'/r(asin/2v-/3cos/2Y)/(a2 + р г )
10.12. у = y“ (/?sin/7Y + r/cos/Jr)/(«2 + /72)
К) 13 t. l t /cos2hy + 2/?sin 2h.x

2 a 2 (a2 + 4 h 2) 1
10.14. v = x + 1 /{1 + ('') -  |n( 1 + e ')

10.1 5. у  ~ .v -  3 lnf(l + c' f’)л/]+с' ' J — Ъагс1£е'

10.16. y = .v+ — 7 .
l + y rJ

10 .1 7. у  = ln(c -i- л/с‘ ' -  I) arcsin <

10.18. у  = x - c  'arcsine' ln(l \ J\ )
10.19. v = _v — Inj 1 + c' ) - 2c ' itrciiic'' {ttri-tyc' )'

- r;)f  77
______ Л - - Ч

{x2 + 5W.T2 +5

, Т с  + .у+ 1j -----------
Л- +  1

(.у + 7 ) /(б Т С  +2.T + 7) 

(x 2 +2)/(2v'l^C )

(3.Y + 7 .Y )/(V 7  + 2 )



10.20. у  =

10.21. у  =

1 + a '

----~ a r c tg ( e "
m-Jab v b

10.22. v = 3t, ; ' ( \  л ~ - 2 \ f x  + 2)

10.23. у  = In

10.24. у  = с“пл .v

-1
Vl + c' t e 2' -  Г + 1 

1

10.2Э. У = ^-[(л'2 “ 0 COS AT + (a -  I)2 sin a]

10.26. у  = arctg(e' - e  ')

10.27 . у  =  З е 'л | i / x 2 -  5-{HS +  20 a -  60V a 2 + 1 20V a -  120]

10.28. у  = -<?5x /(3xh\x)

10.29. у  = arcs in c,A -  л/l- e 1'

10.30. y  = - ^ e  гЧ а4 + 2 .r  +2)

(плача 11. Найти производную
1 I. I. у  = фх \n(-Jx + л/.y + a ) — y[x + a 

I 1.3. у  = 2л/а -  4 ln(2 + Va )

1.5. v = 1п( 7 а + Va + 1)

1.7. у = ln2(.r + ras.v)

1.9. у  = In - ^ Ц -

I. I 1. у  = In i
l+2.v 
1 -  2.y "

1.I7. v = In cos -

2x + 4
1.13. v = In sin--------

x + 1
1.15. у  = log4 log, type 

2a + 3 
2a + 1

1. 19.y = log4 - i = = =
4  1 — x

1.21 .y = In arcsin 4 1 - e 2'

1.23.y = ln(/> a + -Jo2 + /i2 л'2 )

1.2. у  = Iii(a + \/(Г - A )

1.4. у  = In X —
VI -  oaj

O2 + .Y2
I .6. у  = 111 —----- -

a" -  x
1.8. у  = In ’(I + cos a)

u 2.J

‘Л 1"!

' x - 4 2

а +  л/2
11.14. y = !ogl(, log.lgY

11. 16. 1’ = a(cos In x  + sin In a) / 2 
11.18. v = lg In ctyx

11.20 .y  = ~ \ n ( j 2 t z  x  + J T + 2 tg 2 a )

1 1.22.у  = In arccos л/l -  e 2x

/I-2 + i  + x 4 iI 1.24.1= In
4 x 2 + 1 -  aV 2



25 у = lii(iii'Ccos —j=)
-J-V

45 + ?у(л/2) 
Л -^(.v/2)

1.29.1- = In In sin(l + l/.y)

1l.27..v = In

Задача 12. Найти производную
г  1 sin ’ 4л 

12 .1 . n = sinv3  + - ----- ,3 cos m

I 1 s in 2 4.t 
12.3. y  = t f l g -  + 4 - ^ 7

12.5. v = 

12.7. v =

cos sin5 sin —-V
2 cos 4.v

cos In 7■ sin2 7.t 
7 cos 14 л

1 sin2 6 л
12.9. v = clg +

1 1 1 sin: Юл-
12. 11..v = - c o s  Ig 2 10 cos 20л

1 sin" эл
,2.13. y = 8sinofc3 + - —

cos tg0J_3) -shyHST 
15 cos 30л

clg sin (1 / 3)-sin' 17.v 
17 cos 34л 

lg In 2 sin2 19.v 
19 cos38.v

sin2 21.r

12.15. .1 =

12.17. у =

12.19. y =

12.21. v = Jtg* + 21 cos 42-v
1 sin2 23.v

12.23. v = lncos-  + -7 ^ 7  

| sin2 25л
p  os у = sin In — + —-----b------- 2 2 ocoso0.t

12.27 i' = \jtg cos 2 

12.29. v = cos2 sin3 +

sin2 27л
27 cos 54л 

sin2 29л 
29cos58t

Задача 13. Найти производную.
m  -  cigx

13.1. v = c r c tg ------ иг—  -

In Л
1.28.1-= In — — -

sin(l/ Л)

1.30.v = In In’ 1112 л

1.26..V = ln(c ’ + VI + c" )

12.2. v 

12.4. у = 

12.6. у  = 

12.8. у  = 

12.10. у 

12.12. у 

12.14. у  = 

12.16. у  =

15.18. у = 

15.20. у - 

15.22. у  

15.24. у 

15.26. у 

15.28. у 

15.30. 1

1 cos2 Зл
cos In 2 -  -  у  - 

3 sin 6л

1 cos" 4л

cos clg 2

C'g ' l~ 8 "sin 8л 

sin cos 3 - cos" 2л 
4 sin 4л

1 cos" 8л 
16 sin 16л

,----- - I cos" 10.v
'‘C'g  ~ ~ 2 0  sin 20,v

1 1 cos" 12.v
= 111 Sill -  + —7— T—2 24 sin 24л 

cos clg 3 ■ cos" Ил
28sin 28.v

sin Ig (1/ 7)^ 2 Юл 
‘ 32sin 32л

соСЮл
36sin36.Y

I cos" 20л 
40 sin 40л 

| cos2 22.У 
44 sin 44л 

1 I cos2 24л

= clg cos 5 -

= cos In 1 3 -

=ctg sin 13 48 sin 48л
,,------ f= 1 cos2 26л
v 52 sin э2л

cos" 28л 
56sin56A- 

cos2 30л 
бОятбОл

= sin \jlg-

= sin’ cos 2

14



25 у = lii(iii'Ccos —j=)
-J-V

45 + ?у(л/2) 
Л -^(.v/2)

1.29.1- = In In sin(l + l/.y)

1l.27..v = In

Задача 12. Найти производную
г  1 sin ’ 4л 

12 .1 . n = sinv3  + - ----- ,3 cos m

I 1 s in 2 4.t 
12.3. y  = t f l g -  + 4 - ^ 7

12.5. v = 

12.7. v =

cos sin5 sin —-V
2 cos 4.v

cos In 7■ sin2 7.t 
7 cos 14 л

1 sin2 6 л
12.9. v = clg +

1 1 1 sin: Юл-
12. 11..v = - c o s  Ig 2 10 cos 20л

1 sin" эл
,2.13. y = 8sinofc3 + - —

cos tg0J_3) -shyHST 
15 cos 30л

clg sin (1 / 3)-sin' 17.v 
17 cos 34л 

lg In 2 sin2 19.v 
19 cos38.v

sin2 21.r

12.15. .1 =

12.17. у =

12.19. y =

12.21. v = Jtg* + 21 cos 42-v
1 sin2 23.v

12.23. v = lncos-  + -7 ^ 7  

| sin2 25л
p  os у = sin In — + —-----b------- 2 2 ocoso0.t

12.27 i' = \jtg cos 2 

12.29. v = cos2 sin3 +

sin2 27л
27 cos 54л 

sin2 29л 
29cos58t

Задача 13. Найти производную.
m  -  cigx

13.1. v = crctg ------иг— -

In Л
1.28.1-= In— — -

sin(l/ Л)

1.30.v = In In’ 1112 л

1.26..V = ln(c ’ + VI + c" )

12.2. v 

12.4. у = 

12.6. у  = 

12.8. у  = 

12.10. у 

12.12. у 

12.14. у  = 

12.16. у  =

15.18. у = 

15.20. у - 

15.22. у  

15.24. у 

15.26. у 

15.28. у 

15.30. 1

1 cos2 Зл
cos In 2 -  -  у  - 

3 sin 6л

1 cos" 4л

cos clg 2

C'g ' l~ 8 "sin 8л 

sin cos 3 - cos" 2л 
4 sin 4л

1 cos" 8л 
16 sin 16л

,----- - I cos" 10.v
'‘C'g  ~ ~ 2 0  sin 20,v

1 1 cos" 12.v
= 111 Sill -  + —7— T—2 24 sin 24л 

cos clg 3 ■ cos" Ил
28sin 28.v

sin Ig (1/ 7)^ 2 Юл 
‘ 32sin 32л

соСЮл
36sin36.Y

I cos" 20л 
40 sin 40л 

| cos2 22.У 
44 sin 44л 

1 I cos2 24л

= clg cos 5 -

= cos In 1 3 -

=ctg sin 13 48 sin 48л
,,------ f= 1 cos2 26л
v 52 sin э2л

cos" 28л 
56sin56A- 

cos2 30л 
бОятбОл

= sin \jlg-

= sin’ cos 2

14



VI  i 3 //)Л'\ Inn
( v // X П sj tl( II

v n
’ I) ! an ( v 11

Т 1 / im in \ ^4 п ' ) ’ К 1’ НИ ) sjtlill ( 3) \In' 2// + 3j

2.9. Пт | J(n i  2)(/i | 1) ч/( п 1)0/ 1 ')| 2 10 / /2// // i v/»<"1 i) Д/ •3'

2.1 1. / //;/ /;(л/5~+ ’ -  2//) 7.17 / //// >/ ( v д ( // ' %/з + / / ')

2.13. /да/ ] Щп + 2)' 3)’ 1 2.14, / //// v'l" 1 1)' sl"0i--1.X//-3)
■V / • \hi

2.15. 1 im {У'7г Д- 3/7 ~ 2 — л//з" “ 3) 2.16. / im •Jn(sln +2 -  \!ti Д з)

2.17.
. f д//7(/?' + 9 ) 'y J {n  

1 и п ---------- --------------- -—
4 -1 ) ( / / : +5) 2.18. / /да (sfitln + 5) - a).

л ./ п
2.19. / im sin' + 8 (sin' + 2  - лД/4 -1 ) .

2.20. / //н
sj(ir' +!)(«■1 + 3 ) - sfnin* +2 )

2 JV?
2.21. / /т  [Д(//' + 1)(//2 + 2) - Д(/7- - 1 К н 2-Д2)1.

2 °2 / im
ДДг 7- i)(/?" пфн nl + 1)

/7

■> ->•> Пт J(n'  + \ ) ( 7 ~ \ ) -
П УГ П

- Д/71’ -  1 2.24. / im \n -  -Jn (n - 01

2.25. / im n ' [ { [ 2 (/?" + 4) -  \ f(ns -  I) | 

2.27. I im \ln\ifu2 -  \Jn(n~ 1)|

2.29. / im n(V«* + 3 ~ Я n ‘ -  2 )

2.26. I im \n4u -  yjn(n + 1)(я + 2) |

2.28. I im -Jn+Ksfn  + 3 — \fn~  4)

2.30. / im ^n(n + !)(/? + 2) ( s i n ' - 3  -  i f r  -  2 )

Задача 3. Вычислить пределы числовых последовательностей.
' /7 +■ 1 'j

. >? -  Г j

/г  -1  V'

2 /г -т 2 Г
.. . ч 2,г  + 1 1

, _ , . 'и  - - 3» + 6-•>. 1.1 пп \ - -----------
+ 5/; т I

3.9 П т \
„ I Ьп + 4/

.1. Пт

3.3. / in

3.x  I im

3.11. / im

3.2. / Ли 

3.4. / /да

2/7 + 3 j
2п + 1 J

7 и -  1 3"
i п + 3 j

. ( 3 / г - 6 » +  7 )
» .Д з«г + 2 0 » - 1 ;

' VI -  ( " ~ 10 У" 'J.8. / пп --------
п ->г 1. п + 1 ,/

. . l / r + l l  -  1

3.10. / /

3.12. I im

I 3/7 ' + 4/7 -  1 
[ 3/;’ + 2л +■ 7 ,

I 2и- +■ 5/7 +- 3 ;

6
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/ / Inn / I  I I Mill \ I

7.6. lim —
' * 11 sinter-sin fix

7.8. lim л-(с' - e -

7.9. lim - '
' ‘sin(,T 3.v)

, .. sin ,v - cos.v 
7 .1 1. lim ------

7.13. lim

111.r
I -  cos2 y  + дДд-

ln(.v + h) + ln(.Y - h) -  2 In .V 7. Li.Inn--------------------- 1---------_ ,v>0

7.10. lim

7.12. lim

l -.v- 
sin жх
и ' ~ u h 

x - h
sin 2.v-2sin.v 7.14. lim — -

.Y In cos n.v

7.16.lim----
v и log, .v

7.1 7.lim-------------
>->" tg.x 7.18.lim/

7.19. lim i i n O ^ b s i n C r - A )  V7+~2 _
/,.0 h 7.20. lim ------■---------

1 * 11 sin3_r
x-h \ h -) г

7.21 .lim —---- —  —— 7.22.lim ' ~
' >0 1 -  COS v X

7.23. lim T l t Y Z r . .. 2sin: .Y + s i n .v - 1 7.24. l im ------------------------' sin лх ' *- 6 2 s i i r  .r-3sin.Y+ 1
•7 О- Г !g-V -17.2э. lim — —

' *■'" V-Y — 9 -1

YV-/ -y
7.36.lim -  J

x~*" ln(l + x-J 1 + x e ' )

7 . 2 7 . П т ^ ^ ' ,. sin h.x -  sin их
' м si ir 2.v ln(/g(/T / 4 + ax))

7.29. lim — 7.30.lim l°g -, 'r_ lv кг - COS' .V A'^; fgXX
Примечание: Данную задачу решить по правилу Лопиталя, 
дифференцирования, т.е. двумя способами.

после раздела

Задача 8. Вычислить пределы функций

8.1. Inn
' " 4  .Y ;

8.2. l im f— T |
'■ 4  3 -  Y J

_ „ ( sin 4v V _)
8.3. Inn -----  |

' >0'v -Y 8.4. lim — - 1-
i >ll[ у

8.5. lim (co s) ' ’
8.6, lim ' 1 4

- "’I i- i 7

8.7. lim f —  ' H 8 8 I i , „ l ,-, : ' h  ;
, .11,  ̂ 1, ..Ml (,.Y j

8.9. 1 im [ C , 1 X 10 Inn '
.у ! ■ 1 . 4

К)



8.1 I. lim sin6x

X.I3. lim

->Ц 2x 

sin 2x

X.l 5

■' sin j.r 

lim
*> 3x~ + 10

X.l7. lim

X. 19. lim

22' -1

1 I.t + 8

X 2 1. lim

Ч12.Г+1 

ln( 1 + .V2)

lim

lim (o' + x)“

8.23

X.25

X.27. limj tg —x 

l + 8xX.29. lim
4  2 + 1 lx

8.12. lim, , 1 
' >‘M .v

8.14. lim| /^(.y+—

8.16. lim[sin(.Y + 2)1'r-->0

8.18. limT^
>■ x + 10 J

8.20. lim] - - - - -  l 
' 4  x ’ + 8

8.22. Iim| c o s -  
П

8.24. I J arc,* 2x

sm Эх-(
8.26. lim!

■r "\  sinx 

8.28. l im (6 -5 /co sx )w

8.30. lim arcs in ‘ x 
arcs in2 4x ,

Задача 9. Найти производную

9.1. у = 2(3х‘ +4л-2 -  х -  2)
9.2. у  = (2х2 - 1 ) л / |+ х 2

15л/Т+4 Ъх'

i) 2 v - X4 - 8 х 2
9.4. у = 2х2 х — 1

2(х2 -  4) Зл/2 + 4х

9.5. у =
(1 + х8)л/ Г 2 7 9.6. у =

.V

12х2 2л/Т^Зх2

9.7. у  =
(х2 -  6)7(4 + х 2) ’

9.8. у  = (х2 -8 )л /х2 - 3
120х5 6х2

9.9. у  =
4 + Зх ’

9.10. у  : , |( l+ .v 2'4)2
х\1(2 + х ' ) 2 1  х 422 -

9,11. у : •V6 4- .V ' -  2
9.12. у: (х2 -2 )s /4  + x 2

л/| -  л- 2' 24х’

9.13. у:
1 + х 2

9.14. у: л/х^Т(Зх + 2)
2vl + 2х2 4х 2

9.15. у : л/(1 + - 4 ) ‘ 9.16. у:_ X6 + 8х’ -128

3.Y ' л/ 8 - х ’



у.]8. v = (I9.1 7. y 2.v + 3(.v -
.V'

9.19. _  (2л- -+ 3)V.v
9,v ;

9.21. i (2 .r’ + l)-v7

2)

х

9.23. ____1_
(-v + 2)л/л-’ + 4.V +  5

9.25. у  = 3-\[(7+ l ) / ( .v - l ) ’

9.27. у =  (W .v  +  7) /(.V’ +  .v +  I ) 

9.29. у = ((л' + 3)ч/2л--|)/(2.у + 7)

9.20. у 

9.22. v 

9.24. у

9.26. у 

9.28. у 

9.30. у

Задача 10. Н айт производную.
10.1. V =  Л- -  In(2 + е ' + 2x1 е 2* + с '  +])

10.2. I’ = у2' (2 sin 2.v- cos2.t)/8
| п ,  1 у ' ~ 3IU.j . v = —arcti*-------

2 ‘ 2

ю л  r = J - i„ l± 2 1
In 4 1 - 2 ’

10.5. у = 2уГс ' +1 + In — 1
V у v + I +1

Ю.6. y  = ^ ( a r c t g e ' ) '

10.7. v = — 1 n(с' л + I) — 2arcig с '

10.8. v = 1п(у ' + 1) +
6(С + I)2'

10.9. у = 2(72' -  1 - a r c t g j v  -1 ) /1 п 2

10.10. у = 2 (x -2 )J  1 + у' -2In((VT+t-r -  |)/(VT+y' + I))
10.1 I. .у = y'/r(asin/2v-/3cos/2Y)/(a2 + р г )
10.12. у = y“ (/?sin/7Y + r/cos/Jr)/(«2 + /72)
К) 13 t. l t /cos2hy + 2/?sin 2h.x

2 a 2 (a2 +4 h 2) 1
10.14. v = x + 1 /{1 + ('') -  |n( 1 + e ')

10.1 5. у  ~ .v -  3 lnf(l + c' f’)л/]+с' ' J — Ъагс1£е'

10.16. y = .v+ — 7 .
l + y rJ

10 .1 7. у  = ln(c -i- л/с‘ ' -  I) arcsin <

10.18. у  = x - c  'arcsine' ln(l \ J\ )
10.19. v = _v — Inj 1 + c' ) - 2c ' itrciiic'' {ttri-tyc' )'

- r;)f  77
______ Л - - Ч

{x2 + 5W.T2 +5

, Т с  + .у+ 1j -----------
Л- +  1

(.у + 7 ) /(б Т С  +2.T + 7) 

(x 2 +2)/(2v'l^C )

(3.Y + 7 .Y )/(V 7  + 2 )



10.20. у  =

10.21. у  =

1 + a '

----~ a r c tg ( e "
m-Jab v b

10.22. v = 3t, ; ' ( \  л ~ - 2 \ f x  + 2)

10.23. у  = In

10.24. у  = с“пл .v

-1
Vl + c' t e 2' -  Г + 1 

1

10.2Э. У = ^-[(л'2 “ 0 COS AT + (a -  I)2 sin a]

10.26. у  = arctg(e' - e  ')

10.27. у  = Зе'л | i/ x 2 -  5-{HS + 20a -  60Va2 + 1 20Va -  120]
10.28. у  = -<?5x /(3xh\x)

10.29. у  = arcs in c,A -  л/l- e 1'

10.30. y  = - ^ e  гЧ а4 + 2 .r  +2)

(плача 11. Найти производную
1 I. I. у  = фх \n(-Jx + л/.y + a ) — y[x + a 

I 1.3. у  = 2л/а -  4 ln(2 + Va )

1.5. v = 1п( 7 а + Va + 1)

1.7. у = ln2(.r + ras.v)

1.9. у  = In - ^ Ц -

I. I 1. у  = In i l+2.v 
1 -  2.y "

1.I7. v = In cos -

2x + 4
1.13. v = In sin--------

x + 1
1.15. у  = log4 log, type 

2a + 3 
2a + 1

1. 19.y = log4 - i = = =
4  1 — x

1.21 .y = In arcsin 4 1 - e 2'

1.23.y = ln(/> a + -Jo2 + /i2 л'2 )

1.2. у  = Iii(a + \/(Г - A )

1.4. у  = In X —
VI -  oaj

O2 + .Y2
I .6. у  = 111 —----- -

a" -  x
1.8. у  = In ’(I + cos a)

u 2.J

‘Л 1"!

' x - 4 2

а +  л/2
11.14. y = !ogl(, log.lgY

11. 16. 1’ = a(cos In x  + sin In a) / 2 
11.18. v = lg In ctyx

11.20 .y  = ~ \ n ( j 2 t z  x  + J T + 2 tg 2 a )

1 1.22.у  = In arccos л/l -  e 2x

/I-2 + i  + x 4 iI 1.24.1= In
4 x 2 + 1 -  aV 2
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25 у = lii(iii'Ccos —j=)
-J-V

45 + ?у(л/2) 
Л -^(.v/2)

1.29.1- = In In sin(l + l/.y)

1l.27..v = In

Задача 12. Найти производную
г  1 sin ’ 4л 

12.1. n = s inv3 + - ----- ,3 cos m

I 1 s in2 4.t 
12.3. y  = t f l g -  + 4 - ^ 7

12.5. v = 

12.7. v =

cos sin5 sin —-V
2 cos 4.v

cos In 7■ sin2 7.t 
7 cos 14 л

1 sin2 6 л
12.9. v = clg +

1 1 1 sin: Юл-
12. 11..v = - c o s  Ig 2 10 cos 20л

1 sin" эл
,2.13. y = 8sinofc3 + - —

cos tg0J_3) -shyHST 
15 cos 30л

clg sin (1 / 3)-sin' 17.v 
17 cos 34л 

lg In 2 sin2 19.v 
19 cos38.v

sin2 21.r

12.15. .1 =

12.17. у =

12.19. y =

12.21. v = Jtg* + 21 cos 42-v
1 sin2 23.v

12.23. v = lncos-  + -7 ^ 7  

| sin2 25л
p  os у = sin In — + —-----b------- 2 2 ocoso0.t

12.27 i' = \jtg cos 2 

12.29. v = cos2 sin3 +

sin2 27л
27 cos 54л 

sin2 29л 
29cos58t

Задача 13. Найти производную.
m  -  cigx

13.1. v = c r c tg ------ иг—  -

In  Л
1.28.1-= In— — -

sin(l/ Л)

1.30.v = In In’ 1112 л

1.26..V = ln(c ’ + VI + c" )

12.2. v 

12.4. у = 

12.6. у  = 

12.8. у  = 

12.10. у 

12.12. у 

12.14. у  = 

12.16. у  =

15.18. у = 

15.20. у - 

15.22. у  

15.24. у 

15.26. у 

15.28. у 

15.30. 1

1 cos2 Зл
cos In 2 -  -  у  - 

3 sin 6л

1 cos" 4л

cos clg 2

C'g ' l~ 8 "sin 8л 

sin cos 3-cos" 2л 
4 sin 4л

1 cos" 8л 
16 sin 16л

,----- - I cos" 10.v
' ‘C'g  ~ ~ 2 0  sin 20,v

1 1 cos" 12.v
= 111 S il l  -  +  — 7 —  T—2 24 sin 24л 

cos clg 3 ■ cos" Ил
28sin 28.v

sin Ig (1/ 7)^ 2 Юл 
‘ 32sin 32л

соСЮл
36sin36.Y

I cos" 20л 
40 sin 40л 

| cos2 22.У 
44 sin 44л 

1 I cos2 24л

= clg cos 5 -

= cos In 1 3 -

=ctg sin 13 48 sin 48л
,,------ f= 1 cos2 26л
v 52 sin э2л

cos" 28л 
56sin56A- 

cos2 30л 
бОятбОл

= sin \jlg-

= sin’ cos 2

14



VI  i 3 //)Л'\ Inn
( v // X П sj tl( II

v n
’ I) ! an ( v 11

Т 1 / im in \ ^4 п ' ) ’ К 1’ НИ ) sjtlill ( 3) \In' 2// + 3j

2.9. Пт | J(n i  2)(/i | 1) ч/( п 1)0/ 1 ')| 2 10 / /2// // i v/»<"1 i) Д/ •3'

2.1 1. / //;/ /;(л/5~+ ’ -  2//) 7.17 / //// >/ ( v д ( // ' %/з + / / ')

2.13. /да/ ] Щп + 2)' 3)’ 1 2.14, / //// v'l" 1 1)' sl"0i--1.X//-3)
■V / • \hi

2.15. 1 im {У'7г Д- 3/7 ~ 2 — л//з" “ 3) 2.16. / im •Jn(sln +2 -  \!ti Д з)

2.17.
. f д//7(/?' + 9 ) 'y J {n  

1 и п ---------- --------------- -—
4 -1 ) ( / / : +5) 2.18. / /да (sfitln + 5) - a).

л ./ п
2.19. / im sin' + 8 (sin' + 2  - лД/4 -1 ) .

2.20. / //н
sj(ir' +!)(«■1 + 3 ) - sfnin* +2 )

2 JV?
2.21. / /т  [Д(//' + 1)(//2 + 2) - Д(/7- - 1 К н 2-Д2)1.

2 °2 / im
ДДг 7- i)(/?" пфн nl + 1)

/7

■> ->•> Пт J(n'  + \ ) ( 7 ~ \ ) -
П УГ П

- Д/71’ -  1 2.24. / im \n -  -Jn (n - 01

2.25. / im n ' [ { [ 2 (/?" + 4) -  \ f(ns -  I) | 

2.27. I im \ln\ifu2 -  \Jn(n~ 1)|

2.29. / im n(V«* + 3 ~ Я n ‘ -  2 )

2.26. I im \n4u -  yjn(n + 1)(я + 2) |

2.28. I im -Jn+Ksfn  + 3 — \fn~  4)

2.30. / im ^n(n + !)(/? + 2) ( s i n ' - 3  -  i f r  -  2 )

Задача 3. Вычислить пределы числовых последовательностей.
' /7 +■ 1 'j

. >? -  Г j

/г  -1  V'

2 / г  -т 2 Г
.. . ч 2,г  + 1 1

, _ , . 'и  - - 3» + 6-•>. 1.1 пп \ - -----------
+ 5/; т  I

3.9 П т \
„ I Ьп + 4/

.1. Пт

3.3. / in

3.x  I im

3.11. / im

3.2. / Ли 

3.4. / /да

2/7  +  3  j

2п + 1 J

7 и -  1 3"
i п + 3 j

. ( 3 / г - 6 » +  7 )

» .Д з«г + 2 0 » - 1 ;

' VI -  ( " ~ 10 У" 'J.8. / пп --------
п ->г 1. п + 1 ,/

. . l / r + l l  -  1

3 .10 . / /

3.12. I im

I 3/7 ' + 4/7 -  1 
[ 3/;’ + 2л +■ 7 ,

I 2и- +■ 5 /7  +- 3  ;

6
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3.13. Пт i V l ! 3.14. Пт !r 5/Г + 3 » - l  ^
и >У \ п +-\) v 5/7' + .3/7 + 3 j

3.13. / Ьп
( £ 4 Г 3.16. Пт !

f 2n~ + 7/? — 1 j
к 2 ir  +3/7-1 J

.1.17. / im
т г 3 .18. / im J' и  + 1 V"’-“
\ п  + D 3

f  2н2 +21»;-71'’“"

i /7 ’ -  1 j

Д О я -зУ "3.19. l im ■ ------------------------------ j 3.20. Пт !
( h r  + 18/7 + 9 ) „ >Г1V 1 0/7 -  1 J

3.21. / Ьп j 3/Г -  5 ?t ')
3.22. Jim \' 1 ± 2  \ "

{ 3/?' -  5/! + 7 J 1v 11 + 1 J

3.23. Пт С п" ~6rt + 5 \ 3.24. / im 1{ n + 4 j”
1 /Г -  5п + 5 ) h- vh '\ /7 + 2 ,1

3.25. / Ьп ( h r  +18и -  15 ] 
( h r  + 1 !« + 15 j

3.26. / im |2 2 / 7 - 1 / "  
-.2/7+1.)

3.27. / ни 3.28. Пт
' 13/7 + 3 у - д

1 п' + 2 j Д З / i - l o j

3.29. Пт ( 2/Г + 2/7 + 3 'l 3.30. I im j
/7 + П }

lv 2п~ +2/1 + 1 J v -  7 j

Задача 4. Доказать (найти 0'(£)Х что:

1.'. lim ' V : '
' > -Y + 3

, ,  . .  5 .Y 2 -4.V-1 
'• " -Y -  I

4.3. lim —- _ 2± _ r  = _ 7 
2 .r + 2

i -ir 4-v “ 14.y + 6
x -  3

, . 6.Y2 + -V — 14.5. h m ------------- = -эX , x + 1/2
. r бл '-Д '- l  4.6. lirn-------------= >

- - 1, -v -1 / 2

4.7. lim <h 6
,v-+- 1 / 3 д- +1/3

3 V ‘ — 3 Y ~  ?
4.8 lim -------- -— -  = 7

■v *2 -v -  2
, 0 ,. Зл- -  2+ -1  4.9. l i m -------------- = -4

'■-++ .Y + l/3
i i а г + ̂ -v + t ,4.10. hm---------------= -6

x  -f-1

4.1 l.lim ~ 4д +3 = 2 
.y- 3

2 Y' + 3 Y — 214.12. lim 7 + J 2 i£ _ + :=5
'-++ .Y —1/2

■ , ,  r 6.Г -  5 л  + 1 4.13. lim -------------- = -1
'-++ -Y — 1/3

4.14. lim = _|9
c -—7 7 л  + 7  / 5

2.v'+13.r + 21 1 
2.V + 7 2

„ , ,  2-y2 -  9.y + I0 1 
■++ 2.v-5 2

6.Y2 + -V — 14.17. lim -------------= э
, -., 7 .V -1 /3

1 is г 6.v2 -75.V-39
-'■—'"7 Д-+1/2

7



4.19.lim 2. 2 b

4.21. lim

4.23. lim

,v + 7
6л-

3.v+l
3-v--40.Г + 128 04.2л. lim---------------------= 8

' + л -  8
">v; -луд л

4.27. lim —----- ' - 4 - ^  = -3
< >'- .v-1/2

I -V, ,• 3.v" + I l x -  64.29. l im ------------------= 19
д -1 /З

4.20.lim—-  3 = 26
v .V -  D

4.22. lim 2^ - ± 6^ - I - ==- | 0

4.24.1

-v + 4
’ + 2.T -  15 = -8

4 .2 6 . l im ^ 5L̂ l °  = 49
a >k i . r - K )

4.28. lim Зл- +17.V-6 -19

4.30. lim 15д2 - 2 л - 1 
x  + l / 5

Задача 5. Вычислить пределы функций
-2.T-I) (.Y + I)n.l.lim 

5.3. lim

1 д + 4 д : - д
(д- + Зд — 2)2 

1 д ’ +2л- -  д - 2
_ _ (л- + 2д -  3)д.л. lim

+ д ’ +4.1- + 1

b . i i m " - ' 1 "

5.9. lim :
V А 1 ’

5.1 1. lim 

5.13. lim

д + д 
-З.г-2

л ’ -Зл + 2 
д' -  д 2 -  д + 1 
.г’ -  4д2 + 5д + 1 

.у' -Зд-2
- , _ .V + дд + 8.v + 4 э. 1л. lim---- ------ т------

■ : д ’+Зд--4
л"' — 6д— + 12.V — 8л. 17. lim 

5.19. lim 

5.21. lim

д ’ -  Зл- + 4 
л ’ -  Зд -  2

'(Д --Д -2)’ 
.у' -Зд-2
Л- +2.Т+1

.. д 4 -  I л.2л.|1П1--------- —
■ >' 2д - д - - |

- ,  - 2.1-  -  д -  1л.2л. lim—------- ------
1 ‘ .V + _.\ V -

_ .. д' -2д-1л.27. lim -----------
' > д 1 +2д + 1

л- - 15.29. lim

5.1. lim

(2.1-  -  л -  Ip +.4. Inn —V-
,] .г' + 2д- -  д -  2

. .  .. (д 5 — 2д' — 1) ’л.6. lim

5.8. lim

5.10. lim 

5.12.lim 

5.14. lim 

5.16. lim 

5.18. lim 

5.20. lim 

5.22.limv >1

5.24. lim

д 4 + 2д +1 
.i- -2.V+I 

r I
5.1-+7.T + 3

д ’ + 4.v" +лд + 2

д ' -  .у2 -  д + I 
Д* -  I

2.tj - д^Т  
д ’ - 5 д -  +8.V-4  

д ’ -  Зд- + 4 
л ’ +5.1- т8.1+4  

: д ’ + 7д + 16.т + 1 2 
д! -Зд-2

д — 1
д- -2.V + 1

'' л"’ - Д - - Д  +  1

д- + Зд + 2
д' +2.1--Д-2

5.26. lim — 

5.28. lim

д" + 2д -  л
•!.т’ +4д-+3д 

л')! -  (1 + Зд)

>1 lv  - V - 1
_  ̂ , .. .V + 7д + I л.у + 9д.дО. lull —------- ,--------------

' > -д' +8.1- + 21.V + I8
8



t;i i;iiiu 6. Вычислить пределы функций

<» I lim
х/Г+2^-3

Л - 2
л л

ь ' Inn

’ •' V.v’ - l
Ф Л 6 + 2

л-' +8

ь / lim
Лн

Л -2 
Л  + 3.\' + л'2 —2

(.11 lim

.г + ..У

л/т — 1

Г. I

<> I vlim

(. I /

(, |Ч

Ч

И у}\ + .Y --J2.X 

V4y - 2
m i ____ ___= =
•' / *  + 2 -  л/21

Л Л з
/зi  + . v - V  _.Y 

Vl б.т — 4

+  .Y - л /Z r

уЛТЛ - 1 / 2
1Л Т Л Л  -  V2

• Л Т Г б - 1 / 4

4
г -  л/Л

1 i lim
v27 + -v - л/27 — -Y

л/.Г~ +V.T

\/l - 2 х  + З.т2 - ( I  +.т)

<■ ’ / lim
Л - 2

1 | / ( Л - 4 ) 2

; ;-----
Л -  -1 6

6.2. lim л/l -  л- -  3

2 +Л
 ̂ ... Л Т Т з-2л/Л |6.4. lim----------т-------------

6.6. lim -

6.8. lim

л- -  4

л/l  — 2л‘ +  -Y~ — (1 +  Y)

. . . . . .  Л Л Л Л 2 7 -6.10. lim--------------
' +1’ „r + 2V-y4

. _ , - л/l +  Л -  л/l -  -Y6.12.lim-

6.14.lim

6.16. lim Л  —6 + 2
~ Л Л Л
л / Л Л - 5

6. i 8.lim — ==-------

6.20. lim

v-v” — 4 

Л / 9 - 1 / 3

ЛГ73 + д- -  V Z.Y

6.22. lim 2 л л 2 л 3

Л Т Л Л Л - 2
6.24. l im-------- —

v> V. y2 + jt '

6.26.lim Ч / + Л  -  5

6.28. lim

Л - 2
+ 2

2 Л Л 8
Ю - Л '- б л /l -.V6.30.lim------------ = ------

'■ >4 2 + Л

l.i iii'ia 7. Вычислить переделы функций
7.2. lim

I +.vsin.Y-cos 2 j
sin x

Inn
,v; +1

sin(.v + 1)
7 . 4 . 1 1 т У Л Л  

' In-Y-In a

9



I < MM

/ / Inn / I  I I Mill \ I

7.6. lim —
' * 11 sinter-sin fix

7.8. lim л-(с' - e -

7.9. lim - '
' ‘sin(,T 3.v)

, .. sin ,v - cos.v 
7 .1 1. lim ------

7.13. lim

111.r
I -  cos2 y  + дДд-

ln(.v + h) + ln(.Y - h) -  2 In .V 7. Li.Inn--------------------- 1---------_ ,v>0

7.10. lim

7.12. lim

l -.v- 
sin жх
и ' ~ u h 

x - h
sin 2.v-2sin.v 7.14. lim — -

.Y In cos n.v

7.16.lim----
v и log, .v

7.1 7.lim-------------
>->" tg.x 7.18.lim/

7.19. lim i i n O ^ b s i n C r - A )  V7+~2 _
/,.0 h 7.20. lim ------■---------

1 * 11 sin3_r
x-h \ h -) г

7.21 .lim —---- —  —— 7.22.lim ' ~
' >0 1 -  COS v X

7.23. lim T l t Y Z r . .. 2sin: .Y + s i n .v - 1 7.24. l im ------------------------' sin лх ' *- 6 2 s i i r  .r-3sin.Y+ 1
•7 О- Г !g-V -17.2э. lim — —

' *■'" V-Y — 9 -1

YV-/ -y
7.36.lim -  J

x~*" ln(l + x-J 1 + x e ' )

7 . 2 7 . П т ^ ^ ' ,. sin h.x -  sin их
' м si ir 2.v ln(/g(/T / 4 + ax))

7.29. lim — 7.30.lim l°g -, 'r_ lv кг - COS' .V A'^; fgXX
Примечание: Данную задачу решить по правилу Лопиталя, 
дифференцирования, т.е. двумя способами.

после раздела

Задача 8. Вычислить пределы функций

8.1. Inn
' " 4  .Y ;

8.2. l im f— T |
'■ 4  3 -  Y J

_ „ ( sin 4v V _)
8.3. Inn -----  |

' >0'v -Y 8.4. lim — - 1-
i >ll[ у

8.5. lim (co s) ' ’
8.6, lim ' 1 4

- "’I i- i 7

8.7. lim f —  ' H 8 8 I i , „ l ,-, : ' h  ;
, .11,  ̂ 1, ..Ml (,.Y j

8.9. 1 im [ C , 1 X 10 Inn '
.у ! ■ 1 . 4

К)



8.1 I. lim sin6x

X.I3. lim

->Ц 2x 

sin 2x

X.l 5

■' sin j.r 

lim
*> 3x~ + 10

X.l7. lim

X. 19. lim

22' -1

1 I.t + 8

X 2 1. lim

Ч12.Г+1 

ln( 1 + .V2)

lim

lim (o' + x)“

8.23

X.25

X.27. limj tg —x 

l + 8xX.29. lim
4  2 + 1 lx

8.12. lim, , 1 
' >‘M .v

8.14. lim| /^(.y+—

8.16. lim[sin(.Y + 2)1'r-->0

8.18. limT^>■ x + 10 J
8.20. lim] - - - - -  l 

' 4  x ’ + 8

8.22. Iim| c o s -  
П

8.24. I J arc,* 2x

sm Эх-(
8.26. lim!

■r "\ sinx 
8.28. l im (6 -5 /co sx )w

8.30. lim arcs in ‘ x 
arcs in2 4x ,

Задача 9. Найти производную

9.1. у = 2(3х‘ +4л-2 -  х -  2)
9.2. у  = (2х2 - 1 ) л / |+ х 2

15л/Т+4 Ъх'

i) 2 v - X4 - 8 х 2
9.4. у = 2х2 х — 1

2(х2 -  4) Зл/2 + 4х

9.5. у =
(1 + х8)л/ Г 2 7 9.6. у =

.V

12х2 2л/Т^Зх2

9.7. у  =
(х2 -  6)7(4 + х 2) ’

9.8. у  = (х2 -8 )л /х2 - 3
120х5 6х2

9.9. у  =
4 + Зх ’

9.10. у  : , |( l+ .v 2'4)2
х\1(2 + х ' ) 2 1  х 422 -

9,11. у : •V6 4- .V ' -  2
9.12. у: (х2 -2 )s /4  + x 2

л/| -  л- 2' 24х’

9.13. у:
1 + х 2

9.14. у: л/х^Т(Зх + 2)
2vl + 2х2 4х 2

9.15. у : л/(1 + - 4 ) ‘ 9.16. у:_ X6 + 8х’ -128

3.Y ' л/ 8 - х ’



у.]8. v = ( I9.1 7. y2.v + 3(.v -
.V'

9.19. _ (2л- -+ 3)V.v
9,v ;

9.21. i (2.r’ + l)-v7

2)

х

9.23. ____1_
(-v + 2)л/л-’ + 4.V + 5

9.25. у  = 3-\[(7+ l) /( .v- l)’

9.27. у = (W.v + 7)/(.V’ + .v + I) 

9.29. у = ((л' + 3)ч/2л--|)/(2.у + 7)

9.20. у 

9.22. v 

9.24. у

9.26. у 

9.28. у 

9.30. у

Задача 10. Н айт производную.
10.1. V =  Л- -  In(2 + е ' + 2x1 е 2* + с '  +])

10.2. I’ = у2' (2 sin 2.v- cos2.t)/8
| п ,  1 у ' ~ 3IU.j . v = —arcti*-------

2 ‘ 2

ю л  r = J - i„ l± 2 1
In 4 1 - 2 ’

10.5. у = 2уГс ' +1 + In — 1
V у v + I +1

Ю.6. y  = ^ ( a r c t g e ' ) '

10.7. v = — 1 n(с' л + I) — 2arcig с '

10.8. v = 1п(у ' + 1) +
6(С + I)2'

10.9. у = 2(72' -  1 - a r c t g j v  -1 ) /1 п 2

10.10. у = 2 (x -2 )J  1 + у' -2In((VT+t-r -  |)/(VT+y' + I))
10.1 I. .у = y'/r(asin/2v-/3cos/2Y)/(a2 + р г )
10.12. у = y“ (/?sin/7Y + r/cos/Jr)/(«2 + /72)
К) 13 t. l t /cos2hy + 2/?sin 2h.x

2 a 2 ( a 2 + 4 h 2) 1
10.14. v = x + 1 /{1 + ('') -  |n( 1 + e ')

10.1 5. у  ~ .v -  3 lnf(l + c' f’)л/]+с' ' J — Ъагс1£е'

10.16. y = .v+ — 7 .
l + y rJ

10 .1 7. у  = ln(c -i- л/с‘ ' -  I) arcsin <

10.18. у  = x - c  'arcsine' ln(l \ J\ )
10.19. v = _v — Inj 1 + c' ) - 2c ' itrciiic'' {ttri-tyc' )'

- r;)f  77
______ Л - - Ч

{x2 + 5W.T2 +5

, Т с  + .у+ 1j -----------
Л- +  1

(.у + 7)/(бТС +2.T + 7) 

(x 2 + 2 ) /(2 v 'l^ C  )

(3.Y + 7.Y)/(V7 + 2 )



10.20. у  =

10.21. у  =

1 + a '

----~ a r c tg ( e "
m-Jab v b

10.22. v = 3t, ; ' ( \  л ~ - 2 \ f x  + 2)

10.23. у  = In

10.24. у  = с“пл .v

-1
Vl + c' t e 2' -  Г + 1 

1

10.2Э. У = ^-[(л'2 “ 0 COS AT + (a -  I)2 sin a]

10.26. у  = arctg(e' - e  ')

10.27. у  = Зе'л | i/ x 2 -  5-{HS + 20a -  60Va2 + 1 20Va -  120]
10.28. у  = -<?5x /(3xh\x)

10.29. у  = arcs in c,A -  л/l- e 1'

10.30. y  = - ^ e  гЧ а4 + 2 .r  +2)

(плача 11. Найти производную
1 I. I . у  = фх \n(-Jx + л/.y + a ) — y[x + a 

I 1.3. у  = 2л/а -  4 ln(2 + Va )

1.5. v = 1п( 7 а + Va + 1)

1.7. у  = ln2(.r + ras.v)

1.9. у  =  In - ^ Ц -

I. I 1. у  = In i l+2.v 
1 -  2.y "

1.I7. v = In cos -

2x + 4
1.13. v = In sin--------

x + 1
1.15. у  = log4 log, type 

2a + 3 
2a + 1

1. 19.y = log4 - i = = =
4  1 — x

1.21 .y = In arcsin 4 1 - e 2'

1.23.y = ln(/> a + -Jo2 + /i2 л'2 )

1.2. у  = Iii(a + \/(Г - A )

1.4. у  = In X —
VI -  oaj

O2 + .Y2
I .6. у  =  111 — ------ -

a" -  x
1.8. у  =  In ’ (I +  cos a)

u 2.J

‘Л 1"!

' x - 4 2

а +  л/2
11.14. y = !ogl(, log.lgY

11. 16. 1’ = a(cos In x  + sin In a) / 2 
11.18. v = lg In ctyx

11.20 .y  = ~ \ n ( j 2 t z  x  + J T + 2 tg 2 a )

1 1.22.у  = In arccos л/l -  e 2x

/I-2 + i + x 4 iI 1.24.1= In
4 x 2 + 1 -  aV 2



25 у = lii(iii'Ccos —j=)
-J-V

45 + ?у(л/2) 
Л -^(.v/2)

1.29.1- = In In sin(l + l/.y)

1l.27..v = In

Задача 12. Найти производную
г  1 sin ’ 4л 

12.1. n = sinv3 + - ----- ,3 cos m
I 1 sin2 4.t 

12.3. y  = t f l g -  + 4 - ^ 7

12.5. v = 

12.7. v =

cos sin5 sin —-V
2 cos 4.v

cos In 7■ sin2 7.t 
7 cos 14 л

1 sin2 6 л
12.9. v = clg +

1 1 1 sin: Юл-
12. 11..v = - c o s  Ig 2 10 cos 20л

1 sin" эл
,2.13. y = 8sinofc3 + - —

cos tg0J_3) -shyHST 
15 cos 30л

clg sin (1 / 3)-sin' 17.v 
17 cos 34л 

lg In 2 sin2 19.v 
19 cos38.v

sin2 21.r

12.15. .1 =

12.17. у =

12.19. y =

12.21. v = Jtg* + 21 cos 42-v
1 sin2 23.v

12.23. v = lncos-  + -7 ^ 7  

| sin2 25л
p  os у = sin In — + —-----
b -------- -- 2  2 o c o s o 0 .t

12.27 i' = \jtg cos 2 

12.29. v = cos2 sin3 +

sin2 27л
27 cos 54л 

sin2 29л 
29cos58t

Задача 13. Найти производную.
m  -  cigx

13.1. v =  c r c t g -------и г—  -

In Л
1.28.1-= In— — -

sin(l/ Л)

1.30.v = In In’ 1112 л

1.26..V = ln(c ’ + VI + c" )

12.2. v 

12.4. у = 

12.6. у  = 

12.8. у  = 

12. 10. у 

12. 12. у 

12.14. у  = 

12.16. у  =

15.18. у = 

15.20. у - 

15.22. у  

15.24. у 

15.26. у 

15.28. у 

15.30. 1

1 cos2 Зл
cos In 2 -  -  у  - 

3 sin 6л

1 cos" 4л

cos clg 2

C'g ' l~ 8 "sin 8л 

sin cos 3 - cos" 2л 
4 sin 4л

1 cos" 8л 
16 sin 16л

,----- - I cos" 10.v
'‘C'g  ~ ~ 2 0  sin 20,v

1 1 cos" 12.v
= 111 Sill -  + —7— T—2 24 sin 24л 

cos clg 3 ■ cos" Ил
28sin 28.v

sin Ig (1/ 7)^ 2 Юл 
‘ 32sin 32л

соСЮл
36sin36.Y

I cos" 20л 
40 sin 40л 

| cos2 22.У 
44 sin 44л 

1 I cos2 24л

= clg cos 5 -

= cos In 1 3 -

=ctg sin 13 48 sin 48л
,,------ f= 1 cos2 26л
v 52 sin э2л

cos" 28л 
56sin56A- 

cos2 30л 
бОятбОл

= sin \jlg-

= sin’ cos 2

14



I (.2. у - 

I i' v у 

I i.4. у 

П.5. у

I 3.6. у

I 3.7. у 

I 3.8. у 

I 3.9. у

I (.10. ,

I 3.1 I. .

I <2 2. ; 

I 3.13. . 

I 3.14. . 

I 3.15. , 

13.16. . 

I 3.17.

13.18. .

13.19.

I 3.20. 

П.21.

I 3.22.

l x  -1

= arctfi  -

\ 2 ' л v ' н— arcs in 
_  8

л/Г+.y2 -1

2x — 1

- CU .

л]хА + I 6 
[2 Зл* -1

:r r cr̂ -
1 , -V-l I- — In----------- arclg.x.
4 .v + 1 2
I » i К 8 v >. - 7 / 2 - 9  ilTCCOS sj(,v — l)/ 6.

(l + x]arctgyfx 1 
.v"

- arccosx

3X V .Y

2- ± S j r - S .
9

1 l + .v' = -- рг- H-----  o/'r/Ov v.
' 2V.v

= --Y1 ^ ( 2  -~v) + 3 arccos

4 + AT4- circle -  +-

- arcs in J —  +urcts;\lx.
I X + 1

I I I arccos .г
? V v : 7 v2

= 6 arcsin —  -  ^/^(4 -  x).
2 2

; - —-  V6~v — .V2 -  8 + arcsin .2
(l + \ )</ri 7y v v \.Y

2vl --v arcsin V.v 2

-Y — 12.V-3 ----- у 9 .
=-------- Vo.v -  4 -  ,y + - arcsin , i —

4 4 II 3
5 I -Y + 1 = urctgx н—  In -
6 .г” 4- 4

IK'



i ' - ii / I / - 8  V.vI v.’-l. v \J.v 4- arc/^-xJx - —arete---- .
3 3 ' 2

I3.2>. у  = arctg Л - . '

13.26. у  = (2.r2 + 6.v + )̂twc7  ̂ —- -  x
■. ”)
1

13.27. г = - л arcs in 2.r + -  ln(l -  4 r ’ 1
' 2V l-4 .v 2 8

13.28. v = ( 2x2 ~ x  + - ) w c t y ^ ~ } - - - X- - - — ,
' l  2J ‘ .vV3 2л/3 2

13.29. v = (x + 2\Tx + 2]arcly{jx  /(Vx + 2 ) ) -  Vx.

13.30. v = Vl + 2 .v - x 2 arcsin 4—-  -  V2 In(l -rx).
I + .v

Задача 14. Найти производную.

14.1. v = -r;^  + l n V l ^ .
Vl -  x 2

14.2. v = 4 In------
I + Vl -  4x2 -V

14.3. v = ,v(2.v' + s)Vx2 + I + 3 In (л- + V.v2 + 1)

14.4. г = x ' arcsin x + 

1 1 - ■ 34.3. г i агечп l .v  + 2x -  2. 4x+ 1 > 0
4x + 1

14.6. v = Vl + x 2 orctyx -  ln(x + V I + x 2 )
x ,----- --------

14.7. r = Zarcsin -
3x + 4

- + \  9.\ + 24x + 12. 3x + 4 > 0.

14.8. у  = x(2x2 + I)Vx2 + 1 -  ln(x + Vx2 + 11

( r,—
(.V +  X  I +  X  '  J----------------------.14.9. 1

14.10. v = Vl -  3x -  2x 2 н-----=. arcsin .
___2W vW

14.1 I. у  = V(4т xXl -+- x) + 3 ln(/4 - .r + VT+ x )

I I n  I Vx2 - X  +1 r ;  2.V - I14.12. v = l n — ----------W 3 a rc ly— — .

14.13. г ' In ’
■ 12 (x2 - l ) '

4
14.14. \’ = 4 arcsin--------н

2v.>
arcty -

2x2 - 1

-л/4-т2 +I2.V - 7 .  2.y + 3 > 0.

14.15. r = arcsin -
3.Y 4 1

V9x 2 h-6 x - 3. 3x + 1 > 0.

16



. 16. v = (2 + Зл'У/.х -  I н— a rc tg jx  -  1.

14.17. у = i(.v — 2 ^ 1 + 1  + 1п(л/ -̂И + l)

14.18. y  = JP ~ + \ - - - I n ^ L i L ^ .
2 VPTT + 1

14.19. v = In ’ - —-  -  -  [ — н— у —  L/rc/XcY.
V.v + I 21.2 x - - \ )  ‘

14.20. v = v И (\ l — .v + v l - -V) —  (arcsin x  -  .y).

14.21. у n r i y v ■ I In -Y

14.22. v = 3arcsin-------- \ - у [ х ^ - 4 х - э .
x + 2

14.23. у  = y[(3-xj[2 + x)  + 3 ;ircsin y/(x + 2)!5.

14.24. у  = n(arcsin .y)~ +  2 y/ I - ~ y2 arcsin ,y - 2 . y

IIS" \ [ \ —x~14.2Э. y = --------- + arcsin .y .
x

14.26. у = x ' arccos x-

14.27. v = y/.y2 +  2

-Y- +2

. In -

л/1 .Y ” .

! +  y/.y2 +

14.28. у  = (.y/ 4)(l( l- .Y 2\ j 4 - x : + 6 arcsin(.Y/2)

14.29. у = arcsin —!----к 2-Jx* + 3jt + 2. 2лг + 3 > 0.

14.30. v = x arcsin J -------- \ lx + a m
.Y+l

Задача 15. Найти дифференциал dy
13.1. у  = x arcsin (I lx)  + Inj.Y + .Jx 2 - l | .  x  > (I. 15.2. у  = /g(2arecosVl-2.r' ). .r > 0.

13.4. v = x ~ a m g j x  2 I — y2 —1,13.3. у  v l ■ 2:, ln(.Y ■ v4 -+- 2 .y)

13.3. у  = arccos (I / л/1 + 2_y2 ). _y > 0. 

13.7. у = urcly  (sh  x) + (sh x)  In ch x. 

13.9. у = In (cos2 x  + \  l ■ cos : .v)

I '.I I. у
Ini: In-

1+ .Г- 2 l+ .Y -

I s. 13. у  =  W 4 - . y2 + 4arcsin(.Y/ 2) 

13.13. v -  2.y +  ln|sin.Y +  2 cos.y

1 3.6. V = X  lllj.Y + л/.Y2 +^?| - y f x 1 + 3

15.8. у  = arccos ((.y2 -  l)/(.v2 -Jl))

15.10. у  =  lll(.Y Y I - .Y2 ) — \ 1 +-Y2 i l l ' l l  у  X

15.12. у = In (e ' + Vc2' -  I) + arcsin e 

15.14. у = In (у (.y/ 2) -.Y/sin.v

15.16. у  = Jc lg x  - ■Jty'rx B

17



15.17. 1 = In .V 4- xlx' 
2x

15.19. y  = arclg- — -  
.v

15.21. v = arctg^tg + 1 j

15.23. v = In jcos V.v | + xlx Ig xfx 

15.25. i' = ,v(sin In .v -  cos In a)

15.27. v = cos .r-ln /jr .v -In iJf^  

15.29. v = J x  — (I + x)arclgxfx

15.18.

15.20. V = lll -Y- -1 -

15.22. v = In 2д + 2x1.

1 э.24. у = e' (cos 2v + 2 sin 2.x)

15.26. v =(V.v-  1 -  — )c’" 1
2

15.28. v = V3 + x" —x — Ini.Y + хШ+ x 2

1 Э..30. v = xarclg x -  In VI + ,v'

Задача 16. Вычислить приближенно с помощью дифференциала
16. 1. г  =  У д , .Y =  7,76 16.2. г  =  У.г’ +  7,y . л- =  1.012
16.3. v =  (a W 5- . y : ) / 2. .y =  0.98 
16.5. г  =  arcsin ,v, ,y =  0.08

16.4. г  =  У д . д =  27.5411
16.6. г  =  xjx2 4- 2.Y +  5. д = 0,97

08 II II fs
j

p 4- 16.8. г  =  x lx2 +  .Y +  3. д =  1.97
16.9. 1= -Vй . a = 1,021 16. 10. v =  xfx, х  = 1,21

OCIIII50 16. 12. г  =  xfx2, д  =  1,03
16. 13. v =  .y '’, .y =  2.01 16.14. с =  V.Y, х  = 8,24
16. 15 .у  = x \  x  - 1.9%

16. 17. v = -\/4.y —1, .y =  2,56
16. 16. г  =  У д , д  =  7,64
16. 18. г  =  1 / л/2д : + Д  + 1, .Y =  1,016

16. 19. V =  V.Y, .Y =  8.36 16.20. у  = 1 /л/д. д =  4.16
16.21..).- =  Л- . ,Y = 2.002 16.22 . у  =  л/4 . г - 3 , . г  = 1,78
16.23. v =  xf.V' . x  =  0.98 16.24. j-  =  д \  д =  2,997

16.25. v = xfx2 . x  = 1.03 16.26. v = д* . д  =  3,998

16 .27 .у  = Ĵ 1 + ,y +  sin .г, .у = 0.01 

16.29. у  = i f 2 x - s i n ( m / 2 ) ,  x  = 1.02

16.28. у  =  (/З д  + cos д . х = 0.01

16.30. v = xlx2 + 5 .  д  =  1,97

Задача 17. Составить уравнение нормали (в вариантах 2.1 .-2.12) или уравнение 
касательной (в вариантах 2.13-2.30) к данной кривой в точке е абсциссой д-„

17.1 . v =  (4.v -  .у  ' ) / 4, л*„ =  2 17.2. г = 2л*‘ 1 3.Y 1, лп -■ -2

17.3. t  =  .y - . y ' .  ,y „ = - l 17.4. г -  .у ’ - 8 У> 32 , д„ = 4

1 7.5. Г  = -V ■+ V.Y ' , .Y() = 1 17.6. 1’ у'.\ 20 . y u -8

1 -7-7 I+V.Y17.7. V = — =  . ,Y„ =  4
‘ i-V Y

17.8. г 8 У \ 70; у(| 16

II ts
j 1 Ck
J + II 1 / 1 0  г ( \ М 1 6 ) / .Y", Л' — 3

18



1 /. 1 1 . у  = л/л -  3 л/т, Л„ = 64 17.12. у = (л! + 2 ) /(л-2 -2 ) ,  лу =
1 /. 1 3. v = 2 y2 + 3, лу = -1

17.14. л2"+6
^  ,Y+ 1 ' -V» =l

I/.I5. у = 2л+1/л. ,y0 = 1 17.16. у = -2(.v, + 2).(3(.rJ + l)), .y„ = 1

IV. 17. v = X t i ,  лу — 1
' .Y4 + 1

17.18. .x'b + 9
v - --------—, X, = 1

1 — 5_y“
17.19. y  = 3 ( l f x - 2 j x ) ,  a„ = I 17.20. у = 1/(Зд-+ 2), лу=2
17.21. у  = л/(л2 +1), ,y0 = -2 17.22. у — (л'2 —3.Y + 3)/3, Л„ =
17.23. у  = 2л/(л2+ 1), ,y„ =1 17.24. у = -2( \ [х + Зл/.Y ), лу = 1

17.25. v = 1+J'V, , лу 1
3 + .Y-

17.26. у = 1 4\/.y -  15 V.y + 2. лу =

17.27. v = Зл/т -  s ] . x , лу =1 17.28. у = (3.y-2 .y’) / 3, лу = 1
17.29. v = .y2/ 10 + 3, ,y„ =2 17.30. у = (л-2 -2л--3)/4 ,  лу = 4

Задача 18. Составить уравнения касательной и нормали к кривой в точке, 
соответствующей значению параметра t=to.

IX.I. 

18.3.

Л = «sin ’ /.

у  = с/cos'’ = Л '/З. 

л = «(г -  sin/). 
у  = а( l - co s /) .  1а =тг/3

18.2. J-V = л/3 cos/.
[у  = sin/, /0

\.х = 2i -  г .
18.4. J

) г = 3 / - / \

18.5. •
| a- = (2/' + / 2)/(i + / 2')

| y  = ( 2 / - r ) / ( l  + C) /„=1.
x  = arcsinl/ /VI + r  J

18.6. V ____{
1 v = arccos[l / Vl + / 2) /(l =

18.7. -
(л = /(/cos/ -  2 sin /).
(у  = /(/sin/ + 2cos/). tv = n ! 4

\ x  = 3«//(l + / '  1
18.8. ( V \

(y = 3«/" /(1 + / ' ) , /„  = 2

18.9. ■
j X = 1 1ll ctgt + 1 .
| y  = /у/ + ctgt, /„ = тг/ 4

l.v = (1 / 2)/2 -  (1 / 4)/2. 
18.10. v ’ v ’

|.c = (1 / 2)/2 + (l /3)/ у  /„

18.1 1.
Ly = at cos t.
| y  = «/sin/,  t„ = n i l .

Ly = sin2 /.
18.12.

| r = cos2 /, /() = n  / 6.

18.13.
lx  = arcs in (/ / V1 + j 

{  у = arecos(l / Vi + /2)1 t0 = 1.
18.14. +

[y = (3 + 21n/)/Z, /,, = 1.

18.15.
Lv = ( l + / ) / r .
| y  = 3 / ( 2 r ) + 2 /y  /„ = 2.

Ly = a sin4 t  
18.16. (

(y = « c o s '  /,/„ = 7 1 !  6

18.17.
fx  =  «(/sin / + cos/).
[y  = «(s in /- /cos /) ,  /0 = /r/4.

OC pc

V;
 

^
II 

II

? 
+

II 1

18.19.
\х = \ - Г .

| y  = / - / 2, /„ =2.
18.2».

{ ) ’ =  < -arctgt.  /„=1.

-I.

=  0

19



18.21.
{.V - /(1 - sin/).

18.22.
j.v = (l + / ; )/|fr-’ - O

| у  = /cos/. /„ = 0. [.v = / / ( / ’ -1 )  <0 = 2.
j.v - 3cos/. ( 4

18.2.3.
ly  = 4sin/, /(1 = 7г/4. 18.24. I'1' = l ~ l  ■

| у  = 12 -  / ', /„ = 1.

18.25.
jr.v = / ! + l.
1 18.26.

j.r = 2 cos /.
(.!' = /' + /+  I, /„ = 1. (y = sin/, /,. = - /r /3

18.27.
j.v - 2/gt.

| y  = 2sin2/ -t-sin2/. ta = i t /4 .
18.28.

j X  = / 1 + 1 .

|y  = r ,  /„ = --2 .

18.29.
f.Y = sin/.

18.30.
j.v = sin/.

iy = a ', /„ = 0. |.v = cos2f, i7 = /г /6 .

З а д а ч а  19. Найти производную  указанного порядка.
19.1. у  = (2.V2 -  7)ln(.v- 1), у 1 = ? 19.2. v = (з — л- )ln2 .y. r"' =?
19.3. r = .vcos.v2. ! •'" =?

19.4. v = - i i 2 i l .  =?  
л/л- I

19.5. log,.Y t)
.V ’

3 • = л-2 sill(5.v -  3), г = ?

19.6. г = (x.y2’ +5)t'2ri1. v1 =?

19.7. 19.8. r = (ln.v)/.Y2. )■"'=?
19.9. y  = (2.Y + 3)lir.Y. r"' =■? 19.10. у = (l + y"' -  ?
19.1 1. у  = (ln.r)/.v\ r" =? 19.12. v = (4.y +3)2 v, v’ =?
19.13. у  = <.>' 2v-sin(2 + 3.Y), r" =? 19.14. у = ^ Й ± : 2 ,  v'« = .-

3 + .Y
19.15. r = (2л-1 + l)cos.v. v1 =? 19.16. v = (.y2 +З)|п(л--3). v"' =
19.17. y  = (l- .v  + .v2)t-1' -11 2. y" =? 19.18. v = (l/.r)sin2.r, >•'" =?
19.19. v = (,r + 7)ln(.v + 4). у 1 = ? 19.20. y  = (3„v-7)3‘ Ху" =?

19.21. ln(2.v + 5) o
2л- + з 19.22. r = c 2sin2.v. y "  =?

19.23. ,т = (Iii.y)/.y\  y'" = ? 19.24. r = .vln(l-3.r), v" =?
19.25. V = (.Y2 + 3 .Y + ijc1'"2, r* =? 19.26. i =(5.y -8)-2 X )•" =o
19.27. ln (j-2)v = - 2 ------ >_ у  =?

v T '
19.28. y  = e ' (cos2.y- 3sin2.v), 1

19.29. v = (5.y - l ) ln 2 .v, >■'" =?
19.30. г - - ° ё , ‘Т v ,r '>

Задача 20. Найти
параметрически.

\х = cos 2/20.1
г = 2sec’ /

производную второго порядка у

20 2 J л = ~  1
] у = I / /

20.3 X
-V = е' cos / 

.г = е' siп/
20.4 .V - \h I 

г - 1 /<Л ’/

от функции, заданной

20



J.v = /+  sin /
( г = 2 - c o s t

f.Y = l/ /
20.6./

l.v = l/(l + r )

\ , - 4 >

| г = (/л /Гд

( X = s in / 
20.8./

[ у = seel

[ .V = tgl
•о 9,

1 г = 1 /sin 21
1 a- = -JT- 1 

20.10 -----
It = t is jT -  i

(А = л/7
1(111 —

1У = V /-  1

f.v = cos / /(I + 2 cos t )
20.12

1 у  = sin/( 1 + l eas t )

'(1 | = л/г^П 
[г = )п/

f.v = shl
20.14

| v = th~t

f.v = V7^T 

" U i / , / 7

A = COS 1 t
20.16/

|.v = ly' l

п , м \ ^
1 V = 1п(Г -  2)

(a = sin/
20.18-

[ v = In cos i

ии 
п

f.v = / -  sin/,
20.20,

| у = 2 -  cos/
f Л' = COS 1

'0.21.
|д ' = In sin /

f.v = cos / + / sin/
20.22. ■

| у  =sin/ - /cos/

M).23.f* = e '
\ у  = arcs in t

lx  =  cost
20.24.

| v = sin (1 /2)

\х = ch l
’0.25. / r ___

( a = arcly /
20.26. ■1 . . ., 2 / Л

'.0.27.
1 Л — Oil 1 / / 1 .» — о и i i - ic u m

20.28. -
{>• =  4(2 + cos/) ( r  =  cos t + /sin/

[a =  1 /  r f.v =  cos / +  sin/
'0.29. 20.30. /

+II fу  =  sin 2 /

Решение типового варианта индивидуального задания №1 
Пределы последовательности и функции. Производные функции.

Пт'

Задача №1. Вычислить предел числовой последовательности.
. (” + 2)'

(и + З)’

Реш ение: При п—> » в числителе и знаменателе дроби бесконечно 
ноль шие величины образуют неопределенность — —.Разделим числитель и
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знаменатель дроби на старшую степень целочисленной переменной п, в 
данном случае на п:, получим:

Пт (” ~ 2)2 -  (п -  2):
( « - О-'

п'\ I + ' -п- 1
Пт -

п2 1 + ’
п )

Пт

1
1 + “ I

п I

1 +

-| 1- 
_V_
3 'j’ 
п )

1-1
I

Задача №2. Вычислить придел числовой последовательности

lim -Jn{n + I ' -  3 -  \Лб -  з)

Реш ение: При и —>со под знаком предела имеем неопределенность

со(оо — со) .Умножим и разделим на сопряжённое (л/т?3 -  3 + л/я3 —"2 ), 
получим

-J~n{n + l)(« + 2]' л/я3 -  3 — -\/п ъ —2 \л1 п ъ -  3 + л/я3 —~2) 

h m --------------------------------------------------------------------------  ̂^

л/я(я + 1)(п + 2)(п  ' -  3 -  /73 + 2 ) J n ( n  + 1)(я + 2}
l i m ---------- г у = т  / = = = --------- = -  | im  -  —  - r = =
п^ ‘п л/я — 3 + у/ п~ - 2  н ж Vи ' — 3 + V я - 2

V«("+~ i7(« + 2)

lim

lim

п 2
v V  -- 3  V я 3 -  2+

/7 2 п2

К п + ] * п + 2
V /7 П П

lim

2
/?'

lim

I 4
П +  1 )(/7 +  2 )

377

1 J " '  ■Г3 + i
3  ̂/7 -  2
/7V /7 V

/Л 1 У, 2 3)
Л 1 + 1 +я Л " 2

т. к. и при я —> со стремятся к Оя я
Задача №3. Вычислить предел числовой последовательности
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Решение:

m i " ~ l  =lim(~t4 T - f Z!±lV lim f>  + —  - i  •\ u - 7 > , \ n - 7  ) \ n -  7 n - 1

( n + 5  ̂
n

n - 1
V n )

Inn
n + 5 - n + 7

n - 1 } =  lim
12 ” 

(1 + — ) n - 1

1 ft 2,1 >’■7
= lim e"1 =  lim "

lim<-' " =e~

5 7
t.k. — и -  при n  —> со стремятся к 0. Здесь мы воспользовались вторым 

п п

шмечательным пределом: lin i | | = е .

Задача №4. Доказать (найти д \ £ )  ), что lim j-----_
V » - 1 х  +

5
Реш ение: Воспользуемся определением предела функции у-Г(х) в 

Iочке хо. Функция у=Г(х) имеет число Л своим пределом прих—>.т1М если 
пня любого сколь угодно малого положительною числа £ > 0 найдется (мы 
найдём, укажем) такое число 8 , вообще говоря зависящее от £ ,  =
что как только выполняется |х - х „ |< 8 ,  будет | / ( х ) — Д| с  £ . В нашей

, д _  15л- - 2 х - 1  1
ыдаче J \ x )~  ....~ j , *о -  —т  , А = — 8 . Наша задача: найти те

х  + Э
5

Л' > о . чтооы из неравенства - M l
1X + —

1 s j 5
< S следовало неравенство

ISx2- 2 x - I  , о] 15х2 -  2х -  1
^  j l | '

х + - X +
5 5

15 х 2 -  2х -  1 0
l s f x + ' Y x - ’ l

V 5 А 3 )  С)< £  СМ....... . 1 1 к -- + 8
X  4* X  4-

5 5
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-д> 15 л ---  +8 < е <=> |15л'-5 + 8| < б <=> |l5.v + 3j < s  <=> 15.V + - <£<=> Л' Н—11 < —,
1 51| 15

то мы выоираем ДJJЯ любого в > 0 число б —5(c)——- и, следуя по цеш

наших неравенств в обратном направлении, получаем решение поставлен 
задачи по определению.

Ответ: при любого С >  0  следует взять ^  ~~
15

Задача №5. Вычислить предел функции ]rm --------",------------
V V L y ’ + 8 x - + 2 1 . y +  18

Решение:
х ' + 7 х : + 15 X +9

lim , „ .V > ; .Y + 8.Y- + 2 I.Y + I 8
-2 7 _ + 6 3 -14 5 + 9  

-27  + 7 2 - 6 3  + 18
7 2 - 7 2 '  

90 -  9 0 ,

lim
-Y2 + 3.Y2 + 4.Y2 + I 2.Y + 3.Y + 9

> .Y ’ + 3.Y' + 5x~ + 1 5.Y + 6.Y + 1 8 
-Y2+4.Y + 3 ф 9 -12 + 3 fo

0

lim
-Y2 (.Y + 3) + 4.y(.y + 3 ) + 3(.Y + 3 )

lim , c .v > ' л* + 5.v + 6

.Y2 (.Y + 3) + 5.v(x + 3) + 6(.Y + 3) 

x  + 3x + .V + 3
9-15  + 6, lim ^> ; X + 3-Y + 2x + 6

x(.Y + 3)+(x + 3) X + 1 -3 + 1  .
1111 x(x + 3) + 2(x + 3) ~ h™ 7 + 2  _ + " + 2

lim

Задача №6. Вычислить предел функции, l im  

Реш ение:

( У Т + Т з  -  2 у Т + 1 f - J

х х  + 13 — 2x1 х  + 1

lx  + 1 3 -  2vx

\Гх
1.. .Y + 13-4.Y-4 1,.4mi—7===~ = 6lim

0 ) \v .Y + i J -  /у  х + 1 ДV Л- -

З.т + 9 1lim 3(х-3)
Vx: -9  8,.,-, + + 7  х1л ЗДл • 31

з/(л"~ +о lim ,/ „
5 у-,; У X + 3

3 о
8 +6

Задача №7. Вычислить предел функции, |цТ1
log. . Н

/if 7DC

Реш ение: l im l0g ; X - 1
tgTCX

3 / , / ->  О
/ -I 3
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lim
log3(/ + 3)-l
tg(nt+ 3тг) lim

log3(? +3)” l!'og, 3 
tgm lim

log

7Tt

7 + 3 log, I
lim 7tt

i»!? ; to8( ' 4 ) =;'!2? log,( l+i]' ’ " s b
Использованы формулы - следствия из первою и 

ымечательного предела: lim ~  = 1; l im  О + ос)« = е,< ->1' ОС и >0

второго

Задача №8. Вычислить предел функции 1ЙП
.у- ->()

Реш ение:

arcs in “ х 
arcsirr 4х

lim

lim

arcs 1 n ‘ x  
arcs in ‘ 4.v lim

v

arcs in 4x . 
16a 2 16.v-

lim 16a-

_ l_

6 ) ~ 1 6
Использована формула - следствие из первого замечательного предела
arcsin а

lim ----------= 1а

Задача №9. Иайги производную функции
З*6 + 4*4 Т О  -  2

Реш ение: Применим формулу производной дроби
За1’ + 4а- - а' - 2

15

15лТОС
1 (за6 + 4а4 -  А2 -  2 ) Т О  а2 -  (за" + 4а4 -  а2 -2р\ + А2)

д = у -

(1 Sv + 1  6а ’ -  2а)ТО  А2 -  (з А6 + 4 а4 -  А2 -  2 ) ■■ Т О —
_________________  ______ Т О Т О  =

' ' | • 2 )
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xd NX . 16x'_-_ 2X1 + х* 2)~х(3х‘' +4x3 -  X 2 -  2 ) _
15(1 + x2 У Г к г1

-т(| 8x3 + (6x(_- 2 + ISx" +16x4 * -  2x2 -3 x 6 -  4 x l + x2 + 2) 

15(l + x2 )-

x(l5x_N-JIOx^ -И5л£ ) _ 1 8v (v' + 2д: + l)_ _ \ (л • I )

1 5y/(l + X2 ) 1 5-x/O + ) (l + -Y" jx/T-KY"

Ответ: у = x'JT+y2

Задача №10. I !айти производную функции у = ——
1+х2

Реш ение: Применим формулу производной дроби

v - k J _ - (|+ x 2 b f г_ 0 1 5 2) _
" W  '  " (1+ х2)"

С • 2x(l + х2) - е ' -2х _ 2хет' (l + х : -  l) 2 x V

( |+ х 2)- { \+ x - J  О+л-2)2
Задача №11. Найти производную функции v = In In2 In2 х  
Реш ение: Применим формулу производной сложной функции

у = In In2 In ’ х = In (in In ’ x)' = 2 In In In3 x  = 2 In 3 In In x  = 2(ln 3 + In In In x) 
Теперь найдём у

у = (2(ln 3 + In In In x)) = 2((ln 3) + (In In In x) )= 2| 0 + --------!--------
V In In x  ■ In x ■ x

___ 2
In In x ■ In x ■ X

2Ответ: у = ------- -—---- г
x lnxln(lnx)

Задача №12. Найти производную функции у = /yJco$-' ‘ V 3 31cos62x
Реш ение: Сначала преобразуем второе слагаемое в данной функции

siirjl.v cos(5“-v) 1 -  cos 62.x I < 1 ^

31 cos 62.x- 31 cos 62.V 62cos62.v 62 lens 62 v j
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( /,g jc o s^  + 

I sin62x _
— г------62

(>2 cos 62x

—  f ------------ 1 |) = 0 + —  f -------- 1----- ( -  sin 62.т)б2 + 0
62ycos62x )  62 v cos" 62x
_ sin62x _ 2sin62x 

J ( l  + cosl24x) 1+cosl24x

Ответ: >' -
2sin62x 1

1 + cos 124x

Задача №13. Найти производную функции v -urctg-  

Реш ение:

Ig + 1

iurclg- -) =-
1

(  X  V

^ o  + l

0 + 1 1

1 + 1 4

4 + Ig X + I 4 cos" ’ 4 cos"

i j_
, .v 9*“ . 1  . I /I .H sin + cos2 l 2

1_________ ____________ I
. . x  . .  X  л  . A* -V •- X  . ' X  ,■Icos" + sin + 2 s in  cos ч cos 4cos" + l  + sin.v 

2 2 2 2 2 о

1 I
.'(l i cosx)  + 1 + sin.r sinx + 2 cosx + 3 

1
Ответ: У sinx + 2 cos x + 3

Задача №14. Найти производную функции У~ ----= + —In
arcsinx 1 , I—-v

=  + —In------
г 2 1 + x

y = ( = f ) ' + i( ln ( l- x )- ln ( l  + .r)yРешение:



-2л-,------- * л/l -  л-2 -  arcsin х - _=— =
VI-л-’______________ 2 Vl — jr , If -1____ (_J =

1 -  -г + 2 /  1 -  л- /  + л J “

1 х1+ р—=_ arcsin л- ,------ г
VI — .v’ I 1 j _ V I - х 2 +д-arcsin х 1 l + x + 1 - x

2 (1 -  .v 1 + xJ  ( l - x ' ^ O x 7 2 1 - х 2

4\-~х~ + xarcsin х 2 л/Г- .у ’ + л arcsin х - л /l -  .г’ л arcsin .г

( l - . r V T ^ 7 2(1 -V )
xarcsin х

(l -  Л (l -  .r )s/l -  .у7

Ответ: У
л/ f

Задача №15. Найти дифференциал dy, если
V =  хл/ л̂ ~^Т +  In х  +  V /c^—T

Реш ение: dy =  у  dx

У = (х) л/х^-Т + л*(л/х' -  1) = л/х2 -  1 + —
х  +  л/.т2 -  1 2л/X2 -  I

л
1 +

л/х - 1  _  х 2 - 1  +  х 2  ̂ л /х2 - 1  +  х  2 х 2- 1  I

+  л /х2 —Т л/х2 -  1 л/х2 -  1~(х" +  л/х2 —Г] л/х2 — 1 л/х2 — /

л/х"2 — 1

Ответ: dy
2 x : dx 

л/х2 -  1

Задача №16. Вычислить приближённо е помощью дифференциала
1

-v ~ 7 ф = 2Т ’ х _ |-58л/2х + 1

Реш ение: Воспольчусмсн формулой: г(х тЛг) ж J'(x)+ у (х)/Ух

У нас x I,s; m A\  I.5K >Д\  - 1 . 5 8 - 1 . 5  = 0.08 у = ~тЛ =
V2x +1

У 0-5)
I - 2

I..S I I л< 'N I D; V ( 2 //+ T y  ’
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1
y (l.5) = — P = L = - T = - i  Итак v(l.58) * — -  -  0.08 = 0.5 -0.01 = 0,49

VcT k5+T)’ 8 ’ - v '  2 8
Ответ: y(l .58)« 0.49

Задача № 17. Написать уравнение касательной и нормали к данной
_ г-, г  *6 i/7кривой в точке х« у  - W x  -  —  у х ,  х«=1

Реш ение: Найдем у (х0) и воспользуемся формулами уравнений
искомых прямых: касательной у  = у„ + у  (x jU '-x J и нормали

1 У Л 16 1 i 2 4
( 0 = 2 4  = 1 ;2) J)У Уп ( \\-х У>/

у U J 3' 3 4 Л '\[х* 3\[х*
\

у  ( ^ 6 - 1 1  = 1  
3 3 • Уравнение касательной: У

2 2— 1—  
3 3 (х  ~~ 0  или

3 у = 2 + 2.x -  2 => 2;с — 3 у  = 0 =3- у
2

~ з А Уравнение нормали:

y = - - “ (x -l)  или 6у = 4-9.V + 9 =>9х + 6 у - 13 = 0

Ответ: У ~ х’ 9.x + 6 у — 13 — 0.

Задача №18. Составить уравнение касательной и нормали к кривой

1х = 2е‘
) -1 в точки t = 0.
[У - е

Реш ение: Воспользуемся уравнением касательной у  = у„ +.у (уДх-ду) 

и нормали У = Ун - ~ ^  (̂-т - -У) к кривой в точке хо.

, s , , dy v'dt у' —е '
У нас х = х(0) = 2е = 2 ; у„ = у(о) = е = 1 У \ = ~  = — г = — = - т т  ;' ’ ’ 4 ' dx xylt х, 2е ’

У,(л)= = " .  Таким образом уравнение касательной будет иметь вид:

0 (Л‘ 2) или у - -  — х + 2. Уравнение нормали будет таким:

у = 1 + 2(х -2 ) или у = 2х-3  .

Ответ: У’ - ~ — (х + -)  у -  2х-3
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Задача №19. Найти у1'  функции У <

Реш ение: Найдём последовательно у1 , у" , у111, у1' упростив функцию 
l o g . y  ln.v 

А"’ .г’ |пЗ

In 3
j ' Y 2л' 1п-х' _  L  у - 2 у 1п т _ 1 I -  2 1п.т 

у 4 In 3 у 1 1пЗ у ’

’ у ' - З у:(1 — 2 1пу)
I - 2 у - З т ' + 6 у _ 1п у  I 6 1 п у - 5

In 3 у"In 3 у" In 3 у '  In 3 у

I y - v ~ 4 'v ( 6 l n 'v ~ 3) _  I 6 -241ПУ + 20 _  I 2 6 - 2 4 1 П У  

In 3 y k In 3 у '  I n 3 y '

24 s
у  - э т  ( 2 6 - 2 4 l n y )

In3

,/i
Ответ:

2 ( 6 Q y - 7 7 )  

л-6 In 3

I - 2 4 - 1 3 0 + 1 2 0  In у 
I n 3 y '

I 120 In у — 154
I n 3 y ”

Задача №20. Найт и производную второго порядка 3’J от функции, 
'х  = 1п/

заданной параметрический у  =  a rc tg t

Реш ение: Сначала найдём

 ̂ // найдем

I
dy _  (arctgl ) dt _  1 + г  _ I

dx (l n t ) d t  I ~ г  + 1 затем

r d\\
dx

Ответ: .К

г  + 1
dt

dt

t - t '

l(r + l)-T*2T_ Г + 1 -2 Г _  l - / : t - t '

(r + l)‘ (^ + l)2 (/2+l): (,: + I)2
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Индивидуальное задание №2 
Аналитическая геометрия и линейная алгебра.

Задача №1. Написать разложение вектора л: по векторам </,
1.1.x ={-2, 4 ,7 } , P= *0,1,2}, q={ 1 ,-2,0}, r = { - 1,2,4}.
1.2. x={6, 12, -1}, P={ 1,3,0}, q = {3 ,- l ,2 } , r= {0 ,- l ,2 } .
1.3. x={ 1 .-4, 4}, p={ 2,1,-1}, q= {3 ,1,-1}, r = { l , - l , l } .
1.4. x={-9 ,5 ,5}, P = {4,1,1 }, q={-3,0,2}, r = { - 1,2,1}.
1.5. x={-5,-5,5}, P= {-2 ,0 ,1 }, q=! 3,2,0}, r= {  0,4,1}.
1.6. x={ 13,2,7}, P= {5,1,0}, q={ 1,-1,2}, r= {  1,0,-1 }.
1.7. x= {-1 9 ,- l ,7}, P={0 ,1 ,1}, q={ 1,0,1}, r=  {3,1,0}.
1.8. x={3,-3,4[, P={ 1,0,2}, q={ 1,-1,0}, r= {2 ,- l  ,-4}
1.9. x = {3 ,3 , - l }, p = {3 , l ,0 } , q= {0 ,-2 , l } , r = { - 1,0,2}.
1.10. x= {- l ,7 ,-4 } , P= {-1,2,1}, q = {3 ,2 ,- l } . r = { U , - l } .
1.11. x= {6 ,5 ,-14}, P= !  1,1,4}, q = { 3 , - l , l } , r = { 2 , l , - l }.
1.12. x = {6 , - l ,7}, p={ 1 ,-2,0}, q = {-3,2,0}, r= {  1,0,4}.
1.13. x = {5 ,15,0}, P={ 1,0,5}, q={ З Д 2 }, r= {  0,-1,1}.
1.14. x= {2,-1,11}, p={ 1,1,0}, q= { 1,2,-1}, r - {  1,0,3}.
1.15. x={ 11,5,-3}, P= {  1,0,2}, q= {1,1,0}, r= {2 ,5 ,-3}.
1.16. x={ 8,0,5}, p={ 2,0,1}, q= { - i , o , i }, r = { 4 , 1,2}.
1.17. x= {3,1,8}, P - {0 ,1 ,3 } , q= {0 , l ,-2 } , r = { 2 ,0 , - l }.
1.18. x= {8,1,12}, p= { 1,2,-1}, q= {-1,3,2}. r = { - l , l , l } .
1.19. x={-9,-8,-3}, P={ 1,4,1}, q = { - 1,1,3}, r = {  1,-1,2}.
1.20. x={-5,9,-13}, P= {0,1 ,-2}, q= {0,-3,2}, r =  {4,1,0}.
1.21. x = { - l 5,5,6}, p = {0 ,5 , l }, q= {2,0,3}, r=  {-1,1,0}.
1.22. x={ 8,9,4}, P={1 ,0 ,1}, q={-1 ,2, l }, r = {  1,3,0}.
1.23. x={23,-14,-30}, P= {2,1,0}, q= { 0 , i , i }, r = { -3,2,5}.
1.24. x= {3,1,3}. p = {2 ,1,0}, q = {- 2 Д 1 } , r=  {4,2,1}.
1.25. x = {- l ,7 ,0 } , P= {0 ,3 ,1 }, q = {2 ,- l ,3 } , r =  {2,-1,0}.
1.26. x={ 11,-1,4}, p= { 1,-1,2}, q = { l , 3 , - l } , r = { - l , l , l } .
1.27. x = { - 13,2,18}, p= {1,1,4}, q= {2,0,-3}, r= {  1,2,-1}.
1.28. x={0,-8,9}, P= {0,-2,1}, q={ 0,3,2}, r = {4 ,0 ,1}.
1.29. x= {8,-7,-13}, p= {0,1,5}, q={2,- l  ,1 }, r = { - l , 0 , 1}.
1.30. x = {2,7,5}, P={ 1Д1}, q= {1,0,1}, r=  {0,3,1}.

Задача №2. Коллинеарны ли векторы а  и о , построенные по векторам а и b?
2.1. «Н К -2,3},
2.2. «={1,0,1},
2.3. «={-2,4,1},
2.4. «={1,2,-3},
2.5. «={3,5,4},
2.6. «={1,4,-2},
2.7. «={1,-2,5},
2.8. я={3,4,-1},
2.9. «={-2,-3,-2},

= {3,0,-1}, 
1-2,3,5},
= {1,-2,7},
= {2,-1,-I},
= {5,9,7},
= {1,1,-1}, 

А={3,-1,0}, 
Ь={ 2,-1,1}, 
Ь={ 3,-2,6},

с г 2а I 4Ь, 
С/=а I 2Ь. 
ст=5«+3/>. 
ст=4а+3й. 
с‘1=-2я+А, 
е « /;. с: 
ci 4а-21>, 
с\=6а-ЗЬ, 
ci=3a+9b,

С\? ih-a. 
с у  За-b. 
C2=2a-b. 
c2=3a-b. 
C2=3a-2b. 
=4a+2h. 
c2=b-2a. 
су^Ь-За. 
C2=-a-3b.
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.’.Ill.rt ‘-1,4,2*, (И  1,0,5}, С‘1=2«-*, С;=3*-6«.
2 4 1 .« ;5,0,-1 А={7,2,3}, с\=2а-Ь, с;=3*-6я.
2.12. «={0,3,-2}, *={1,-2,1}, Ci=5«-2/>, с-2=Зя+5*.
2.13. «={-2,7,4 }, *={-3,5,2}, с 2я 3*. с-2=Зя+2*.
2.14. «={3,7,0j, *={ 1,-3,4}, t’i=4«-2A, с_=Ь- 2а.
2.15. «={-1,2,-!}, *={2,-7,1}, С; 6«-2*. С'2=*-3«.
2.16. «={7,9,-2}, *={5,4,3}, с 4я-Л, с 4Ь-и.
2.17. «={5,0,-2}, *={6,4,3}, ci=5«-3A, с:=6А-10я.00Tocri *={4,1,3}, С\=2а-Ь, с2=2Ь-4а.
2.19. «={3,-1,6}, *={5,7,10}, Ci=4«-2*, с Ь-2а
2.20. «={ 1,-2,4}, *={7,3,5}, t-i=6«-3A, с'2=*-2«.
2.21. «-{3,7,0}, *={1,-3,4}, с-]=3«+2Л, с‘2=5я-7*.
2.22. «={2,-1,4}, *={5,0,-3}, С|=2я-3*, с'2=3«-2*.
2.23. «={5,--1,-2}, *={2,4,0}, ci=3«-2A, с‘2=4*-6я.
2.24. «={-9,5,3}, *={-3,1,7}, с\=2а-Ь, с’2=3«Д5*.
2.25. «={4,2,9}, *={-1,3,8}, С|=4А-Зя, с 4я-ЗЛ.
2.26. «-{2,-1,6}, *={0,4,3}, £‘i=5«-2A, с‘2=2я-5*.
2.27. «={5,0,8}, *={7,1,-2}, С|=3я-4А, t'2=12A-9«.
2.28. «={-1,3,4}, *={3,-7,-6}, t’i=6«-2A, с2=Ь-За.
2.29. «={4,2,-7}, *={6,0,7}, с\=а-ЪЬ, с 6*-2я.
2.30. «={2,0,-5}, *={4,6,-1}, t'i=2«-5A, f2=5«-2A.

Задача №3. Найти косинус угла между векторами Тв и 4С.
3.1. 4(1,-2,3), «(0,-1,2), С(3,-4,5).
3.2. 4(0,-3,6), #(-12,-3,-3), С(-9,-3,-6).
3.3.4(3,3,-1), #(5,5,-2), <7(4,1,1).
3.4.4(4,2,-3), #(3,4,-6), <7(1,1,-1).
3.5.4(-4,-2,0), #(-1,-2,4), <7(3,-2,1).
3.6. 4(5,3,-1), #(5,2,0), <7(6,4,-1).
3.7. 4(-3,-7,-5), #(0,-1,-2), <7(2,3,0).
3.8.4(2,-4,6), #(0,-2,4), (7(6,-840).
3.9. 4(0,1,-2), #(34,2), <7(4,1,1).
34 0.4(3,3,-1), #( 1,5,-2), <7(4,1,1).
3.1 1.4(2,1,-1), #(6,-1,-4), <7(4,2,1).
34 2.4(4,-2,1), #(-4,-2,5), <7(-8,-2,2).
34 3.4(6,2,-3), #(6,3,-2), <7(7,3,-3).
3.14.4(0,0,4), #(-3,-6,1), <7(-5,-10,-1).
34 5.4(2,-8,-!), #(4,-6,0), <7(-2,-5,-1).
346.4(3,-6,9), #(0,-3,6), <7(9,-12,15).
34 7.4(0,2,-4), #(8,2,2), <7(6,2,4).
34 8.4(3,3,-1), #(5,1,-2), <44,1,1).
3.19. 4(-4,3,0), #(0,1,3), <4-2,4,-2).
3.20. 4(1,-1,0), #(-2,-1,4), a s , - 1,-1 ).
3.21.4(7,0,2), #(7,1,3), <7(8,-1,2).
3.22.4(2,3,2). #(4,-3,-1), a-3,-7,-3).



3.23./4(2,2,7), 5(0,0,6), q-2,5,7).
3.24. A (- \,  2,-3), 5(0,1,-2), C(-3,4,-5).
3.25./4(0,3,-6), 5( 9,3,6), C(12,3,3).
3.26. /4(3,3,-!), 5(5,1,-2), C(4,1 ,-3).
3.27./4(-2,1,1), 5(2,3,-2), q o ,  o,3).
3.28./1(1,4,-1), 5(-2,4,-5), Ц8,4,0).
3.29./4(0,1,0), 5(0,2,1), q  i,2 ,o).
3.30./4(-4,0,4), 5(-l,6,7), q u o , 9).

Задача №4. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах а 
и Ь.

4.1. a=p+2q, b=3p-q, \p\ = \,\q\=2,(p q )= т/6

4.2. a=3p+q, b=p-2q, |/;|=4, j<y| = 1, (р q)=- л74

4.3. «=7>-3</, b=p+2q, |/>|=4/5,|</| = 1, (/? q )=л72

4.4. a=3p-2q, b=p+5q, |/;| =4, |</|U/2, (р q)= 5x/6

4.5. a=p-2q, b=2p+q, \p\~-2, \q\=3,(p q)=3rr/4.

4.6. a^p+3q, b=p-2q, j/?|=2, \q\=3,(p <у)^л73.

4.7. a=2p-q, b=p+3q, |/;| =3, |</|=3, (p q)=7r!2.

4.8. a=4p+q, b=p-q, |д|=7, \q\=2,(p q ) ^ n t4.

4.9. a=p-4q, b=3p+q, |/?|U, |</|=2, (p qf= nlb.

4.10. a=p+4q, b=2p-q, |/>|=7, |</|=2, (p </)=/r/3.

4.11. a=3p+2q, h=p-q, |/>|U0, |c/| = !,(/» q ) - n l2 .

4.12. a=4p-q, b=p+2q, |/j| =5, \q\-4,{p q)= n!4.

4.13. a=2p+3q, h=p-2q, |/>| =6, |</|=7, (p q)=n/3.

4Л4. a=3p-q, b=p+2q, \p\=3, \q\=4,(p q)= n!3.

4.15. a=2p+3q, b=p-2q, \p\=2, |<y|=3, (p q)= n!4.

4 .16. a=2p-3q, b=3p^q, /;| =4, |</| = 1, (p q)=n/b.

4.17. ч  5/> </. h p -  |/>| = 1, |</|=2, (/? </) .7 3.

4.18. a=lp-2q, b=p+3q, |/>| = l/2, |<yj=2, (y? q)= n!2.

4.19. a=6p-q, b=p+q, |/?|=3, |e/| =4, (/> </)=л74.

4.20. a=\0p-^q, b=3p-2q, \p\=4,\q\^\, (p q)=/r/6.

4.21. a=bp-q, h p  2q. |/j| =8,|</| = 1/2, ip q)= n!3.
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1 ■■’•’ . «  7’ ' !</.* 7/',|/ >| 2,5, (/1 2, (р q)~ я  12.

1.3 v «  !р (/, b p-3q, Jр\ 3, |с/1 1, (/? д)=Зя/4.

4.3 I d /> 4/. b 3/;-(/, И = 3 ,  )<у|=5, (р </)=2W3.

4.33. (/ .?/»! (/, b p - 3 q ,  \p\=7, |(/|=2, (/j (/)=7г/4.

4.26. a 5p-q, b^p+q, \/>=5. (/|=3Л р q)=5 я /6.

4.27. a=3p-4q, b p  3q, \р|=2. |(/ = 3, {р q)=n!4.

4.28. a=6p-q, b=5q+p, !/{ = l/2, |</j=4, (/> q)=5Tr/6

4.29. «  2/) 3(/. b=p-2q, -  2, (/ -  1, (р q)—я /3.

4.30. а -2p-3q. b 5p q. \р|=2, (/ =3, (р q)=n/2.

Задача JV»5. Компланарны ли векторы я, Л и с?
5.1. «= {2 ,3 ,1 } , *={-1 ,0 ,-1 }, £•={2,2,2}.
5.2. « = {3 ,2 ,1}, *=  {2,3,4}, £-={3,1,-1}.
5.3. о=<1,5,2}, * = { - и , - м . £•={1,1,1}.
5.4. « = {  1,-1,-3|, />={3,2,1}, £={2,3,4}.
5.5. «= {3 ,3 ,1 } , * = {  1 ,-2,1}, £•={1,1,1}.
5.6. о={3,1,-1}, *={-2,-1,0}, £•={5,2,-1}.
5 .7 .«={4,3,1}, А-41,-2,1}, £={2,2,2},
5.8. « = {4 ,3 ,1}, *= {6 ,7 ,4 } , £={2,0,-1}.
5.9. «= {3 ,2 ,1 }, *={1,-3,-7}, £={1,2,3}.
5.10. «= {3 ,7 ,2 } , />={-2,0,-1}, £={2,2,1}.
5 .11 .о={ 1,-2,6}, *= {1 ,0 ,1 }, £•={2,-64 7}
5.12. «=}6,3,4}, *={-1,-2,-1}, £={2,1,2}.
5.13. «={7 ,3 ,4 } , *={-1,-2,-1}, £•={4,2,4}.
5.14. «= {2 ,3 ,2 } , *= {4 ,7 ,5 } , £={2 ,0 ,- !} .
5.15. «= {5 ,3 ,4 } , *={-1,0,-1}, £={4,2,4}.
5.16. «={3 ,10 ,5}, *={-2,-2,-3}, £•={2,4,3}.
5.17. о={-2,-4,-3}, *= {4 ,-3 ,1}, £={6,7,4}.
5.18. я= {3 ,1 ,-1}, *={1,0,-1}, с={8,3,-2}.
5.19. о={4,2,2}, *={-3,-3,-3}, £={2,1,2}.
5.20. о= {4,1.2}, *= {9 ,2 ,5 } , £ = {14 ,-1 } ,
5.21. «={5 ,3 ,4 } , *= {4 ,3 ,3 } , £={9,5,8}.
5.22. «={3 ,4 ,2 } , *= {1 ,1 ,0 } , £■={8,1 1,6}.
5.23. я=44,-1,-6}, *={1.-3,-7}. £={2,-1,-4}.
5.24. «= {3 ,1 ,0 } , *={-5,-4,-5}, £={4,2,4}.
5.25. «={3 ,0 ,3 } , *= {8 ,1 ,6 } , £= {14 ,-1 } .
5.26. в=41,-1,4|, *= {1 ,0 ,3 } , с={1,-3,8}.
5.27. в={6 ,3 ,4}. * = Н ,-2,-1}, £={2,1,2}.
5.28. я=44,1,1}, *={-9,-4,-9}, £={6,2,6}.
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5.29. я={-3,3,3},
5.30. «={-7,10,-5},

*={-4,7,6},
/>={0,-2,-1},

с={3,0,-1}. 
с={-2,4,-1}.

Задача №6. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в гонках А|, Аз, Ал, Ал, и 
его высоту, опущенную из вершины Ал на грань Ai А2 Ал.
6.1. А ,(1 ,3,6), А2(2,2,1), А ,( -1,0,1), А 4(-4,6,-3).
6.2. Ai(-4,2,6), А2(2,-3,0), А з(-1 0,5,8), А4(-5,2,-4).
6.3. А|(7,2,4), А 2(7,-1 ,-2), А3(3,3,1), А4(-4,2,1).
6.4. А ,(2,1,4), А2(-1,5,-2), Ал(-7,-3,2), А4(-6,-3,6).
6.5. А ,(-1,-5,2), А 2(-6,0,-3), Ал(3,6,-3), А4(-10,6,7).
6.6. A|(0,-1,-1), А 2(-2,3,5), A j( 1 ,-5,-9), А4(-1,-6,3).
6.7. А ,(5,2,0), А:(2,5,0), А 3(1,2,4), А 4(-1,1,1).
6.8. А,(2,-1,-2), Л 2( 1,2,1), Аз(5,0,-6), А4(-10,9,-7).
6.9. А ,(-2Д-4), А2(-1,7,з 1), Ал(4,-8,-4), А4(1,-4,6).
6.10. А|(14,4,5), А2(-5,-3,2), А 3(-2,-6,-3), А4(-2,2,-1).
6.11. А,( 1,2,0), А2(3,0,-3), А 3(5,2,6), А4(8,4,-9).
6.12. А ,(2,-1,2), А2( 1,2,-1), Ал(3,2,1), А 4(-4,2,5).
6.13. А , (1,1,2), А 2(-1,1,3), А 3(2,-2,4), А 4(-1,0,-2).
6.14. А ,(2,3,1), А2(4,1 ,-2), А 3(6,3,7), А4(7,5,-3).
6.15. А,( 1,1,-1), А2(2,3,1), А з(3,2,1), А 4(5,9,-8).
6.16. А 1 (1,5,-7), А2(-3,6,3), А3(-2,7,3), А4(-4,8,-12).
6.17. А,(-3,4,-7), А 2(1,5,-4), Ал(-5,-2,0), А4(2,5,4).
6.18. А ,(-1,2,-3), А2(4,-1,0), Аз(2,1,-2), А 4(3,4,5).
6.19. А , (4,-1,3), А2(-2,1,0), А 3(0,-5,1), А4(3,2,-6).
6.20 А,( 1 ,-1,1), А 2(-2,0,3), А3(2 ,1,-1), А4(2,-2,-4).
6.21. А , (1,2,0), А2( 1,-1,2), А 3(0 ,1,-1), А4(-3,0,1).
6.22. А , (1,0,2), А2( 1,2,-1), Аз(2,-2,1), А4(2,1,0).
6.23. А ,(1,2,-3), А 2( 1,0,1), Аз(-2,-1,6), А 4(0,-5,-4).
6.24. А ,(3 ,10,-1), А 2(-2,3,-5), А 3(-6,0,-3), А4(1,-1,2).
6.25. А 1 (-1,2,4), А 2(-1,-2,-4), А 3(3,0,-1), А4(7,-3,1).
6.26. А ,(0,-3,1), А 2(-4,1,2), А 3(2,-1,5), А 4(3,1,-4).
6.27. А , (1,3,0), А2(4,-1,2), А 3(3,0,1), А4(-4,3,5).
6.28. А , (-2,-1,-1), А2(0,3,2), А з(3,1,-4), А 4(-4,7,3).
6.29. А|(-3,-5,6), А 2(2,1,-4), А3(0,-3,-1,), А4(-5,2,-8).
6.30. А|(2,-4,-3), А 2(5,-6,0), Ал(-1,3,-3), А4(-10,-8,7).

Задача №7. Найти расстояние от точки Мо до плоскост и, проходящий через три 
точки М|, М2, Мл
7.1. М,(-3,4,-7), М2( 1,5,-4), Мл(-5,-2,0), М0(-12,7,-1)
7.2. М,(-1,2,-3), М2(4,-1,0), Мл(2,1,-2), М„(1,-6,-5)
7.3. М,(-3,-1,1), М2(-9,1 ,-2), Мл(3,-5,4), М0(-7,0,-1)
7.4. М,(1,-1,1), М2(-2,0,3), Мл(2,1,-1), М0(-2,4,2)
7.5. М,(1,2,0), М2(1,-1,2), М3(0,1,-1), М„(2,-1,4)
7.6. М,(1,0,2), М2( 1,2,-1), Мл(2,-2,1), М„(-5,-9,1)
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7.7. М ,(1,2,-3), M ;( l,0,1), M3(-2 ,-1,6), M„(3,-2,-9)
7.8. M ,(3 ,10,-1), M2(-2,3,-5), Мз(-6,0-3), M„(-6,7,-10)
7.9. Mi(-1,2,4), M2( - l ,-2,-4), M3(3,0-l), M„(-2,3,5)
7.10. M ,(0,-3,l), M:(-4,l,2), M3(2 ,- l,5), Mn(-3,4,-5)
7.11. M,( 1,3,0), M2(4,-l,2), M3(3,0,l), M»(4,3,0)
7.12. M ,(-2,-1,-1), M2(0,3,2), M3(3,l,-4), M(l(-21,20,-16)
7.13. M i(-3,-5,6), M 2(2,l,-4), Мз(0,-3,-1), M,>(3,6,68)
7.14. M,(2,-4,-3), M2(5,-6,0), Мз(-1,3,-3), M»(2,-10,8)
7.15. Mi(1,-1,2), M2(2 ,l ,2), M ?(l,l,4), M„(-3,2,7)
7.16. M ,( l ,3,6), M2(2 ,2 ,1), M j(-1,0,1), M„(5,-4,5)
7.17. M ,(-4,2,6), M2(2,-3,0), M3(-IO,5,8), M«(-12,l,8)
7.18. M i(7,2,4), М;(7 ,-1 ,-2), M.,(-5,-2,-1), M„( 10,1,8)
7.19. Mi(2,1,4), M2(3,5,-2), M3(-7,-3,2), M»(-3,l,8)
7.20. Mi(-1 ,-5,2), M2(-6,0,-3), Мз(3,6,-3), M„(10,-8,-7)
7.21. M ,(0,-1,-1), M;(-2,3,5), Мз( 1 ,-5,-9), M„(-4,-13,6)
7.22. M,(5,2,0), M2(2,5,0), M3( 1,2,4), M0(-3,-6,-8)
7.23. M ,(2,-1,-2), M2(1,2,1), M3(5,0,-6), M„(14,-3,7)
7.24. Mi(-2,0-4), M; ( -1,7,1), M3(4,-8,-4), M„(-6,5,5)
7.25. M,(14,4,5), M2(-5,-3,2), M3(-2,-6,-3), M „(-l,-8,7)
7.26. M,( 1,2,0), М з(ЗД-З), Мз(5,2,6), M„(-I3,-8,16)
7.27. M ,(2,-l,2), М2(1,2,-1), Мя(3,2, 1), М„(-5,3,7)
7.28. М |(1,1,2), М2(-1,1,3), М3(2,-2,4), М„(2,3,8)
7.29. М ,(2,3,1), М:(4,1,-2), Мз(6,3,7), М„(-5,-4,8)
7.30. М,( 1,1-1), М2(2,3,1), Мз(3,2,1), М„(-3,-7,6)

Задача №8. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 
перпендикулярно вектору ВС.
8.1. А(1,0,-2), В(2.-1.3). С(0,-3,2).
8.3. Л(4,-2,0). В( I,-1 ,-5), С(-2,1 ,-3).
8.5. А(7,-5,1), В(5,-1 ,-3), С(3,0,-4).
8.7. А( 1,-1,8), В(-4,-3,10), С(-1,-1.7).
8.9. А( 1,9.-4), В(5.7,1), С(3,5,0).
8.1 1. А(0,-3,5), В(-7,2,6). С'(-3,2,4).
8.13. А(-3,7,2), В(3,5,1). С(4,5,3).
8.15. А(1,-1,5), В(0.7,8), ('(-1,3,8).
8.17. А(3,-3,-6), В( 1,9,-5), С(6,6,-4).
8.19. А(-7,1.-4). В(8,1 1,-3), С(9,9,-1).
8.21. А(-3,1,0), В(6.3,3), С(9,4,-2).
8.23. А(0,-8,10), В(-5,5,7), С(-8,0,4).
8.25. А(0,7,-9), В(-1,8,-1 1), С(-4,3,-12).
8.27. А(5.3,-1), В(О.О.-З). С(5.-1,0).
8.29. А(7,-5.0), В(8.3.-1), С(8.5,1).

8.2. А(-1,3,4), В ( - 1,5,0), С(2 ,6 ,1).
8.4. А(-8,0,7), В(-3,2,4), С(-1,4,5).
8 .6 . А(-3,5,-2), В(-4,0,3), С(-3,2,5).
8 .8 . А(-2,0,-5). В(2,7,-3), С( 1,10,-1). 
8.10. А(-7,0,3), В( 1 ,-5,-4), С(2.-3,0). 
8.12. А (5 , -1,2). В(2,-4,3), С(4,-1,3). 
8.14. А(0.-2,8), В(4,3,2), С( 1,4,3).
8.16. А ( - 10,0.9), В( 12,4,11), С(8 .5 ,15). 
8.18. А (2 ,1,7), В(9,0,2), С(9,2,3).
8.20. А( 1,0,-6), В(-7 ,2 ,1), С(-9 ,6 ,1). 
8.22. А(-4,-2.5). В(3,-3,-7), С(9,3,-7). 
8.24. А( 1 ,-5.-2). В(6,-2,1), С(2,-2,-2). 
8.26. А(-3,-1,7), В(0,2,-6), С(2,3,-5). 
8.28. А(-1,2,-2), В( 13,14 , 1), С(14,15,2). 
8.30. Л(-3,6,4), В(8,-3,5), С(10,-3,7).

Задача №9. Найти угол между плоскостями.
9.1. х-3\+5=0. 2 \-\ 1 5 /-I6-0 . 9.2. \-3 \ i /-1 0. x+z-l=0.
9.3. 4\-5\+3z-l=0. x-4\-z+9~0. 9.4. 3 \-\ t 2/ 1 15=0, 5x+9\-3z-1=0.
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9.5. 6x+2\-4z+17=0. 9.\+3y-6z-4=0.
9.7. 3y-z=0, 2\+z=0.
9.9. x+2y+2z-3=0, I6x+12\ -15z-l=0.
9.1 1. 2x+2\ +z-1 =0, x+z-1 =0.
9.13. 3x-2y-2z-16=0, x+y -3z-7=0.
9.15. x+2y+2z-3=0, 2x-\+2z+5=0.
9.17. x-3y-2z-8=0, x+\-z+3=0.
9.19. x+y+3z-7=0, y+z-l=0.
9.21. x+2y-1 =0, x+y+6=0.
9.23. 5x+3\+z-18=0. 2\+z-9=0.
9.25. x+4y-z+1 =0, 2x+\+4z-3=0.
9.27. 2x-6\ + 14z-l=0, 5x-15\+35z-3=0.
9.29. 3x-\ -5-0. 2x+y-3=0.

9.6. x-y -J2 +z-1 =0, x+y V2 -z+3=0.
9.8. 6x+3\ -2z=0, x+2\ +6z-12=0.
9.10. 2x-y+5z+16=0, x+2\ +3z+8=0. 
9.12. 3x+\+z-4=0, \+z+5=0.
9.14. 2x+2\ +z+9=0, x-v +3z-1 =0.
9.16. 3x+2\-3z-l=0, x+y+z-7=0.
9.18. 3x-2y+3z+23=0, y+z+5=0.
9.20. x-2\+2z+17=0, x’-2y-l=0.
9.22. 2x-z+5=0, 2x+3\ -7=0.
9.24. 4x+3z-2=0, x+2\ + 2z+5=0.
9.26. 2y+z-9=0, x-\+2z-l=0.
9.28. x-\+7z-l=0, 2x-2\-5=0.
9.30. x + y fz^  -3=0, x-\ +zV2 -1=0.

Задача 10. Написать канонические уравнения прямой.
10.1. 2x+y+z-2=0, 2x-y-3z+6=0
10.3. x-2y+z-4=0, 2x+2y-z-8=0 
10.5. 2x+3\+z+6=0, x-3y-2z+3=0 
10.7. x+5\+2z+l 1=0, x-\ -z-1 =0 
10.9. 5x+y-3z+4=0, x-\+2z+2=0
10.1 1. 4x+y-3z+2=0, 2x-y+z-8=0 
10.13. 6x-7y-4z-2=0, x+7\-z-5=0 
10.15. 6x-5\ -4z+8=0, 6x+ 5> +3z+4=0 
10.17. 2x-3y+z+6=0, x-3y-2z+3=0 
10.19. 4x+y"+z-+ 2=0, 2x-\'-3z-8=0
10.21. x+y-2z-2=0, x-\+z+2=0 
10.23. x-y+z-2=0, x-2\-z+4=0 
10.25. x+5\+2z-5=0, 2x-5y-z+5=0 
10.27. 2\+3>-2z+6=0, x-3y+z+3=0
10.29. 3x+3\+z-l=0, 2x-3\-2z+6=0

10.2. x-3y+2z+2=0, x+3\+z+l4=0
10.4. x+y+z-2=0, x-\-2z+2=0
10.6. 3x+y-z-6=0, 3x-\ +2z=0
10.8. 3x+4\-2z4 1=0, 2x-4y+3z+4=0
10.10. x-y-z-2=0, x-2\+z+4=0 
10.12. 3x+3> -2z-1 =0,’ 2x-3y+z+6=0
10.14. 8x-\ -3z-1 =0, x+y+z+10=0
10.16. x+5\ -z-5=0, 2x-5> +2z+5=0
10.18. 5x+y 'I 2z+4=0, x-\ -3z+2=0
10.20. 2x+\-3z-2=0, 2x-\+7+6- 0
10.22. x+5> -7+1 1=0, x-y+2z-l=0
10.24. 6x-7}-z-2=0. x+7\ -4z-5=0
10.26. x-3> +z+2=0, \+3\+2z+l4=0
10.28. 3x+4y+3z+l=0, 2x-4>-27+4 0
10.30. 6x-5\+37+8=0, 6x+5\-47+4=0

Задача 11. Найти точку пересечения прямой и плоскости
11. 1. '  ■' У -  3 = — —, х+2\+37-14=0 11.2 . —  =

у 3 _ г +1
х+2х-57+ 20=0

-1 -1 4 3 - 4  5 ’

1 1.3.-—  = у  + 5 = ■ — , х -З м  7z-24=0 1 1 . 4 . ^  = II + 1 to X ' 4 /  и
-1 4 2 1 0 2

1 1.5. V ' У" 3 = — 2 , Зх+\ -5z -12=0 1.6 . ' ' '
у  + 2 _ г - 3

х+Зу-57+ 9=0
1 -1 0 -  3 2 — 2

11.7. = у -  2 = — , х-2\ +57+17=0 Г . 8 . V ' у - 2 _ г - 4
x -2 \+ 4 Z-19=0_ ? 1 -1 2 0 1

11.9. = , ] -1 = 2x-v+3z+23=0
\- + 0

11. 10. ^ ^ II

1 to II + 1 O
J

, 2 х -3 \ -57-7=0
-1 1 -1 1 0 0

11. 11. ^ '  =_ у  — 1- = " . 4х+2\ -7-11 =0 11. 12. —  :_ у + 1 _ г -1
З х -2 \ -47-8=0

-1 3 1 0 -1  ’
v + 2

11.13,—
г - - = ^ ^ ,  х + 2% -z-2=0 11.14, —  3

у -  2 г + 2 , 5 \  \ • 1/' 1 I)
-1 1 2 1 - 5  3
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11.15.—  =
у - 2  - - 4
------ = ------- .\+3v+5z-42=0 i i . i 6 . —

3 y - 4 5— 4 7x+\ +4z-47=0
-1  3 - i ! > 2

11 .17 ,—  = —  = L z l  ,2x+3\+7z-52=0 11.18. Л- з = y + 1
— . 3x+4x+7z-16=0

2 3 з 2 3 1

11.19. ' = v -  2 - + 4
- - - - - -  ,2x-5v+4z+24~0 11.20 . Y- 1 у -  8 _

, x -2 \-3z+ l  8=0
0 -1 8 -  5 12

1 1.21 . —  =
у —  I г + Y
-̂----= ------- . X- + 7v+ 3z+ 1 I =0 1 1.22 , —

5 v + 3
—  , 3x+7v-5z-1 1=0

1 -1  0 -1 э 2

1 1.23. —  - v -  2 - - 6
•—  = ---- - . 1 \  • \ -6z-5=0 11.24.— 3 .V + 2 Y 2 ?  ,5x+9\ +4z-25=0

7 I -1 1 -1 0

11.25. —  = =  = — , x3 4v+13z-23=0 11.26,—
1 _ .v -  3 _

~ + ' . 3x-',\+5z-3=0
0 3 6 1 3

v -  ■>
11.27.^— = -— - = , 3 \ - \+ 4 z = 0 11.28. — 1 _v-3

— , 3x-7v-2z+7=04 1 0 _

1 1.29, —  =
r + 2 - - 3
• - - .....x+2\ -5z+16~0

r -f-
11.30. 3 т -  2 _

— , 5 \+ 7 \+ 9 z -3 2 = 02 - 5  -  2 0 - 3 11

Задача 12. Найти точку I/', симметричную точке М относительно прямой 
(для вариантов 1-15) или плоскости (для вариантов 16-30).
12.1. М(0,-3.-2),

12.5. М(1,0,-1). 

12.7. М(-2.-3.0), 

12.9. М((),2.1),

12.15.М(0.-3.-2).

•V — 1 у  + 1.5 г
12.2. М(2,-1,1),

л‘-4 .>  у  +  3 2 - 2
1 - i  i ' 1 -  0.5 ~ 1

.Y -  2 y  + 1.5 z  — 1
12.4. М( 1,2,3). д - 0 .5  г 1-1.5 г - 1.5

1 - 2  1 0 -1 1
-v-3.5 1 -1 .5  г

12.6 . М(2, 1.0 ), -y- 2 у +1.5 г + 0.5
2 2 O' 0 - 1 1

.v + 0.5 y+1 .5  г -0 .5
12.8 . М (-1,0 , -1), .Y у -1 .5  г _ 2

1 0 1 -1  0 1
-Y -  1 .5 у  г -  2

12.10. М(3,-3.-1) .Y -6  у -3 .5 z  +  0.5
~> -1  1 5 4 0

.v — 1 у - 1.5 с - 3
12.12. М (-1.2,0), . г +  0.5 у + 0.7 -  _  -)

-1 0 1 1 -  0.2 0
,Y — 1 у +  0.5 г +  1.5

12.14. М (-1,0,1), ■Y +  0.5 у  -  1 г - 4
-1 0 0 0 0 2

x -  0.5 у  + 1.5 z -  1.5 12.16. М< 1,0 , 1), 4x+6x + 4z-25=0

12.17. М(-1 Д -1 ) ,  2х+6\ -2 z + 1 1 0 
12.19.14(2,1.0), у 1/3 2=0 
12.21 . М(2 , - 1, 1), х-\ + 2z-2=0
12.23. М( 1,2,3), 2 \ + 10\ +10/.-1 -0
12.25. М(1,0,-1). 2 \+ 4 z - l= 0
12.27. М(-2,-3,0), х+5\ +4=0
12.29. М (-1,0,1). 2х+4\ -3=0

12.18. М(0,2.1), 2х+4\-3=0
12.20. М (-1,2,0), 4x-5\-z-7=0
12.22. М( 1,1,1), x+4y+3z+5=0
12.24. М(0,-3,-2), 2 х + 1 Ох + 10z-1 =0
12.26. М(3,-3,-1), 2x-4v-4z-13=0
12.28. М(2.-2,-3), \+z+2= 0
12.30. М(3.3,3), 8x+6y+8z-25=0

38



liuuma 13. Проверить совместность системы уравнений и в случае 
• пи местности решить ее: а) но формулам Крамера; б) с помощью обратной 
шприцы (матричным методом); в)мегодом Гаусса.

I I I 13.2

13.4.

13.6.

13.8

13.10.

13.1

[2-г, - .v , -З х ,  = -9
13.14. |  л'! + 5х, + .г, = 20 

[ За-, + 4х, + 2.v, = 15 

Г2л-, -  л, + 2х, = 0 
13.16. j 4л, + д-, + 4л-, = 6 

(л, + х, + 2л, = 4 

( -  Зх, + 5л + 6х, = -8

13.18. J Зх, + л, + х, = -4  

|.V, - 4 л ,  - 2 л ,  = - 9  

(Зх, - х ,  + Х ,  = -1  I
13.20. j 5х, + л-, + 2х, = 8 

[х, + 2х, + 4х, = 16 

(2х, + Зх, + X ,  = 4
13.22. |  2х, + х , +3.v, = 0 

[Зх, + 2х, + х , =1 

х, -  2х, + Зх, = 14
13.24. J 2х, + Зх, -  4х, = -16  

[Зх, -  2х, -  5х, = -8
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м , 4 v, 2.\ . I I I .v( I к\ , ().\ .
13.25. 2х 1 ' ■ Л ; 4 13.26. Зх, 1 .V, - 4х, 1;

1 Зх 2д . 1 4.V; = 1 I | 2х i “ Зд , 1 х, 9

| 1 = -6 |3х., -i 2.v, 4х, -- - 1
13.27. ■ 3. v + 2.v, + 5х. = -14 13.28. Д , + Здд = -6

|х, --  Здд + 4.Т; == -19 1 2х i “ Зд . +.vt - 9

jx, -+ 4дд .V, = -9 1Т + 4лд - х ,  =13
13.29. 3.V, .V, + ЭХ; == -2 13.30 i Зх, + 2дд + Зх, = 3

[.Зх.. -7 л ■, = "б 12х, — Здд + х, = -  К)

Задача №14. Решить 
уравнений.

однородную систему линейных

[ ЛГ, + дд + д\ = 10 i ку| - л ,  + 2лд == 0
14.1. 2х, -  Здд + 4д- , = 0 14.2. 1 -к + дд + Л, = 0

У -, -  1 1д , 4- 1 Ох, = 0 к  +Зд, +3д. =:()

[-V, -̂ З х , + 2х, = 0 (4х, - д \  + 1 Од, = 0
14.3. 2х, -  дд -ь Зд, = 0 14.4. ■j vi +2дд -  д , - 0

[зх, -  Здд + 4д , = 0 !--т 1-  Здд + 4д-. = 0

( ь , + 5дд + Д-, = 0 [Зх,--  дд -  Зд, = 0

14.5. 14-т, + бдд + Зд , = 0 14.6. Ьх, + Здд + дд = 0

к  -- .V, - 2д, = 0 [х, + х, + Зх, = 0

к '
- ДД + 2дд =; 0 [2х, -ДД -  ДД . == 0

14.7. •] 2х, + дд -- Здд = 0 14.8. : х, 4 2дд -  Здд - : 0
[Зх, + 2 х , = 0 (ЭХ, ■+■ дд •+- 4дд =: 0
|г5.г. -  5дд т 4.v. = 0 к + 3дд — д*, =: 0

14.9. •|3х, + Д . + ДДД := 0 14.10. ( 2х , + 5дд — 2л . = 0

|х, 4■ 7х , --дд = 0 [д, + дд + эдд =:0

[2х■| + Д т Здд = 0 [х, -  2дд — д , =: 0
14.1 1. j3x, -  -'3 + 2л. = 0 14.12. -1 2х , + Здд + 2д , = 0

1
I-V, + 3.Vj “Г 4.V; = 0 Зх, -  2дд + 5.x1 = о
[ 2х + X, — д , = 0 (4х,, + дд + Здд = 0

14.13. •1 Зх, -  2х , 4 4х, = 0 14.14. у х , -  дд + 7дд = 0к -  5х, + 3.V ; = 0 (2х, + 4дд -  5д., = 0

1 л7 + 4х , — 3-V ; = 0 (х ,- 2лд • дд - 0
14.15. 1 2х + 5лД Т .V: = 0 14.16. j 3-V| д дд т  2лд == 0

! л"| -7л , д 2д-; = 0 (2х, -  Зд, + 5л, = 0

(-'3 4 2 Л , т- Зд. = 0 1 Зх, + 2дд = 0
14.17.

]2л"1 -  -'3 -  Д; = 0 14.18. К - дд -f 2дд = 0
13.v, 4 3.V, +2.13 = о 4х, -  2дд + 5д-, =0

алгебраических
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(2л-, - д ,  + 3 д , = 0  
14.19. | д, + 2д, -  5д. = 0 

[Зд, + д, + д, = О 

|д, -  Зд, - 4 д ,  = О 
14.2!. ■, 5д, -  8д, -  2д, = О 

(2д, + д , - д ,  = О 

Зд, -  2д, + д, = О 
2д, -  Зд, + 2д, = О 
4д, + д, -  4д, = О 

(д, + 2д, -  4д, = О 
14.25. • 2д, -  д, -  Зд, = О 

(д, + Зд, + д, = О 

|5д, -  4д, + 2д , = О 

14 .2 7 3 Зд. -  2д, = О
[4д, + д, -  Зд. = О 

18д, + д, — Зд, = О 

14.29. I д, + 5д, + д, = О

|4д, - 7 д ,  + 2д, = О

fЗд, + 2д, -  д, = О 
14.20. |  2д, — д, + Зд, = 0  

[ 4 д , + Зд, + 4д, = О 

[Зд, + 5д, -  д, = О 
14.22. |  2д, +4д ,  -  Зд, = 0  

I д, -  Зд, + д, = 0

(7д, + д, -  Зд, = О 
14.24. J Зд, -  2д, + Зд, = О

| д, -  д, + 2д, = О 

17д, — 6д, + д . = О

14.26. \ 4д, + 5д, = О

[д, -  2д, + Зд, = О 

16д, + 5д, -  4д, = О 
14.28. <1 д, + д, -  д. = О

[ Зд, + 4д, + 3 д , = О 

[ д, + 7д, -  Зд, = О 
14.30. j Зд, -  5д, + д, = О 

(Зд, + 4д, -  2д, = О

14.23.

Задача №15. Найти собственные значения и собственные векторы оператора с 
матрицей.

3 4 _2  - Л ' 2 -1 0 ' '3 -1 1 1

15. 1. -1 3 - 1 15.2. -1 2 0 15.3. 0 2
V  1 -  2 2 ) , 1 -1 0 -1 j
35 -1 - Н Г 6 - 2 - Г (  3 1 - 13

15.4. 0 4 -1 15.5. -1 5 -1 1э .6. 2 2 - 1
.0 -1 4 1 - 2 4 ) . - 2  1 4
' 2 0 - 1' 1 2 1 (И 4 1 оз

15.7. 1 1 -1 15.8. 1 2 0 15.9. 1 4 0
[-1 0 2 j v-1 1 з , V-1 1 5

3 5 1 Г 5 - 4 4' '3 - 2 2Л
15.10. -  2 4 -1 15.11. 2 1 2 15.12. 2 -1 2

_ - 1 6 , v2 0 3J 2 _ 2 -Ъ
4з - 2 23 '5 _  2 2 ^ 37 - 4 4^

15.13. 0 3 0 15.14. 0 5 0 15.15. 2 3 2

ч<> 2 \ / уО -> з. 1,2 0

7 - 6 6' ' 2 - 6 ь [13 2 - 2 '
15.16. 4 -1 4 15.17. 2 3 2 15.18. 6 9 - 6

v4 - 2 5 [2 2 3 . 2 - 2 5 J
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'7 2 2 ' 3 / 2
3 3 3 0 0 5 0 0

15.19.
4 5 2 15.20. 2 7 4

15.21. 1 13 4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
0 0 1 2 2 5 2 2 11

.3 3 J 3 3 ,

19/3 2/3 — 2 / 3 / /4  0 - 11 12 1 - I2,
15.22. 2 5 _ 2 j. 15.23. 2 3 _ 2 1. 15.24. 1 2 - .

. 2/3 - 2 / 3 1 1/3 J v' -1 2 0 1 J
23 0 0 2 '5 0 0 2 6 1 -1 'j

15.25. 1 2 -1 15.26. 1 4 -1 15.27. 2 5 - 2  j.
J  -1 2 , J  -1 4 1 -  1 4 J

3 _ у _ т / 5/3 - 2 / -  4 / 3 2 7 - 4 - 2 "
15.28. — 2/3 5/3 - 2 / 3  . 15.29. 0 1 0 15.30. _ 2 5 _ у

ч - 2 /З 2/3 - 13/3 J v — 2 / 3 2 /3 7/3 0 0 9 ,

Задача №16'*. Исследовать кривую второго порядка и построить се.
16.1. -х2-х2+4.ху т2х-4ч +1 =0 
16.3. 4ху+4х-4\=0 
16.5. -3.x2 -Зу2+4.х_\ -6х+4_\ +2=0
16.7. ~х2-у2 4х\-4х-2\+2=0 
16.9. 4х\ +4.\-4> -2=0"
16.11. х2+\2+4.х\ -8х-4\ +1 =0 
16.13. 2х\+2х+2\-3=о'
16.15. 3х2+3у2+4х\ + 8х+12э г 1=0
16.17. 3х2+3у2-2х\ -6х +2\ +1 =0
16.19. 3 \ 2+3у2-4х} +6х-4_\ -7=0
16.21. 5х2 + 5у2-2.х> + 10х-2\ + 1 =0
16.23. - х 2-у2+2ху+2.х-2\ t 1=0
16.25. 3х2+3у2+2х\ - 12х-4\ + 1=0
16.27. 2х2+2\ 2-2х> + 6х-6_\ -6=0
16.29. 4 \ \+ 4 х - 4 \+ 4 = 0

16.2. 2х2+2_\ 2-2х\ -2\ - 2у+ 1=0 
16.4. - 2х2 2}  2+2ху-6.х+6\ +3=0 
16.6. - 2х \ - 2х-2\ + 1=0
16.8. - 4х2-4\ 2+2ху+ 10х- 10\ + 1=0 
16.10. х2+_\2+-2х\ - 8х-8\ + 1=0
16.12. х2+у:-2.\\ -2х+2у-7=0 
16. 14. 4х2+4у2+2.\\ + 12х+ 12\ + 1=0
16.16. х2+\ 2-8х \ -20\ + 20у+1 =0
16. 18. 4х\+ 4х+4\ + 1=0
16.20. -4х\ -4х+4\ +6=0
16.22. 2\ 2+2у2+4.ху+8х+8у+ 1 =0
16.24. 2х2+2) 2-4х_\ -8х+8\ + 1 =0
16.26. -4х \ + 8\ + 8\ + 1=0 '
16.28. \ 2+_\2+4\}+4х+2_\-5=0
16.30. 3х2+3' 2-4х_\ +4.х+4\ +1 =0

Решение типового варианта индивидуального задания №2. 
Аналитическая геометрия и линейная алгебра.

Задача №1. Написать разложение вектора х  по векторам р  и q, если 
-V={l I -6,5}, р  = {3-2.1}, q  = |-1.1,-2} и /={2.1-3}.

Р е ш е н и е .  Напишем векторное уравнение разложения вектора д- по 
векторам р ,  q  и г  х  = ар  I bq+cr ,  где а. в и с  являются координатами вектора 
л- в базисе векторов р ,  q  и г. Тогда в координатной форме это векторное

I За -  в + 2с = I 1
уравнение будет иметь вид: -| -  2а + в + с =  -6

} а -  2в -  Зс = 5

42



IV111 м ivi систему гак: прибавим первое уравнение ко второму, получим 
■ I, у чаисс сложим все три уравнения, будем иметь 2 а -2 в —10 или а-в= 5.

| а + Зс = 5
I .и in мн |смл примет вид : < а - в  =  5

2а +  в +  с =  -6

И noiuiii системе вычтем из первого уравнения второе, получим ЗсС в= 0  
и hi , и '. из первого уравнения выразим а; получим а ~ 5 -3 с  и подставим 
I-I ц ii i.ui.i преобразования во второе уравнение системы:

а = 5 -  Зс а = 5 — Зс Г а = 2
в = -Зс  =Д> < в = -Зс  => < в =  -3

10 + 6с -  Зс + с = —6 | 4с = 4 [ с -  1

< >1 шч : л -2p-3q+r

(плача №2. Коллинеарны ли векторы с/ и С2, построенные по векторам а 
и /. и \ 1.3,81. й={3,7,-|}, С/=4а-3/>, c 2= 9 a - U b

/ ’сш с/ш е: Найдём последовательно вектора 4 а 3 Ь, с,, 9а, 12 />, и сг 
I» { 4,8,32}
I/. (9,21,—3}=> с, = 4 а -3 *  = {-13,-13,35}
«>„ { 9,18,72}
12/. {36,84,-12} =>с2 = 9а-12/. = {-45,-72,84}
Используя условие коллинеарности двух векторов, найдём отношения их

-13  -13  35........ .иующих координат: отношения эти неравны между

и и iii
O ih c i: вектора с, и с2 не коллинеарны.

(плача №3. Найти косинус угла между векторами АВ и АС .
А(-2,4,-6), В(0,2,-4), С(-6,8,-10)

Решение: Найдём вектор АВ ={0-(-2), 2-4, -4-(-6)} = {2, -2, 2}. Найдём 
....... 1C {-6-(-2), 8-4,-10-(-6)}={-4,4,-4}.
11 перь найдём их длины: |.4/?| = J 22 + (-2)2 + 22 = 2л/3; |лс| = *J(-4)2 +42 + (-4); = 4л/з 

11н1ис‘м косинус угла между векторами по формуле cos(.4B, АС)= ^
1В ■ 4С

I и i/t К с к а л я р н о е  произведение векторов, АВ, АС -модули векторов 
1 1iMIи>.мпслей.

,//. ^ ) = 2.(-4) + (-2 )-4 ^ 2 ± 4 ) ^ 3 ± 8 ) ;
2с/з ■ 4л/з 8-3

( )i вег: искомый угол равен 180°.

-I => (АВ. АС) = тт = 180
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Задача №4. Вычислить площадь параллелограмма, построенного ни
Л 'Sirвекторах а и b a = 3 p  + 2q, b = 2 p - q ,  j/>|=4, J<jr| = 3, (р,  q ) =  —

Р е ш е н и е :  S = jfl|j6jsin(«,A b) = \а х Ь\

\axb\ = \{3p + 2 q ) x { 2 p - q ) \  = \ 3 p x 2 p  + 2 q x 2 p - 3 p x q - 2 q x q \  =

= \4qx p  + 3qx р\ = 7|^х р\ = l \q\p\sia{p,A q) = 7-4-3 = 42Л  (кв.ед)

Ответ: площадь параллелограмма равна 42 2 (кв.ед)

Задача №5. Компланарны ли векторы я,Л и г? 
я = {7,4,б}, Л = {2,1,1}, £={19,11,17}

Р е ш е н и е :  Найдём смешанное произведение трёх векторов:
7 4 6

ubc = 2 1 1
19 К 17

= 119+76+132-114-136-77 = 327-327 = 0

Ответ: векторы а,Ь и с компланарны.

Задача №6. Вычислить объём тетраэдра с вершинами в точках А |, А2, At. 
А4 и его высоту, опущенную из вершины А4 на грань Ai А; А;,.

А, (1,-1,2), Л2 (2, 1,2), А, (1, 1,4), Л4(6, -3 ,8 )
Р е ш е н и е : Г , . , ,  = ±-(.4.4, .4.4, .4.4.)

.1,4, = (2 -  I, l - ( - l ) .  2 -2 j = {1, 2, 0}
•4,.4, = {l-I, 1-(-1), 4 -2}=  {0, 2. 2}
.4,.44 = {б-1, -3 -1 -1 ), 8-2}= {5. -2 . 6}

) ) "А Гт\ ) 1 А О)
Г , , . ,  =1

1 А 1 6
2 2

-2  6
1 ! = -|б  + 10 + 2) = --18 = 6 (куб. ед)

С другой стороны, Г , ■/К

.V = -  .4. .4, х .4. .4, ?1 1 - ' ч

■ V 6 ■ h , = 6 => h ,

1 I - -  - — I _ I j 2 0 ll
" 2.1!2 2j’_|o 

18 _ 18^6 _
з 11 11 Ve 6

Ответ: высота равна Зл/б лин.ед.

-|{4.- 2,2)) = i.2 |{2 ,-1,1)1 = 74+1 + 1=76  

-ч/б (лин.ед.)

Задача №7. Найти расстояние от точки М„ до плоскост и, проходящей 
через три точки Mi, М2, Ms. M L( 1,5, -7,), М; (-3,6,3), М4(-2,7,3) М0( 1,-1,2) 

Р е ш е н и е :  Уравнение плоскост и, проходящей через три точки будет 
иметь вид:
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V 1 у  -  5 z - ( - 7 ) X — 1 у - 5 z + 7
6 - 5 U4 1 т ® или — 4 1 10

1 _ 7 - 5 3 - ( - 7 ) 3 2 10

HIM 10( v - l ) - 3 0 ( > ' - 5 ) - 8 ( z  +  7 ) + 3 ( z  +  7 ) + 4 0 ( y - 5 ) - 2 0 ( x - l )  =  0 

l(»h l ) + 1 0 ( p - 5 ) - 5 ( z  +  7) =  0 = >  2 { x - l ) - 2 ( y - 5 )  +  (z + 1) = 0

....... ..  2x —2 j  + z + 15 = 0. Найдем расстояние d от точка М» до
_/ _ | 2 -1 -2 ( -1 )  + 2 +  15| 21 „

M.ili'ii'iiiioii плоскости: “ ~ ;—  , —~ т - >
р 2 + ( ~ 2 У + \  3

< ) i пе г : d=7

(алана №8. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку А 
ж ригпдпкулярно вектору ВС.  А(2, 5, -3), В(7, 8, -1), С(9, 7, 4)

Реш ение: Найдём вектор В С  = {9 -  7,7 -  8,4 -  (-  l)} = {2,-1,5} и примем 
■ и« la нормальный вектор плоскости. Напишем уравнение плоскости, 
нрочоиищей через точку А, перпендикулярно вектору ВС.

2 ( .v -2 ) - (v -5 )  + 5 (z - ( -3 ) )= 0  
2 v -  4 -  у  + 5 + 5z + 15 = 0 
2.v - у  + 5z  + 16 = 0 

Ответ: 2 х  -  у  +  5 z  +  16 =  0

Задача №9. Найт и угол между плоскостями 
I] \ I г -2z = 0 р 2 :х + у -  35 = 0

Реш ение: Напишем нормальные вектора данных плоскостей: 
и, - {1,2,—2} п2 = {1,1,0}. Найдём косинус угла (р между этими

_ 1-1 + 2 -1 + (-2)-0 3 _ 1 ^л/2
7тГ|-|ЙГ| л/нЙ4 + 4-л/Г+Т Зл/2 л/2 2

in м и р а м и :  coscp

Д" 1-0т = — = 4з
2 4

Ответ: ш = 2  = 45
4

Задача №10,
„ [2 .г -3 у -  2г + 6 = 0 : р,I шписать каноническое уравнение прямой: е :<

[х -3 г  + г + 3 = 0 ■./>..

Реш ение: В условии задачи мы написали уравнение прямой г в 
пространстве в виде системы двух линейных уравнений с тремя неизвестными, 
I с рассматриваем прямую как пересечение двух плоскостей; pi и р>, 
ч, 1-2 } и п, = {|,-3,|}~ нормальные векторы этих плоскостей.



дня прямой направляющий вектор служит вектор </ = /;, х».

- 3 i
I = 3 -  6;-(2 j- 2),-6 + 3} = {- 9 . -4 . -3 } .

/7, -L р ] => /?, _L е 
п2 X р 2 => п , 1 с

-  II-3 - 2 
li-3 1

Из написанной Bbiuie системы найдем одну из точек прямой е . Примем за
I 2.v -  3 г = -6

г свободное неизвестное, г = 0 и получим х - 3 г  = -3  => вычтем из первого
- = О

уравнение второе и выразим из второю у.

х = -3
_ х +

г = О

.V = -3 
у = О
г = О

Найденные вектор и точку используем при составлении канонического 
-т - ( -З )  г - 0  г - 0уравнения прямой. --------=-------= ----- упростим его, заменив а на

— 9 -  4 — 3
 ̂ — Г1 ,Т + 3 | ' Гколлинеарныи ему вектор -  а . Получим - -

9 4 3
0  .т + 3 v :О твет:-----= -  = -

9 4 3

Задача №11. Найти точку пересечения прямой и плоскости, если
£zZ = Z-J = --±l. 2.т+ г + 7г -  3 = О 

3 1 - 2
Реш ение: Перепишем каноническое уравнение прямой в

f х = 7 + Зг
параметрической форме: г = 3 + / и для нахождения точки пересечения

г = -I  - 2/

прямой и плоскости решим систему 
х = 7 + 3/ f л- = 7 + 3/
у  = 3 + 7 j _т = 3 + 7
г = -  I -  2/ => | - = — 1 — 2/
2х + г + 7г -  3 = О 14 + 6/ + 3 + / -  7 -  14/ -  3 = О
Ответ: Точка А пересечения прямой и 

А( 10, 4, -3)

х = 7 + 3/ [/ = 1
г = 3 + 7 х = 10

’ => • 
г = -  I -  2/ у  = 4
- 7 /  = - 7  U  = -3

плоскости имеет координаты

Задача №12. Найти точку М , симметричную точке VI относительно 
прямой (варианты 1-15) или плоскости (варианты 16-31)

Реш ение: Для вариантов 1-15 М(2,-5,7), е: ' ~ =

Напишем уравнение плоскости, проходящей через точку М 
перпендикулярно прямой г ,  за нормаль п примем направляющий вектор 
77(1.3,2) этой плоскости примем вектор прямой е .
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Получим: 1(х-2)+3(у+5)+2(г -7)=0=> р :л + Зу + 2 г - 1  = 0. Найдем точку 0-
(.V + j  у + 2 г  — 1 — 0

пересечение е и найденной плоскости р \ х + 5 г -4  г -6  выразив у и z
I 1 ~~ 3 “ 2

через х : у-4=Зх+15 =>у = Зл+19 л-б  = 2л + Н)=>г = 2л + 1б и подставив в первое 
уравнение системы, получим *

л + 3(3.х + 19) + 2(2л + 16) -  1 = 0 
у = З.т + 19 
Z  = 2л- + 16

14л- = -88 

■ у = Зл + 19 => 
[г = 2л+  16

44
Л 4

132
у = 19-

7
88z = 16 -
т

точка ()( 44 \ 24 
l ' l '  1

является серединой отрезка ММ т.е.
Л- +2

2
-5 1

2 ~~ *7
+ 7 24

7

44
7

9

= —2 - 

2
= — + 

7
_ 48

7

88
7

А/ (- 102 39
7*’ 7

1
7
). Для вариантов 16-31

М(-2,0,3), р: 2х-2у+10 z +1=0. Напишем уравнение прямой e l  р и проходящей 
через точку М, за её направляющий вектор примем нормальный вектор
плоскости р: п = а .  Так как .!•/(-2;0,3)ее то получим = = -у^--

Упростим уравнение прямой заменив вектор а на коллинеарный ему вектор 
1 _ л + 2 v z - З  ~- а  ■ —j— = =у = -у -  • 1 еперь найдем точку О пересечения прямой и плоскости:

\ 2х — 2 v + 10— +1 = 0  
х + 2 у  _  z -  3

у j _  _  | j => у  = - л  -  2 z -  3 = 5л + 10 => z = зл + 13

2л -  2(-л  -  2) + 10(5л + 13) + 1 = 0 (50л = -135
> - у  = -л  -  2 => j у = -л  -  2 ==> <

z = 5л + 13 z = 5л + 13

_ _ J21  
25

’ =  - 2 -  —  
25

27= ------+ 13

77
25

точка О)---- ,
25

'-ТО- 2  27
2 25

Ум + 0 _ 77
2 25

ТО+3 = 38 
2 5

77 38, . . . . .— .—) середина отрезка ММ т.е. 
25 5

_ 54-
25

154
25 з / Ч - 4

25
или Л/'(-0.16;-6.16:12.5).

25 з
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| 7.v, 4 4 v, \ l i
Задача №13. Решить систему уравнений -j 3.v, t 2.v, i 3.v, i

2.\‘ -  3.V, 4 .у. I

Реш ение: Решим систему методом Крамера. Для п о ю  придётся
вычислить четыре определителя третьего порядка. В начале проверим на 
совместность систем уравнений, т.е. А ф 0.

Л, =

7 4 - 1

3 2 3 =

2 - 3  1

7 13 -1

3

2

д

-10
д

1

7 4 13

3 2 7
2 -  3 —10

: 14 + 24 + 9 + 4-12 + 63 = 102

= 21 + 78 + 30 + 6-  39 + 210 = 306

= -140+24-117-52 + 63 + 120 = 102

11о формулам Крамера

Ответ: xi=0, Х2=

л, У = А  = 0 
102Л

Л, - 306 „
—  оудем иметь Л; "" 102 _ J
л, -102

Л,_ 102Л
х ,= -1.

! X, + 7.V, — 3.V j =0
Задача №14. Решить систему уравнений - З.т, -  5.г, + + = О

[Злу +4.v, - 2д+ ■ 0

Реш ение: Вычислим определитель, составленный из ко >ффициентов 
при неизвестных

л =
I 7 
3 -  5 
3 4

I = 10 4 21 -  36 - 45 -  4 4 42 = 73 -  85 = - 12 * О
_

Следовательно, по методу Крамера система имеет только одно, нулевое
(-V, = ()

решение (тривиальное), т.е. -J.v. =о
L = o

Ответ: хг-0, Хд -0, х =,—().
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Задача №15. Найти собственные значения и собственные векторы
|'3 2 (О

оператора с матрицей л -  2 2 2
(о 2  1 ,

Реш ение: Составим характеристическое уравнение
3 — Я 2 0
2
0

2-Я
2

2
1-Я

= 0=>(3-ЯХ2-ЯХ1-Я)-4 (1-Я)-4(3-Я)=0=>

=> (з -  Ф  -  /.XI -  я ) -  4(4 -2 Я )  = 0 = > (3 -  Ф  -  ЛХ» -  /.) -  8(2 -  Я) = 0 =>

=> (2 -  ф :  -  42 + 3 -  8)= 0 => (2 -  ф :  -  4л -  з)= 0 => л, = 2, 4 + Vl6 + 20 _ 4±6
2 “ Т '

л, =-1, л, = 5
Определим собственные векторы, соответствующие найденным 
характеристическим числам. Для определения координат собственных векторов 
составим три системы линейных уравнений.

Г .V, +2.v, == 0 3 1 _2 V,
1)2, =2 | 2л-, + 2л, = 0=> Я -2.л\ => а)( -2с,  с, 2с) где с * о

1 2л, -  л, = 0 I*2 = = с
(4л, + 2л, - 0 (2;V, + -V, = 0 (л. = “2т,

2) Я, = -1 j 2л, + Зл, + 2л, = 0 => •\ х , -ь Д-, == 0 => л, = 2л, =>
(2л, + 2л, = 0 [2:v, + З.т2 + --V = 0 [л. = л, = с
[-2л,+2:у, =0 \х \ = л %

3)Я ,=5 •j 2л, -  Зл, + 2л, = 0 1 -  2х? =>ш(2с, 2с, с)
12л, -  4л, = 0 к - д-, =- С

Ответ : собственные значения 2,-1 и 5; собственые векторы
ф 2 с ,  с, 2с) 

а 2(с, - 2 с ,  2с)

а){2 с, 2с, с)

Задача №16. Исследовать кривую второго порядка и построить её 
Я у + 4лт + 8v -  32.v — 56у + 80 = 0.

( у 2''
Реш ение: Матрица старших членов имеет вид А = Г  I. Составим

характеристическое уравнение матрицы
5 -  л 2 
2 8 - / .

= 0 => ?: -13Я + 36 = 0 => Я,

13 ±5 . , .л , , = ——  => л, = 4, Л.

13±Vl69- 144 
1

9.
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I Iojiui ая X] 4, для определения соответствующею собственного вектора
! л. + 2лт = 0 j.v, = - 2л\

получаем систему уравнении : |^   ̂ => |

Вектор /■ = 2 a i - a j  = a ( 2 i - j )  собственный. Нормируя вектор л ,  
учитывая его модуль ],б| = Л/4 + 1 = J s ,  и получим единичный собствевшый вектор

-  2 - 1 -с, = - - = / - - = / .  Полагая /„ =9 , для определения второго сооственного вектора 
л/5 V5 '

получим систему уравнений [~ 4.v, +2.v, =0 г, = 2.V,
г, = .V, = 2 '
I 1 -

Получаем r , = a i  + 2 a / \

нормируем его: r ,= V l  + 4 = y5 ,  тогда е, =~ 1=i  + ~r= j  - второй единичным 
1 л л/5 V5

собственный вектор. Легко проверить, что скалярное пройзведение о с  = 0 ,  т.е. 
векторы е, - ортогональны. Используем собственные нормированные 
ортогональные векторы для построения матрицы преобразовния координат:

1 2 1 Л
у л/5

1 ->
б  д 7 з ,

л(д)= 1 отсюда : Х + Я У . Найденные для х и у
тсГ + - г  у

выражение
-( 2 , 1 ,у /  2

\ J 5
( Э 1 А f

- 5: Ь 1Ч Д -1
-56 -

подставим

1
л/ 5

В уравнение
I , 2 Л f 1 , 2 .--•75.V +-р: V +8| * + — У

л/э л/5 )

откуда

подобных

после

членов

кривой:

простых

получимприооразовании и приведения 
8 1444.\ + 9 г У -  v' + 80 = 0 .

\Ь лЬ
Заметим, что в преобразованном уравнении коэффициентами при У 'и  У" 

оказались (как и следовало ожидать) характеристические числа ф и ф .  
Перепишем уравнение в виде

Ьс1 (, ,
---- +80 = 0 или4 .т'-

л/5

,r , 1 V 44 ,v1V л/5 J 5

J\ У _ _ u + 9 ГV л/5 J

1 1 ' 7  ,. 16 ,----- +9 V ----F= V 4
5 У l л/5 ‘

of - 8 '1 576 ^
5

80 = 0 или окончательно

8-■=. | =36. Произведём параллельный перенос осей координат, 
, /л I

Л Л ф \" ’
полагая | Л' 3 . Получим 4.г"; + 9г"' =36, или

I „ , 8 ' Ч
4 = >' TzI Уэ

I - каноническое

уравнение эллипса.
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Задача № 17. Исследовать кривую второго порядка и постройть её:
5-v2 + 4ху + 8у 2 -  32.v -  56.у + 80 = О

Реш ение: Проверим, является ли данная кривая центральной, найдём из 
общего уравнения кривой второго порядка Ах2 + 2Вху + Су2 + 2 D x + 2 E y +  F = 0

A в
S —

В с
5 -t

s  = 2 8

А=5, 5=2, С'= 8, £>=-16, £=-28, £=80.

= 4 0 -4  = 36* 0=> уравнение определят центральную линию второго 

порядка, т.к. й > 0 => уравнение называется эллиптическим. Координаты центра

(х«, у«) могут быть определены по формулам

В D

С Е
А В
В С

D А
Е В
А В
В с

как решение системы

.-tv() + %  + D = °_ у н а с  
| /j.y ,, ' (. V + Е — 0 

2 -16!
8 -  2s|

Л', = ------------------

2-4
1 4 
4 7 .2(7-16)

16 5 
■28 2
~ и ~

36 
4 5
7 2

36
-L -35= 3

9

2
. Исходное уравнение, преобразованное по

формулам \ " ,  у нас
[.V = v + у„

принимает вид Ал-2 + 2Bxy + C v 2 + 5  = 0,
у =  v + 3
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где /•"- = /лг„ = avo -+/■•■ или /• А
с)

где, в свою очередь, Л = В
/Э

й
С
£

D
£■;. В нашей
я

задаче получим F = -16 ■ 2 -  28 • 3 + 80 = 80 -  32 -  84 = -36
5.V2 + 4.vv + 8г2 -36 = 0

Дальнейшее упрощения уравнения кривой второго порядка достигается
Гёг = У cos or- v'sineпри помощи преооразования координат: ' соответствующего
( v = .v sin а  + у  cose

повороту осей на угол а. Угол а выбирается так, что Big2 а  -  (С -  .4)tga  -  В = 0 и 
в новых координатах уравнение линии принимает вид .-Гд-'2+ОУ'2+ Я - 0 ,  где 
- Г ф 0.С' ф О. у  пас 2tg2a - ( S - 5 } g a - 2  = 0 или 2ig2a - 3 t g a  -  2 = 0, решая это

квадратное уравнение, найдем fee). 3 + л/уТТб _ 3 ± 5 
4 4

2
1 выберем одно из 
1

значении tga, например, второе

tg(xsin а  = , =
v I + а

I
cos а  -  —= = = - -

л]\+/Х2а

sin а

<

cos a

1
i

1 + 1
4

1
1
4

sm а
окончательно, ( знак минус у tga (или sina)

cos а  =
■J 5

поворот на угол а  осун|ествляется по часовой стрелке.

означает лишь, то что

Полезно помнить, что между коэффициентами А',С', А, С и В существуют
\Л 'С  = А С - В 1важные соотношения => у нас
[.-/' + С ' = А + С

13 + у169 -144 13 + 5 | 9
(44"  = 36 [4'(4' 13)=36 (А'2 13 Г -36-- 0 ' U 2 2 |_4
( 1' f C’ = 13^ 1 г -  Г-13 t( " =  Г-13 ^  ■ , | 4

Выберем одно из решений

| Г = 4 ' - ' 3  = ^

(4' = 4
системы:

с = 9
получим

4 У ' + 9 г'' -  36 = 0 => -— +-' =1 
9 4
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Математика-2
Индивидуальное задание №3 

Интегралы

Задача 1. Найти неопределенные интегралы
1.1. 1(4 —Зх)е 3'dx. 1.2. farctg\/4x -  ldx.
1.3. f(3x + 4)cJ'dx. И 1.4. f(4x-2)cos2xdx.
1.5. J(4 —16\)sin4xd.\. 1.6. j(5x-2)eJ'dx.
1.7. .1(1 -6x)e2'dx. 1.8. }ln(x2 +4)d\.
1.9. Jln(4x + l)dx. 1.10. J(2-4x)sin2\d\.
1.11. Jarctgx/бх -  ldx. 1.12. je 2ч(4\ -3)dx.
1.13. Je J'(2-9\)dx. 1.14. / arctgx/2x -  ldx.
1.15. f arctgx/3x̂ -Tdx. 1.16. Jarctgx/S.x - ld.x.
1.17. l(5x + 6)cos2xdx. 1.18. f(3x -  2)cos5xdx.
1.19. 1(хл/2 -3)cos2\dx. 1.20. I(4x + 7)cos3\d\.
1.21. 1(2\-5)cos4xdx. 1.22. J(8-3x)cos5xdx.
1.23. J(x + 5)sin3.xdx. 1.24. j(2-3.\|sin2xd\.
1.25. }(4\ + 3)sin5\d\. 1.26. J(7x -  10)sin4\dx
1.27. j(V2-8x)sin3xdx. 1.28. COS X
1,29. 1 xclx 1.30. j.\sin2 xdx.

sin" \

Задача 2. Найти неопределённые интегралы

ю

’

is
-

I 2.2. f, + ,nxd.x.
хл/х2 + 1 X

2.3. 2.4. f^tJU^dx.
Хл/х2 — 1 X
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2.5. J- xdx
' л/.\'| + .\2 + 1 ' 

.7. I tgx In cos xdx

2.9.
(x2 + l)!rdx.

(2sin x -  3cos x)J
!s/x) +
X +  x )

2.23. dx.

2.25. . 4 1 4 dx.
л/х2 + 1 
rctgx 4  

1 • x;
2.27. ',:vl-4 ; \ ;x

2.29. J- — dx.
X + 1

2.6. j ,alct0S4)’ 'dx
/ I  ■ \ -

X t 1 )

C O SZ(.X 4  I )

 ̂ 1 -  cox X

(x -  sill \ ) ‘

2.8. " " dx.

2.10. j - 1—cosx dx.

2.11. j- sin \  -  cos \
-dx. 2 .12. r \c o s \  + sin \ ,

(cos X + sin x)2 (xsin x)*

2.13. l x; - d x . 2 .14. r xdx
XJ4 l VxJ -  x2 -  1

2.15. i xdx 2 .16. ' ^  "dx.
X -  1

2.17. f (x2 + l) dx. 2_.18. г 4arcf six — x , ---- d\.
(xJ + 3x + l)-' l + x2

2.19. 2_.20. / 2 " cosx dx.x2 4 4 x‘ 4 2sin x
2.21. j- 2cos\+3sin - -  dx. 2.2.7. f8x-urctg2.\ ,

1 + 4x

2.24. l - i - d x .  xJ + l

2.26. f 4 1 \:x.
x/x2 + l

2 ?8 j x ~ (arctgx )4
1 + x2

j  ™ r (arcsin x)2 + 1

dx.

VT
dx.

Задача 3. Hami и неопределенные интегралы
3.1. \  ' 'dx.

X x f x ’ -  17J.3. I—-----------dx.
x" -  4x + 3

3.5. J d x .
X ‘ 4  X -  6

X J 4  2.x2 4  33.7.
(x - I ) (x -2 ) (x  -3) 

xJ

-dx.

3.9. J---------■-----  _ dx.
(x -  I)(X 4  I)(x 4  2)

xj - 3 x2-12
(x -  4)(x - 3)\
i \ 3 _ 2

3.13. JJ ~ 2dx.

dx.

-> -> Г 3 \  + 1 J.2. ---------d\.X - 1
- Д. f 2x3+5 .J.4. J —---------dx.

x2 -  x -  2
x  ̂ r 3.x2 + 25 J.6. J------------- dx.

x2 +3x 4 2

3.8. J — 3;7l+2i'2+l __dx

3.10.

3.12.

3.14.

(.v4 2)(.v- 2)(.v I) 
x2 — 3\ 2 12

(\ 4)( x 3)(x -
4\ 3 2 

I \ i 2
dx.

\ ( \ l)(x 2)
\ ' 3 \ 2 12

dx.
<\ 4 H \ 2)x

dx.
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3.15. \ \ '  • 1
dx. 3.16. Гх' + Зх3

-dx.

3.17. f— 5_ ^ l ± ^ d x .
х 2 -  2х

3.19.. 4' ; ,K‘ ' 4dx.
х2 +3.х

.\3 -5 .x 2 + 5.x+ 233.21.

3.23.

3.25.

( х - 1 ) ( х  + 1 ) (х -5 )
I 2х4 -5 .x 2 -  8.x - 8  

х ( \  -2)(.х + X) 

|-Зх3 + Зх3- 5 х2 + 
\(х~-1)(х + 2)

dx.

-dx.

-dx.

,-V х —6х +13х + 6j . z / .  I---------------------------- -dx.
х(х -3 ) (х  + 2)

Т | 2х4 + 2х3 -  Зх2 + 2х - 9J.ZV. I--------------------------------- tix.
х ( х -1 ) (х  + 3)

+ 18. Л '  . 120  'dx.

3.20. ,f-
х2 +2х

ч' 25ч • 1 ,
—  d\.

х2 +5.х

3.22. ■ \ 5 + 2.x4 -  2х3+5х2 -  7х + 9  
(хТзУ(х^Г)х

3.28.

3.30.

■Зх3
х(х — 4)(х + 5) 

х2 -  12х - 2
х(х + 1)(.х-2)

2х3 - 7х - 1 2
х(х -  3)(х + 1)

dx.

dx.

dx.

л г 4 х + 2 х 2 — х — 3J.24. J----------------------- dx.
x(x-l)(.x + l)

-2 г 2 \ J + 2x3 -  41x2 + 20 3.26. I----------------------------- dx.

Задача 4. Найти неопределённые интегралы
* , |-х + 6х + 13х + 94. J. J-------------------г— d\.

( \  + 1 )(х + 2)3

^  ̂ j х — 6\2 + 13х — 6
(\ + 2)(\ -  2у

dx.

4.5.
1 х • 2 и х 2; •

4.7. J2x3+6x2+7x + 1dx.
( x - l ) ( x  + l )3

4 .9 . ; 2х‘ - 6х ' ' " х 2 ,ix. 
х(х + 1)

4.! 1.
(х + 1)(х -  2)3

4.13. V  ( ,Х " К "'ох 
• х • I К ч 2 13

4.15. ГЗх^9х^+10х + 2
(х - 1 ) ( х  + 1)3

4.17. f̂ 18—6x2 + 7x+i dx
(x + 2)(x + l )3

4.19. ; 2x‘ ' Лх' ' 7 x dx.
(x -  2)(x + l)3

4.21. V  ' <>x ' 4x • 2-1 .к
(x 2 H \ 21‘

л  ̂ г x +6x + 13x +84.Z. I-----------------------dx.
x(x+2)3

4.4.
(x + 1)(.\ + 2)J

4.6. fx3+6x2 + 'lx  + 7d4
(x + l)(x + 2)3

,  о  г x3 + 6 x 2+  10.X +  1 0  ,4.5. I-------------------- -— dx.
(x -  l)(x + 2)3

4.10. •'x' <>x L,x s dx.

4.12.

x(x -  2)
;3 — 6 x 2 + I4x — 6 
(х + 1)(х-2)Г

-dx.

4.14. ; x x ; dx.
(x + 2)x3

4.16.  ; 2 x ' • x , ' dx.
(x + l)x3

4.18. 2x' <>x 5\ k .
' (x + 2)(x + l )3

4.20. f ixJ+6x2 + 5x± i dx 
(x -  2)(x + I)3

4 22 x’ ' (>x ' l4x ' 4j 4
lx 2„x 2)’
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4.23. ! 

4.25. .f 

4.27. j

4.29. J

x3 + 6 x 2 + 1 8 x - 4
(x-2)(Z+2y~~

x3 -  6x 2 + 14\ -  4 
tx 2,i4 2 i‘

; 2.x3 -  6 \ 2 + 7 \  -  4
(\ - 2 )(x ~ l7

.• x3 + 6 \ 2 -  IOx + 52

d.\.

d\.

d\.

d\.

4.24. j -  

4.26. I 

4.28. J 

4.30. i

12

(x -  2)(\ + 2)

Задача 5. Найти неопределённые интегралы
- \  -’ -4- Jv 2 -4- Jv _L 1 . J

3 4 6\ ' I I0\
(x - 2)(\ i 2)' 

x3 ^ 6 x 2 i I5x i 2 
(x — 2)(x i 2)' 

2х_3̂ 6 . \Ч 7 _ х  
(x + 2)(x - _lp  

\ 3 6 \ 2 I3\ f,

1 x • 2м \ 2,

d\.

d.x.

dx.

dx.

5.1 f x3 + 4.x2 + 4.x + 2
‘(X + l)2( \2T"xTl) dx.

c  ̂ [ 2x' + 7x + 7 \  —1 5-J. j----—■-— -------- dx.
(x + 2) (x + x + 1)

5.5. f

)2(X2
x3 + 6 x 2 +9x + 6

(x + I )2(x2 + 2x + 2)
dx.

5.7. |-3x3 + 6x2 +5.\ -  I

(x7f)2772T 2 7
dx.

5.9. I - ’— —
(x + 2)2( \ 2 +4)

5.1 I. j

5.13. f

5.15. |

5.17. J

5.19.

5.21.

5.23.

5.25.

5.27.

5.29.

1 6 x 1 2
----------- d.x.
f 4 \  -

г2x3 -  4x2 
(x -  l )2(x2 + 4 \  + 5)

_  x^ t 2x 2 + I0x

IX • 1 l’[ X ‘ X I ,

4x3 + 24x2 + 20x -  28

•d\.

(x + 3 ) 2(x2 +2x  + 2)

(x- + x + l) (x2 + l) 

■ ^ 2>2+4x2 + 2 x + 2
(x2 + x + 1)(x2 + x + 2)

4.x2 + 3.x+ 4
,--------- ;----------- dx.

(x2 + l)(x- + x + l)
2.r - ,v +

(•v
X3 + X + 1

(X2 X + 1)( X 2 +1)
x3 + 2x 2 + x + 1

—,------- — - dx
( \ ‘ + \  + l)(x2 + l)
2x3 + 2 \ 2 + 2x +1

dx.

dx.

, — dx.■v + l)(-V +1)

dx.

' (X2 • X Ы  X 4-1)
dx.

5.2. 4 4v 'K ' 2iK
' (x + 1 )2(x 2 + 1) '•

5.4. 2.v’ + 4.v2 + 2.Т- 1
—  dx.
2)

5.6. f -  

5.8. 

5.10. j 

5.12. j 

5.14. J 

5.16. I 

5.18. I 

5.20 

5.22. 

5.24.

(,v + I)2(.y2 + 2  

2x3 + 1 l x 2 + I6.\ + 10
x + 2)!(x2 + 2x + 3) 

Г X3 +9.X2 +21x ^21

dx.

dx.
(x + 3)2(x2 + 3) 
x3 + 5 x 2 + 12\ +4

7x7 7 7 7 7 7  4Tdx'
- 3 x 3 +13 .\2 -

2 - x  + l)
13x + I ,

—  dx.

d.x.

(x - 2 ) 2(.x2 - 
3x + x + 46

7 ^ 7 7 (7 7 9 )
2xJ + 3.x2 +3.x +2  
(x2 + x + l)(x2 + l ) dv  

x 2 + x + 3
dx.

»
—  dx.

(X + x  + l)(x2 + l)

2x3 + 7x2 + 7.x + 9 
(x2 + x + 1 )(x2 + x + 2) 

3x 3 + 4x ‘ 4- 6x
(X2 +T)(V72xT2ydV

x 3 + x 2 + 1
(x2- x  + l)(x2 + l)

dx.

5.26. J-
'(x

5.28. J

2.x3 + 2.x+ 1
; ------,------dx.
■ - x  + l)(x' + l)

x + 4
T  ; - d x .

5.30. J-

(x2 + x + 2)(x2 + 2)

3x3_ + 7x_2 +12x + 6 
(x2 + x + 3 ) (x 2 + 2.\ j- 3) dX
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Задача 6*. Найти неопределённые интегралы

6.3. J

E '+ ^ d x . 6.2.J 4 3\Vx

6.4.7=-dx.
x x /T

6.6.
x’x/O

J ..29ГГ 66.8

6.15. р "  ; 4 ,1ч

6.17. J л/(Т+ л/х)4с1\

66.19.
J х2̂

6.21. l & f i l c b .
J . 2 2.V I I

6.23. | l + V x J
x2' ^

-dx.

6.25. {
V ( i 7 ^ ) 3d.x

x 25x/.x2

- б/х6.27. J
Л' v -V

6.29.

1 + x/x

rVT+V> -dx.

г ^ Ж ' у
-dx.

r f d - -dx.

6.10. j T X

x)J

x /lT ^ 7
-dx.

+ </x)Jdx

6.12. |  

6.14. J 

6.16. |  

6.18. |  

6.20. J 

6.22. J 

6.24. J

6.26. r 7 l± £ I  dxJ . .3 /7 7

-dx.

-dx.

-dx.

4 l + Vx--dx.

xlx.

6.28.

6.30. | VTx/

-dx.

-dx.

Задача 7. Вычислить определенные интегралы
о (1

7.1. J (х + 5х + 6 )cos2xd\ . 7.2. J (х2 — 4)cos3xdx.



7.3. I ( \ 2+ 4 . \+  3 )co s \d \ .I
(I

7.5. .1 (x 2 + 7 \  + 12)cos \d \ .
4

7.7. I(9x2 + 9 \  + 1 l )co s3 \d \ .
2,7

7.9. ((3.x2 +5)cos2xdx.

2-
7.11. J (3 — 7\2 )cos2 \d \ .

7.13. .1 (\2 + 2 \  + 1)sin3xdx.

7.15. J{\ 2 -  3 \  + 2)sin xdx.0
(I

7.17. I (\2 + 6x + 9 )sin 2xdx.
3

7.19, 1 ( 1 -  5 x 2)sin xdx.
2

7.21. \ \  In2 \d \ .i
~ ? In2 xdx/.2j . I— .I 3/ 21 Vx

7.25. f ( \ - l ) J ln2( 4 - l X K

7.27. J(\ + 1)2In2(\  + l)d\. 

7.29. j x2e 4 2d\.i

7.4. J ( \  i 2 )’ cos 4 \d \  .

7.6. J(2\2 i 4 \  i 7)cos2\tl\ .

7.8. I(8x2 + I6x i 17)cos4\dx.о
2r.

7.10. f (2\2 -  1?)eos3xdx.0
I t

7.12. .f (1- 8 x 2)cos4\d\ .0
3

7.14. I ( \2-3 \ ) s in 2 x d x .
,T 2

7.16. .1 ( \ 2 - 5 \  + 6)sin3xdx.I)
7.18. .! (x2 + 17.5)sin2xdx.0

3

7.20. f (3x -  \ 2)sin 2xdx.
-  4

7.22. I
1 V\
1

7.24. J(\ + l)ln2( \  + 1 )d\.0

7.26. I ( \  + 2)J ln2( \  + 2)dx.I
7.28. I Vx In2 xdx.I
7.30. i x V 'd x .

Задача 8. Вычислить определённые интегралы

8 . 1." I + l l l ( x - l ) oc (o

(x2 + l)dx
(xJ + 3x + l)2 'x -1 0

8.3.
[ d a r c t g x - x ^ oc x ’dx
» 1 + x2 0 x2 +4

8.5. T x + COSN dx 8 .6 . "
|-J 2cosx + 3sinx

' x2 + 2sin x " (2sin x -  3cos x)’

8.7.
' f28x-a rctg 2x dv

OC be

1 /(2V x ) + 1 ^
0 1+4X (Vx + x )2

8.9. j- xdx 
;> xJ + 1 ' 8 . 10 .

' 3 V x2 + I

8.11
f x - l / x  

• ) г . >K- 
x •* \! \  ‘ +1

OC ы t ^ t ^ d x .
» 1 + x2
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8.13. j 

8.15. 1
О

Js
8.17. fv'3

8.19. Jv:2

8.21. I-
0 -

8.23. "j0

8.25. '.

8.27. "j0

8.29. 1-ft

Задача 

9.1. ""j

9.3.

9.5. Y

9.7.

9.9. V0

9.11. ".

9.13. ‘ 

9.15. 1П

9.17.

9.19. '

x -  (arctgx)4 
1 + x 2

1 (arcs in x)2 + 1 

~ л/1- х 2 ~  
dx

dx.

dx.

Хл/х2 + Г
dx

-X >/ x2 — 1 ” 
xdx

/ x 4 + x2 + 1
4

tgx In cos xdx.

,' 2 (arccos x)3 -  1 
1 Vl-X2"
4 sin x -c o s  x 

(cosx + sin x)5 
x3 + x

dx.

dx.

x4 + 1
dx.

8.14.

8.16.

8.18.

8 . 20 .

8 .22 .

8.24.

8.26.

8.28.

8.30.

1--Г-...dx.
г x2 + 1
| 1 -x/x
I x/x(x + 1)

j l l i ^ d x .I \  
r X2 + 111 .' 2

dx.

dx.
X

x3dx
»(x2 + l)2

j tg(x + l)
Icos2(x +1)

2j-' 1 -  COS X
(x -  sin x)2 

' 2̂ x cos x + sin x 
no (xsinx)2 

V At/V

dx.

dx.

dx.

dx.
-1

9. Вычислить определённые интегралы.
dx

1 sin ‘ _y(1 -cos.r)

,кл dx

- dx.

■ sin~ ,y(1 + cost) 
cos x -  sin x

- dx.

-dx.
(1 + sinx)

21 dx
■wo n sm.v(l -  sin a) 

cos xdx
5 + 4 cos x 
i2 cos xdx
■31 + sin x -  cos x 
j-2 sin xdx 
i' 1 + cosx + sinx 

cos xdx
I + cos \  + sin x 
'! cos xdx

2ir ■ J 1 + cosx -  sin X 
j2 cos xdx 
<• (1 + c o sx + s in x )2

9.2. ’ ° 'svK dx.

9.4.

9.6.

9.8.

9.10

9.12

о 2 + cos x 

7-2 cos xdx
! a « B l l  ' 2) ( 1 -  C O S X )

2avctii3 i
,i ------ -------- .

2areig2 COS \ ( 1  -  COS \ )

ox
f

-dx.

2aiagO '2) (1  +  sill X -  COS X )

2' . 3 1+sinx  
ii 1 + cosx + sinx 

(l + cosx)dx 
» 1 +  COS X +  sin X

9.14. J0
2arctg( 1 3)

9.16. 1

9.18.

1+sinx ,
--- --------- 2 dx.
(1 -  sin x)

cos xdx
(I + cos x)(l -  sin xi 

cos xdx

9.20.

2 (1 + cosx -  sin x)
2„,g.0 2, (1_ sinx)j x

cosx(l + COS X )



Г. .г s'm xdN__ 
9.21- I, Xt+sins)2

„ sinxdx_
9.23. 1 2(1

4 2 sin1 xdĵ _ ,
9.25. i 0

9.21 Г ;^2iV+s'ns')

2 sllixdx

9.22. ^
„ cos1 xdx

9.24. i -  ' . 4 - sin xV 
i  j(l i-»w'  '
. 3 cos2 xdx___ _

9.26. i ---- '  lv + sin xV„ (1 +■ cos N
. . dx ____ ^

9.28. "i o T s i ^ ^ ^
,-1 dx_____

9.30- !, №SN  ̂+ C°SX)
s s i n  N̂x 

9.2^. !

t ,„ 4\cx 3 dx.
Ю.4. , ,.„.ax - 4i4”

' ig x i2___  dx.
10.6. ~  i, S ? ^ * * ' *  

- , , 2  " UN ' ^
10.8-

dx-

'2 ' " 2 + SmN (1е н и ы е и н т е 'р ^ 4 2clt&i] _ r dx.
^  вычислигьоиреи^ ^  i ^ ^ c o s x V

Задача ■
3ivu-' ___ — -

ЮЛ. j M3T^5)sm2^
3 + 2Л̂ -г-__ dS'

10.3. i, bdnr x + 3cos' 4' ‘
j№(, » '.* ■ ’.yx' , dx

10.5. |( 18̂ 1гх + 2соь 4
.  4 6 4 ? 4 i - ^ -

ю л .  . J ;}7, д ^ + * « * '
— —cK-

10-0. j „  А г * '-5cos2n + '
«С...Х i31 x3 ? -T - " ~ dV

10.11. } t M-yx ?- " ' 4 4 
,K,„3 4 + dx-

10.13. i
aritl2 3' —--dx-

10.15. I, ,K V .; X ■ 4X..'-- ''
, 4  ^ ."--X  %W .

Ю.П- U ^ ^ 2^
о Ji.g’'^j.-dx.

10.10. >, д»; 2tgx+7 1022-
a 4hx f  — dx-

10.21. r; 4 4 cos x 10.24.
о ll'3V£-dx.

\0.23. vj „  ,0> VS?~+3 10.26.
,.0,.a >> 36dx_ _ .

10.25. J4 (6-U?'lsm2x 1028
2 'r 4 . O'--

10.21. J (j ^ x ^ c o s x )

l i - ( g x
:„ l f 3  1 + C t g ^ ^ -

10.10. ) д^ ^ ° х х У  

*.J 6s'm23 _ d x .
10.12- J,

12 + l g i ^ d x .

Ю.14. i ^ ^ ' 2 c?s; n

■̂mJ3 - '4 V'4 г V
л /  \  — . г  . .  л ,  Д  C O S  ^10.16- { 3sm Х + -» _

„w 2vg'-+3L—dx-

Ю.18. _ j 2 з ,?
t.3 S ig s i^ - d x -  

10.20. l ,2s ln2x + 5
_;,il '8 6sinZ_^dN̂ .

iu X+3cos2s 

dl" dx
5 i 4 ^ sinxf

“» _^  UA-
"2 + 3lgx
t! J Knv-'N , •
i — '•ГГТаь'т1* ''"  .. 4 3cos X ' n
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10.29.
MSI I .: 201 « i' 12d\
»sd /ни (6 + 5tg\)sin2\

10.30 I .
» 4 + 3cos2x

-d.\.

Задача 11. Вычислить определённые интегралы

11.1. ■ 2 ' sin' vl\.
г. / 2 

2 л

11.3. J sin4 xcos4 \d,\.
0

11.5. j2Jcos8(.\/2)d.\.0
11.7. J 2Xsin" xcos2 xdx.

r. 2

lr.

1 1.9. J sin2 xcos" \d\.о
11.11. [24sinx(x/2)dx.0
11.13. J 2X sin4\eos4 xdx.Я ■■ 2
11.15. J cos8 xdx.0
11.17. f24 sin6(x / 2)cos2(x / 2)dx.0
11.19. j 2ssin2 xcos" xdx.

r. ; 2

1 1.21. Tsin8xdx.

1 1.23. .1 24sin4(x/2)cos4(x/2)dx.о
11.25. f 28 cos8 xdx.

,1 : 2

11.27. J sin6 xcos2 xdx.0 1
1 1.29. J24sin2(x /2)cos6(x/2)dx.0

1 1.2. I 24 sin6 xcos2 xdx. о
1 1.4. \ sin2(x/4)cos'’(\/4)dx.о
11.6. J 2“sin8 xdx.

Л : 2

11.8. j 24 sin4 x cos4 xdx.0
11.10. Tcos#(x/4)dx.0
11.12. f 2ssin6 xcos2 xdx. 

11.14. j 24 sin2 xcos6 xdx.о
2 л

11.16. .1 sin8(x/4)dx.0
11.18. J 2Xsin4 xcos4 xdx.-я ; 2
11.20. h 4cos8xdx.о

2 л

1 1.22. J sin"(x/4)cos2(\/4)dx.»
0

11.24. j 2Xsin2 xcos6 xdx.
,T / 2

1 l .26. J 24sin8 xdx.0
2л

11.28. I sin4(x/4)cos4(x/'4)dx.о
11.30. ] 28 cos8 xdx.

—к / 2

Задача 12*. Вычислить определённые интегралы
4лЛ -  х -л /з^ + Т12. 1.

12.3.

i> (л/Зх + 1 + X )(3х + I)2

V  6x/ST2

dx.

О 15(х + :
=--d.x.

12.5. dx

(5- x)x/25-

12.2. Т— dx.
х + 2х̂ 7  + ^ 4

12.4. I
6

12.6. J

— 2-dx .  
2х -  2

х - 1 4
-dx.
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12.7. Ie ^ ~ 4 =  — .
1

12.8. V h S - j - F b  Л
(1 (l + \ W l - \ 2 5  ̂(V.y + 2 -Уе-2)(.т-2)2
8

12.9. I 5 / \  + 24-------- —=  dx. 12.10. |(.т + л/Зт ^2)-10<л
1(\ + 24) У \ ' -jlx -2  + 7

12.11.
1 ° m \ ~
i J ---- -dx. 12.12. j (4vT- x -  л/2\ + 2)d\
<■ V \ -  12 11 (J lx  + 2 + 4чТ- \)(2x + 2)'

12.13. | \d.\
>' 2 2 + V2\Ti ' 12.14. ^ _____

11 (4 + x)V 16- x2

12.15. f 15 /x  + 3 ,J ------- , - f= dx. 12.16. f УГУ 5 + 2 ^
» «(n + 3 N \ ' 5 l + VIv + 5

12.17. J | 3- - - d v 12.18. j Jx  + 25dx
2 V 2.\ -  7 0 (\ +- 2 5)2л/\ + 1

12.19. | (4л/2~-Гх -V3x + 2)d\
12.20. U - ____i * ___«(V3\ + 2 + 4 / 2  -  \  )(3.\ + 2)z

11 (2+ \)ч/4- \ 2

12.21.

|r1
1 <4 1 12.22. У sV.xTi" jj -------;_r=d.\.JV \ - 6 1 -24(\ + 1)2V\

12.23. J , ------d.\.■> V x - 1 8
12.24. f (4лЯ~х -  л/ТГ+Т)dx 

» (ч/2ГУ[ + 4л/Г2\)(2х + 1)2

12.25. (2 + ̂ ) d . \ 12.26.
4 3 4 /77
f 4"  dx.

' (Ч/\ + гих + Л ) -Л 1(1 is.x" V.x -  1

12.27. ‘1 cJ"' " "• "(lx 12.28. fj4 ( 6  — л/л* + Vt ) ^
" (6 4- х)у]зь ~ \  2 1 x/.v’ -  7,v -  6x/-v’

12.29. f (4л/Г-\ - V 7 T l ) d x
»{yfx + l + 4~fT- X )(\ + l)2 ’ 12.30.

j <>■> " <̂ '>dx 
" (3 + x)x/9— \ 2 ’

Задача 13. Вычислить определённые интегралы

13.1. J •v/256- \ 2dx. 13.2. }\ 2 л/l - \ 2 dx.

13.3. If------- 13.4. f dx
1 (25 + \ ')V 25 + \ 2 J (9+ \ 2)3 2

13.5. " 13.6. f
3 \ / ( 5 - x 2y’ J .V

13.7. "Г - 7 ~ - 13.8. 1• dx
J1) V ( 4 - x 2)2

13.9. f .V ' c/v 13.10.J (2-.vT 2 x / i 6 - x 2
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13.11. 

13.13. 

13.15. 

13.17. 

13.19. 

13.21.

13.23.

13.25.

13.27.

13.29.

JxA -  x2dx.
1)

13.12. f ------ - V t t -
d ( l6 + \ - ) 3 2

4

|  х2х/1 6 -  x 2d\. 
0

13.14. I ' ’,Ч .
« V2 5 - x 2

J ч2х/2 5 -  x2dx. 13.16. Jx/l6 -  x 2dx.
0 0

Т1 ^ 6 4 - х 2)3
13.18. Y 44  , ” dx.

2j2 x Jdx 13.20. | \ ' v »  \  i!\
1 ( 1 6 - х 2)л/ ( 1 б - х 2) 3

7  dx m ?  [ dx
, л/п + х 2)3 ’

г \ Jd\
Гл/?8 - х 2)3

)3 .24 .  " , | 4.
i  x

1
j" х/ 4 x2dx. 13.26. } V xY 4 dx.

2 X

f dx [ з oy f x dx
1 ( 4 + \ 2)x/4 + x 2 ....... | ( 4 - x 2)3 2 '

' f  dx п  ЗП f x2dx-
0 ( l - x ' i x / T ^ I 7 о x/4 -  x 2

Задача 14. Вычислить площади фигур, ограниченных трафиками функций,
14.1. у = (х -  2 ) \  у = 4 \  - 8 .

14.3. '
% = 4 - х 2

х 2 - 2х.

= О,14.5. •'
х = 0,х = I.

„ \ - cos \  sin" х , ' = 0  1 4 ./.'
(О < х < я / 2).

1
14.9. ' хл/Т+Фтх ’ 

у = О, X = 1, X = с 3. 
у = (х + 1)г,
\2 = .х + 1.

\ = х -/Зб -  х 2, \ = 0. 
(О < х < 6).

14.1 1. 

14.13.

14.2.

14.4.

\ = \-J~9 — х 2,у = О, 
(I) < х < 3).
\ = sin х cos' х , \  = О 
(О < х < я / 2 ).

14.6. '  = х V4- х •> = О-
(О < х S 2).

| 4  g  =  л/е"' 1,> = 0 ,

х = In 2.
\ = arccos х, \ = О

14.10.
х = 0

14.12. ' 

14.14.

\ = 2\ -  х2 + 3,
> = х г - 4 х  + 3. 
х = arccos \ , х = О 
\ =0.
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14.15.
\ -■ \arclgx , \ -  0 

X = л/з. 1 4 .1 0 . '  ^  4 l - ' = 0 - 
(0 ч 272).

14.17. N = \[с> -  1 , X = 0, 
V = In 2 .

j 4  ] у. > х J 4 х л  = 0 .
(0 х • 2 ).

14.19. \ = \  /(1 + у \ ), \ = 0, 
\  = 1 .

14.20. l/(l + cosx)-v = 0-
х = л / 2 , \  =■ - л / 2 .

14.21. X = (> - 2 )3.
х = 4\ - 8 .

1 4  х = c o s ' \  sin 2 х,\ = 0 

(0 < х < л / 2 ).

14.23. г =  - V — -. v = 0, .v = I. 
' (-V-+1)- '

14.24. х = 4-\ 2..х = у 2 - 2 х.

14.25.
х = - = = L = , \  = 0 , \  = (, 

X у/1 + In X
14.26. х = \ = 0, х = 2..'

\ = е3.

14.27. х = х 2 -у/16 -  \ 2, \ = 0, 
(0< \  <4).

14.28. N = V ^ V - x ^ ,  
X = 0,х = 1 .

14.29.
> = ( \ - 1 )2, 
X 2 = X -  1 .

14.30. > = V co sx .v  = 0, 
(0 < х < л / 2 ).

Задача 15. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными
уравнениями.

j \  = 4л/2 cos'1 1. | X = л/2 cos 1,
15.1. 1 х = 2 л/2 sin'1 1, 15.2. j \ = 2л/2 sin 1,

х = 2 (х > 2 ). ГДAlrTII

j.v = 4(/ -  sin /). j X = 16 cos3 (,
15.3. j.r = 4(1 -cos/). 15.4. |x = 2 sin3 1,

у = 4(0(x(8/r, v > 4) x = 2 (x > 2 ).
fx = 2 cos t. j.v = 2(1 -  sin /),

15.5. (x = 6 sin 1, 15.6. |y  = 2(1 -  cos/),

Al1! у = 3(0f.\-(4/r, у > 3).
j \  = 16cosJ t. fx = 6 cost.

15.7. I X -  sill3 t. 15.8. fx = 2 sin t.

x ■= 6л/3( \  > 6л/3). 1) <
1

IV V
I

Lv = 3(/ -  sill/). j \  — 8л/2 cos t,
15.9. j r  = 3(1 -  cos/). 15.10 ■ 1 X = V2 sin3 1,

i' = 3(0(д-(6л. r  0 3). \  = 4 ( \  > 4).
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( \  = 2л/2 cos t,

15.11. | j — Зл/2 sin t,

\ = 3(\ >3).

| \  = 3 2 cos3 1,
15.13. }j — sin31, 

x = 4 ( \  > 4). 
j.v = 6(7 -  sin /),

15.15. I v = 6(1 -  cos/),

у = 6(0(.v(l 2л, у  > 6).

J X  =  6  cos t,
15.17. Ь  = 4sin t,

\ =2V3(> > 2 / 3 ) .  

j x  = 2V2 COS'’ /,
15.19. I v = J 2 s in ’ у

X = l(.v > 1).

Lx = t ~ sin t,
1 5.2 1 . Jy  = 1 ... cos у

у --- 1(0 < x < 2 л , у  > 1).

jx  = 9 cost.
1 5.23. jx = 4sint,

\ = 2(> > 2).
( x = 2 4 cos3 1,

15.25. "jy = 2 sin31,

x = 9л/3(\ > 9л/3).
|х  = 2(7 — sin /“),

15.27. j y  = 2(1 -  cos/),

у  = 2(0(.v(4/r,y > 2).

j x = 2x/2 cos t,
1 5.29. j \  = 5^ sin t,

\ = 5(y > 5).

j.v = 6( /  -  sin /),
15.12. j у  = 6(1 -  cos/),

у  = 9((Х.г<12ж,у >9).

jx = 3cost,
15.14. j \  = 8sin t, 

у = 4(\ >4).  

j \  = 8 cos3 t,

15.16. j у = 4sin3 1,

x = 3v3(x  > Зл/З).
J x =  10(t -  sin t),

15 . 18 . j \  = 10(1- cost),

x = 15(0 < x < 20я, \ >15).

J \  = -J l cos t,
15 .2 0 . ^y = 4^2 sin t,

> = 4(y > 4).
J x = 8cos3 1,

15 .2 2 . jy  = 8 sin31, 

x = l(x >1).
J.v = 8(/ - sin /),

1 5.24. Jy = 8(1 -  cos/),
у = 12(0(х(16/г,у > 12).
I x = 3 cos t,

1 5 .2 6 . jy = 8 sint,

у = 4л/3(\ >4v/3). 

jx = 4s/2cos3t,
15 .2 8 . jy = sin3 1, 

x = 2(x > 2). 
jx = 4 ( / - s in / ) ,

15.30. jy = 4(1 -  cos/),
у = 6(0<х<8л \ у > 6).

Задача 16. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, 
заданными уравнениями в полярных координатах.

16.1. г = 4cos3ip,r = 2(г > 2). 16.2. r = cos2cp.
1^2  г = х/3 cos ср, г = simp, 16.4. г = 4sin3/p, г = 2(г > 2).

(О < ср < я /2).
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I  ̂ 4- i' 2cos<p, г - 2 УЗ simp,
( 0  <  ip x  T t / 2 ) .

16.7. r = 6sin3q>, r = 3(r > 3).
r = cos tp,

16.9. r = 42  cospp -  7Г/ 4)
( - л / 4  < ф < к 12).

16.11. ;■ = 6cos3c/i. r = 3(r > 3). 
r = cos ip,

16.1 3. r = sin ip,
(0 < ф < n12).

16.15. r = cos (p. r = 2 cos cp.

16.17. r = \ + J 2 COS ф.
I 6 . 19. r = 1 + л/2 sin <p.
16.21. r = (3/2)cos(p, r = (5/2)cos<p.
16.23. /• = 6 sin 6<д.
16.25. r = cos<p + sin ip.
16.27. r = 2 cos6(p.
16.29. r = 3sin<p,r = 5sin(p.

16.6. i sin3(p.

16.8. i■- cos3(p.
Г - sill </>,

16.10, /■ = 42  cosp/i-W4)
((0 < <p < Зл- / 4).

16.1 2 . r = 1 /2 + sin<p.

Г = J l  COS(<fl — 7Г 14),

16.14. /• = 42  sin(r/>-/т/4)
(n /4  < ip < 3/T /4).

16.16. r = sirup, r = 2 sirup.
1 6.1 8 . r = 1 /2 + cosip.

1 6 .2 0 . r = (5 / 2) sirup, г = ( 3 / 2 )simp. 
16.22. r = 4cos4ip.
16.24. r = 2eosip.r = 3 cosip.
16.26. r = 2sin4ip.
16.28. r = cos ip-simp.
16.30. r = 2 sin<p,r = 4simp.

дуг кривых, заданных уравнениями в

. _ - \ 2 111 X .17.2. х = --------- .1 s s s 2.
4 2

Задача 17. Вычислить длины 
прямоугольной системе координат. 
17.1. \ = In \, Сз < х < Ф 5.

I 7.3. \ = Vl -  х 2 s- arcsin \ .0  s  х < 7 /9 .

17.5. \ = -In cos \ ,0  < \  < тт/ 6 .

17.7.
\  = 2  + arcsin Vx -+ х /х - х 2, 1 /4 < х  i  1. 

17.9. x = V l - x 2 +arceos \ ,0  < \  < 8/9.  
17.11. x = 2 + chx.O < \  < 1.
1 7 .13. x = e' s -13.In J \ S  < x < In У24.

1 7.15. \ = 2 - c  \  In yj3 < \  < In </8 .

17.1 7. v = I -  In sin т, л /3 i  .v < те 12. 
17.19.
x v \  \2 -  arccos v \ 5.1 9 \  I.
17.21. \ = In sin x. тг / 3 < x < тг / 2.

17.4. i =ln — ,л/3 < \ < S .
2\

1 7.6. x = e' + 6, In J s  < \  < In J 15.

1 7.8. x = 1 n(x 2 -  1 ),2 < \ < 3.

17.10. x = ln(l -  x 2 ).0 < x < 1 / 4.

1 7.12. \ = 1 -  In cos x.O < x < jr/6 .

17.14. \ = -  arccos Vx + x/x -  x 2,0 < x < 1 / 4. 

1 7.16. \ = arcsin \ - V l - x \ 0 < x ^ i

17.18. \ = l - l n ( x 2 - l ) . 3 <  x < 4 .
1 7.20.

\ = -arccos x + y T -  x 2 + l , 0 < x < 9 / 1 6 .  

17.22.x = In 7 -  In \ ,  V3 < x < Vs.
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17.23. > = chx + 3,0 < x < 1.
17.25. \ = In cos \  + 2.0 < x < it/6.

17.27. t = + 3,0 < x < 2.
2

17.29. \ = (e24 +c 2' + 3)/4 .0<x<2.

I 7.24. у = 1 + arcsin x -  v l  -  x 2,0 < x < 3 /4 .

17.26. у = e' + 26 ,In xS \  InV24.

17.28. > = arccos x/.\ -  -  x 2 ,0 < x < 112.

17.30. у = c ' + e , Inx/3 < x < Inx/l5.

Задача 18. Вычислить  длины дуг кривых, заданных параметрическими 
уравнениями.

| х  = 5(1 -  sin t),
18.1. "Iу = 5(1 — cost),

0 < t < it.
J х = 4(cos t + t sin t), 

18.3. | \  = 4(sin t -  t cos t). 

0 < t < 2 . 

j.x = lOcos31,
1 8.5. | у = 1 OsinJ t,

0 < I < n i l .  
j  \  = 3(t - s in t) .

1 8.7. I у = 3(t -  cost), 

jt < t S 2я.

j x = 3(cost + t sin t), 
18.9. | \  = 3(sin t -  tcos t),

0 < t < nl  3.

[x = 6 cos3 1,
18.11. | \ = 6 sin31,

0 < t < тс / 3.
| \  = 2.5(t -  sin t), 

18.13. )y  = 2,5(1 -co st ) ,

Tx / 2 < t < n. 
j x = 6(cos t + t sin t), 

18.15. "j % = 6(sin t -  t cos t), 

0 < t < я.

(x = 8 cos3 1.
18.17. .. 8 - iu ‘ t.

0 < t < я / 6 .

[ x = 3(2 cos t -  cos 2t), 
18.2. = 3(2sin t — sin 2t),

0 < t < 2tx.
j x = ( t2 -  2)sin t + 2tcos t, 

18.4. | y  = ( 2 - t 2)cost + 2tsint,

0 < t < 71.
jx  = c1(cost + sint),

18.6. |y =e' (cos t - s in  t),
0 < t < n.

1 1X = — cos t —  cos 21),
2 4

18.8. l . 1 . _\ = —sin t ----sill 2t),
l' 2 4
-nil < t < 2tt/3.

| x  = (t2 -  2)sin t + 2tcos t,
18.10. jx = (2 - 12)cost + 2tsint,

0 < t < 7 l / 3 .
[x = c' (cost + sint), 

18.12. | у =e‘(cos t -  sin 1),

71/2 < 1 < n.
j.x = 3,5(2cos t -  cos 2t), 

18.14. |_\ = 3,5(2sin t -  sin 2t),

0 < t < я /2 .
J x = (t2 — 2) sin t + 2t cos t, 

18.16. j\ = (2 - t2)cost + 2tsin t, 

0 < t < %H.
j x = c’ (cos t + sin t), 

18.18. jx =c'(cos t -  sin 1), 

0 < l < 2n.
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( \  = 4(1 -  sin t), 
18.19. jy = 4(t -  cos 1).

л/2 < 1 < 2л/3.
(\  = 8(cos t + 1 sin t),

18.21. [_\ = 8(sin t -  tcos t). 
0 < t < л/4. 

j \  = 4 cos31.
18.23. = 4 s i n 4

л/6  < l < л/4. 
j x = 2(1 -  sin t).

18.23. [y = 2(1 -  cos 1),

0 < 1 < 71 / 2.
[ \  = 2(cos t -0 t sin t), 

1 8.27. I  у = 2(sin 1 - 1 cos t), 

0 <t < л / 2.

1 x = 2 cos31,
18.29. К = 2 sin31,

0 < t < л/ 4.

f \  = 2(2 cos 1 -  cos 2l), 
18.20. jy = 2 (2 s in l - s in 2 t ) ,

0 < t < л/3.
f x = (t2 -  2)sin 1 + 2tcos 1, 

18.22. jy = (2 -  t2)cos 1 + 21 sin I, 

0 < t < 2ji. 
j x = e' (cos t + sin 1), 

18.24. j у =e'(cos l ~ sin 1),
0 < 1 < 3n/2. 
j \  = 4(2cos t -  cos 2t),

18.26. jy = 4(2sin t -  sin 2t),

0 < 1 < л.
[x = (t2 -  2)sin t + 2tcos 1, 

18.28. j y = (2 — t2) cos ls-2t sin t, 
0 < l < 3n.
J x = e 1 (cos t + sin t),

1 8.30. jy =c 1 (cos 1 -  sin 1).

Л /6 < t < 71/4.

Задача 19. Вычислить длины 
полярных координатах.
19.1. р = Зе3"' 3 - тг/2<9<  л/2.
19.3. р = х2ст,-л/2 < ф < л/2.
19.5. р = 6еш ’>,-я /2  -  <р < л/2.
I 9.7. р = 4с3с1 3,0 < <р < л/3.
19.9. р = 5с3и |2,0 < ф < л/3.
1 9.1 I. р = 1 -  sin ф,-7г/2 < ф < л/6.
19.13. р = 3(1 + 5П1ф),-л/6 s ф < 0.
19.15. р = 5( I -  сох(р),-л/3 < ф < 0.
19.1 7. р ~ 7( 1 - sirup), - л/6 < ф < л / 6.
19.19. р = 2ф, 0 < (р < 3 / 4.
19.21. р -  2(р, 0 < ф < 5 / 12.
19.23. р = 4ф, 0 < ф < 3 /4 .
19.25. р~5ф, 0 2 ф < 1 2 /5 .
1 9.27. р S сом1. О < ф < л / 4.
19.29. р -  2 81’пф, 0 < ф < л / 6.

дуг кривых, заданных уравнениями в

19.2. р = 2е4° 3,-л/2<ф< л/2.
19.4. р = 5е5ф |2,-л/2 < ф Д л/2.
19.6. р = Зе3" 4,0<ф< л/3.
19.8. р = х/2еч\0 < ф < л/3.
19.10. р = 12с12,1 5,0 д ф < л/3.
1 9 .1 2. р = 2(1 — cosф),—л < ф < -л /2.
19.14. р = 4(1 -  simp),0 < ф < л/6.
19.16. р = 6(1 + sin ф),-л/2 < ф < 0.
19.18. р -  8( 1 - С05ф), - 2п / 3 < ф < 0.
19.20. р ■= 2ф, 0 и 4 3.
19.22. р -  2ф, 0 < <р < 12 / 5.
19.24. р -З ф , 0 < ф < 4 / 3.
19.26. р = 2 сояф, 0 < ф < л / 6.
19.28. р - 6 совф, 0 2 Ф < л / 3.
19.30. р = 8 51пф, 0 < ф < л / 4.

Задача 20. Вычислить ооъемы тел, ограниченных поверхностями
20.1. х2/ 9 + у- = I. z -  },'/. = О (у > 0). 
20.3. х2 / 9 + у2 / 4 - z2 - 1, /  = 0. z = 3. 
20.5. \ 2/16 + \79 + z74 — 1, 7 = 1, z — 0. 
20.7. z = \ 2 + 9>7 z-- 3.

20.2. z = х2 т 4 \2, z = 2.
20.4. х2 / 9 + \ 2 / 4 - z2 /36 -  -1. 7= 12.
20.6. х2 + у2 -  9, z = у, z = 0 (у > 0).
20.8. \ 2 / 4 + у 2 - z2 -  1. z = 0, z = 3.
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20.9. \ 2/9 + у- / 16 - z 764  = -1, z = 16.
20.11. х73+у2/4= 1, z= > л/3 , z=0(> > 0 ) .
20.13. х-/81 + у2 / 2 5  - z2 = I. z=0, z=2.
20.15. x2/16+y2/9+ z2/36= l .  7= 3, z = 0.
20.17. z. = x2 + 5y2, z =  5.
20.19. \79+> 2/25-z2/ 10 0 = -1 ,z=0, z=20.
20.21. x2/27+y2/25= l .  z = y /y 3 ,  z=0 (y>0)

20.23. x 2 + v2 / 4 - z2 = 1, z =  0, z = 3.
20.25. x2 /16 + > 79- z2 /100=1, z =5, z = 0.
20.27. z = 2x2 + 18y2, z = 6 .
20.29. x2 /1 6 +  >2 /9- z- /64 = -1, z =  16.

20.10. x 7 1 6 ч > 79+ z2/ 16= 1, z=2. z = 0.
20.12. z = 2.x2 -t 8>2, z =  4.
20.14. x2 / 4 + >'2 / 9- z2 /36 = -1, z =  12.
20.16. x2/3+>2/16=l,  z=> л/3 , z=0 (y>0).
20.18. x2/9 + > 7 4 - z2 = l , z  = 0 , z  = 4.
20.20. , \ 7 16+> 2/9+ z2/64 = 1, z=4,z = 0.
20.22. z = 4x2 + 9 > 2, z = 6 .

20.24. x725 + >2 /9- z2/100 = -1, z = 20.
20.26. x2 /27+у2 = I, z = >7 v/ 3 , z=0 (> > 0).
20.28. x2 /25 + у2 /9- z2 = I. z = 0, z =  2.
20.30. x2 /16 + >2 /9+ z2 /144=1, z=6 , z =  0.

Решение типового варианта индивидуального задания №3 
Интегралы.

С х  cos xdx
Задача №1. Найти неопределённый интеграл J gjjy  ̂
Реш ение: Применим формулу интегрирования по чаетям

j  х cos xdx
sm х

J  u d v  =  u v  — J v e in

и = x, dii  = dx

, cos dx 
dv = — , v

= JsirT3 xdsinx =

sm x 
sin ~ x

г cos xdx 
 ̂ sin3 x

r a
J c i

d sin x
sm x

. 5

X I f dx

2sin‘ x
.r

2 sin / x 2*’ sirTx
C x cos xdx

Ответ: i зJ sm x
C

2 s in “x 
x 1

2sin2x 2

2

ctgx

ctgx + C

Задача №2. Найти неопределённый интег рал J
1 —Ух 

л[х(х+  1)
dx

Реш ение: Применим метод замены переменной
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/ у (.у),А- -■= |;V J  = J  v//

Г - Ы ^ / т  = L  = 2 J  = \ b ^ -  = 2 f 4 —  JI =2| f .4 -  - 1 [ 4 — ) ! =
л/_х(.х + l) i ,- I J 1\r +l) M '+ l v Г + l 2 Г + 1 ) 

Iv.v = /

■ arclgt -  ln(r + l) j+ C = 2̂  arctgjx -  ~ Inj.v ->-1| j + C 

Ответ: [ —1= —— dr = ' i  w ciirjx  -  - InLr +Ij j + C
4 ^ + 1 )  v 2 1 4

г 2x ' - 4 0 x - 8
Задача №3. Найти неопределённый интеграл J
Реш ение: Так как старшие степени многочленов в числителе и 

знаменателе дроби равны, то нужно выделить целую часть дроби. Сначала 
выполним умножение в знаменателе, записав многочлен по убывающим 
степеням х.

х(х+4)(х-2)=х(х2+4х-2х-8)=х(х2+2х-8)=х3+2х2-8х 
Теперь разделим числитель дроби на знаменатель 

2x'l_~40.V-8 _ 2.x' + ■4„r_- 16.x-4.x2 -  24.x-8  _ 2.x3 + 4.x2 -16.x 4х2 + 24.x + 8 
.г ' + 2х' -  8.x .х ’ + 2.Г -  8.x д- ’ + 2.x' -  8.т х л + 2.x' -  8.x

4.x2 + 24.x+ 8
.г ' + 2.x' -8.x 

Таким образом имеем

Г2л' 40л S(/v = f f 2 -  = 2.x-  4 f - 4 ± 6£ ^ ^
л(л + 4)(х -  2) 4  х(х + 4)(х -  2 ) )  - л(.х + 4){.т -  2)

_ х2 + 6х + 2
Теперь разложим дробь т) на СУММУ дробей

Х-+6.Х + 2 А В С
- j ^--- ^  = — -I— — -------. где А, В, С -  неопределённые коэффициенты.

л 2 + 6.x + 2 __ а (х ~ +  2.x -  8 )+  в( х~  -  2.х)+ с(х2 + 4л) 
л(л + 4 )(.х -  2) л (л + 4 )(.х -  2)
Приравниваем коэффициенты при одинаковых .х, получим систем

д-' -1+в + (.' = 1 1 f = -1 / 4 ) .-/ = -1 /4 )
уравнений .х 2 4 - 2В + 4С = 6 )- => В + С = 5 /4  !'=> В = -1/4[>

,г° - 8 -/ = 2 ! В + 2С = 13 / 4 J С = 3 /2 |
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3

( А  -  t — i j x +  Г_ J _  d x  + f — dx  = 
J x(x + 4 X x - 2 )  J x  J x + 4 J x - 2

■ — lnlxl + — lnjx + 4| -  — ln|x -  2( + C 
4 11 2 1 1 4 1 1

Ответ:J 2x3 -4 0 x  — 8 
x(x + 4)(x -  2)

dx = 2x + lnlxl — 6 ln|x + 4| + ln|x — 2| + C

Задача №4. Найти неопределённый интеграл
х + 6х* + 1 Зх + 6 dx

J (х-2Х х + 2)3
Реш ение: Дробь под знаком интеграла правильная, так как старшая 

степень многочлена в числителе меньше старшей степени многочлена в 
знаменателе (4). Разложим дробь на сумму простых дробей

+ 6х~ +1 Зх + 6 В'4 2)(■ I 4\ С' 1хч
имеем(х-2Хх + 2)5 х -2  х+2 (х+2)2 (х+2)3

x3+6x2+13x+6=A(x3+6x2+12x+8)+B(x3+2x2-4x-8)+C(x2-4)+D(x-2) 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых х, получим систем уравнений

4 + в = 1 4 = 1 -  В 4 = 1 -  В
64+ В + С = 6 6 - 6 В + 2В + С = 6 -4В + С = 0
2А-4В + 0 = (3 ~ * 12 -  12В- 4В+ Z) = 13 ^  -\6B + D = \
4 -  8В -  4С’ -  2D = 6 8-8В-8В-4С- 2D = 6 -  16В -  46’ -  2D = -2

4 = 1 -  В 
С = 4 В 
D = l  + 16B 
-  64 В = О

Итак,
■ х3 + Ьхг +13x4-6

4 = 1
в = о 
С = 01 
D = 1 |

I - (х -  2Хх + 2 У
dx ■ dx

х — 2 (х + 2)3

Ответ
х + 6х‘ +1 Зх + 6

(х ~ iXx + 2 )3
dx = ln|x -  2|

ln|jc —2| — 

1
2(х + 3)2

2(х + 3)2 

+ С

С

Задача №5. Найти неопределённый интеграл
С 2х3 + Зх2 + Зх + 2 
J (x2 + x  + l)(x2 + l)
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Р е ш е н и е :  Дробь под знаком интеграла правильная, поэтому представим
ее как сумму простых дробей.

2а’’ + За-’ + За + 2 Ах + В Сх  + />
(v . , v i l i v  - I) v -v l ’ х -I 1 П°ЛУЧИМ 

(Ах+В)(х2+1 )+(Cx+D)(x2+x+l )=2 х3+3 х2+Зх+2 
Ax3+Bx2+Ax+B+Cx3+Dx2+Cx2+Dx+Cx+D=2 х3+3 х2+Зх+2 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых а, получим систем

уравнении

.г А + С = 2
л /.'•( /I
X А + С A D = 3 

х" B + D  = 2

D = 1

Таким образом получим

Первый из полученных интегралов вычисляем

так:

Второй интеграл будет вычислен так:
+1 , I f  2 xdx f dx 1
-----dx ~ — Г —:— + Г —̂ — = — lnl.r2 + 1)+ arctspc + C
+ x  2 J .X-+1 J .A-+1 2 v ;

—t- arciIf!x + In -Дг2 + Fjjx2 + x + l) + C

Задача №6. Вычислить определённый интеграл
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Реш ение: Перепишем интеграл в виде--J5
' - V

1 + х J dx и применим

третью подстановку при интегрировании дифференциального бинома 

Jx  (а + bx ) dx, ТаК как у пас р=1/5, т=-7/5, п=Н/3 и

_ 7
т + \

■ + р - 5 +1 1 _  6 1
1 5 5 5 - целое поэтому

3
I

X 3 +  1 = Т  = >  X 3 = f  - 1, X =  (г" - 1) \  
1 1 1 

х 3 = (?3 - 1) ',1 + X3 = f x 3 = - 1) '
dx=-3(t5- 1 )"45t4dt=-1 5t4(t5- 1 )"4dt

Таким образом
( 1V1 + x 3
V

dx =

- А ’ - '
'Л / ' l H  15/4/ 5- l )  4 сit= -

Ь
(  V3

= С -  2.5 X 3 +1 = С-2.5 х 3 1 + х 3
l  ) L  V  )

-)

■-C-2.5X  5 1 + x 3 =

Гл/пЛ/х , 2Syj\\ + iix
Ответ: J 5u x  -  <-

Задача №7. Вычислить определённый интеграл J (х2 + 2)х dx

Реш ение: Применим формулу интегрирования по частям в определённом

интеграле
Г Ь  ГI к  с / \7 =  и х '  —  I \>с/и

J a  J

С/Х:
и = х" + 2 ,du  = 2xdx

с/г = е 1 dx, г = J" е 2 dx = 2е
iV (v +2) 4 x e z dx =
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и =  x , d u  =  dx
= 2е° ■ 2 - 2е  1 - 6 - 4

(
0 } ^

Л- Л- 2 х е 2 -  2 e :dx
d v  =  е 1, v =  2е- V

__ о J-1- )

1 2= 4 ----~ - 4
е

О — (— 4е  ' )— 2 • 2 е 2
12 16 

£?
= 4 — — — — ч-1б(1 — <г'

. 28 16 „  44= 4 -------(-16-----= 20------

Отве f ( x 2 + 2 ) e 2d x  = 2 0 -  —

Задача №8. Вычислить определённый интеграл J ___ j
v

Ь
xdx

Реш ение: Применим метод замены переменной в определённом 
интеграле

х  =  ( p ( t \ d x  =  < p '{ t  )c/t 

/  --(//(л-) ,/ ,  =  <//(с/),d  =  V ' ( p )
h f { x ) e J x

J 'Л(Л)
= $ . /  (<р(/ ) У р '( / ) с / /

• xdx x -  1 = t \ x  = t ! + l,dx = 3 t2dt

t = V x ^ M , = = l , t2 = ИЧ
g Г (r +
\ t

3f(t^+ t)dt=3 i V
, 5 2

3,1?+, _1 _ I ) - { 2! + 3 ( 4«±L5l _ 1'IP _ 24 =,,
5 5 2 J l 5 2 10 10 10

f  s i n  x d x
Задача №9. Вычислить определённый интеграл Jи j  X j  s i n  X

Реш ение: Вычислим определённый интеграл, применяя метод замены 
переменной, а именно, универсальную подстановку
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tg : t => — = arctgt => x = 2arctgt, dx = 2dt 
1 + t ^ t, = tgO = 0,

t 2 = t g
л

2-2

Таким образом

sin x =
2 t s 2

, о X
1 + , Г 2

2
1 + Г

J sin xdx

0 5 + 3s in x  *
I t  ■ 2dt

(l +r)(l + r | 3  +

= 4 j
0

f(l + r)fc/?

1 + t j

tdt
(l + Г У (б + 5r + 61) 0 (r + l )(5f2 -f 6 1 +T)

r tdt
Вычислим сначала неопределённый интеграл J 7 р  +  ij^St2 + бТ+Т)

t _ At + B Ct + D
^t” + ф г  + 6t +1 j t +1 5t + 6t + 1 

(At+B)(5t2+6t+l )+(Ct+D)( t2+l )=t
r' 5 t + C = 0 

Г  6A + 5B+ D = 0 
1 A+ 6B+ C =1 
t° B + D = 0

C = -5A  
6 A + 4B = 0 
В = -1.5 A 
£> = 1.57

из (1) => C=-5A; (2)-(4)-> 6A+4B=0 =>B=-1.5A; из (4) => D=-B = >  D=1.5A. 
Тогда в уравнении (3) имеем:
А-6-1.5А-5А=1 => А-9А-5А=1 =>-13А=1 => А = ф 3 => с = Х з  ’ В= / 2 6  ’

D= / 2 6 '

'I
tdt

X  + 1 j(5A + 6/ + i)
= 4

1 3 5 _ 3 1
JXdj2bdt+(J l!Z2^dt

A + 1  ̂ 5t + bt + 1

=  4
1 r 2 tdt 

26 J Г  + 1
3 r dt l r  10f-3 ,—    + —  — -̂---------dt

2 6 J r  +1 26J 5r  +6t + \
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4_
26

0.1 ■

г d  it +1) ( г  10? + 6 , 9 г dt
J Г  +1 5/ + 6b +1 5 J 2 6 , 1

)n(r + l) + 3 arctgt + ln(5/' + 6b + l)- — J

r  + t 
5 5

9 f id

/+  I +
5 V  3V 1 _ 9  

5 5 25

0.1 •
, (5b: +6b + l) o 9 r
In л— 7" -̂---- 1— - +  M i r c tg t ------

( r + l )  5 J
d t

t +
25

0.1*
. 5/ + 6b +1 9 .In-----;---------b 3 arctgt--------- — In

t 2 + 1 5*2*'

0.1 In —— + 0 '4 a rc tfrf -  0.3 In 
r + l

5
5? +1

3 2b + —  -

5 5
3 2

r+ - + -
5 5

5b + 5
Теперь остаётся вычислить определённый интеграл

tdt „ ,.  5t + 6t +1 л -., 5b + I
0 . 1 In-----;----------b 0 A a rc tg t -  0.3 In

{b^TTj(5b  ̂+ 6t + f)  ̂ r + 1 5b+ 540
2 6 1

= 0.4 In----- I.2c//*<7gl -  0.9 In------ 0.4 In 1 + \ .2arct%0 + 0.9 In -  =
12 A 10 5

= 0.4In -  -  1.2— -  0.9In - + 0.9In — = 0.4In -  -  0.3л* + 0.9In —  
6 4 5 5 6 5*3

= 0.4 In -  + 0.9 In - - 0 .3  л*
6 3

f sinxdx I , ]
О т в е т * ----------------- =  0 .4  I n - +  0 .9  In —  0 .3 ло т в е т ,  j  5 +  3 s m  x  6  3

Задача №10. Вычислить определённый интеграл

]

1 tg-x + 5
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Реш ение: Вычислим интеграл, применяя метод замены переменной. 
Пусть

1 1 . , I 1 , , 1 ,
arccos^= = а  => cosa  = -== => tg~а + 1 =  — - => tg'« = -----;-----1 ->  tg or -  — -1 -

■J6 v 6 cos" a  cos a  1
Замена

= 6 -1 = о => tga = ±Vs берём t gpsr = 1

переменной

t g x  =  t  —>  x  =  a r e t g t  - • d x

как a  e

d t
1 + / 2

ty O 0 , t 2 = ? g ( a r c c o s - ^ = )  
V 6

■ t g a x/5

г'6 3/&:x - 1 Y3/2- l  <;// 'г (з/2 — \*jdt
Таким образом J ^ ^ ^ 5 = J 777 Т77 = j {ТТбрТТ) ’
Вычислим сначала неопределённый интеграл, а потом воспользуемся 

формулой Ньютона -  Лейбница
3t2- l  At + B C’t + D

(, ■ Д ,  ■ ,) t 2 • 5 1 -I (At+-B)(t2+1 )+(Ct+D)(t2+5)=3t2-1

Приравниваем коэффициенты при одинаковых t, получим систем

уравнений

1 A + C = 0 C = - 4 4 = 0 4 = 0
’ B + D  = 3 4 - 5 4  = 0 c  = o 5  = 4

. I + 5 C = 0 * D = i -  В - 4 5  = -16 ' C = 0

0 B + 5D = -1 5 + 1 5 - 5 5  = - ! D = 3 -  В D = - 1

/■
3 г - 1

W ^ )
d t = 41Г Д Т _ г

J Г  +  S J

d t
t2 +5 J г  +1 7  л/5

4 /
arc.lg—j= -  aretgt + L .

Y ( з г - l W  (  4  t

J^T T sF T I) [ S  Vs

-  ({iretgifs -  arc!,gC))= —j=arclgl -

V I  __4^ 
o “ Vs

V5arctg~j=  -  arctgy) 
V 5

к  4 т  i ;  I  гг
J D = —̂ -----arctvyJ э = —=r — arct&yjs

7  4 ‘ 7

Ответ: j ^3/c -v-1 , /г 
“ A---- 7 '  = -re/у -Y + Э V э

-  arctg-Js

Задача №11. Вычислить определённый интеграл | s n̂ 3xcos 3xdx
о

2 n 2.?
Р еш ение• J  s'n 4 cos4 3xdx  = |  (sin 3x cos3x)J d x  =

0 0
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 ̂ sin 6л- I dx  
"> > 16

J , n v 4 « * = - l- ( ( U “ s '-::i | , f a !
16

64 Я'
Г/

- — ] - 2cos I 2-v f cos" I 2.y )/y  -  —  - I I .v - — sinl2.v|| 4
64 | \

L

j'(l cos 24 x)dx

64

64

2 n  (sin 24л- -  sin 0) 4- — ( x  + —  sin 24x
6 '  21 24

2n  + i f  2 л  + 2^-(sin 48л- -  sin 0) 1 ,  37Г—Ък ~ —
64 64

Ответ- J s ' ° 4 3 x co s4 3xdx ■
Зл
64

Задача №12. Вычисли ть определённый интеграл 

(<\л/2^х -  л/х~ + 2  )dx

л/х-ь~2 + 4 л /^ - =х)(х +~2У
Реш ение: Вычислим интеграл, применив метод замены переменной,

предварительно разделив числитель и знаменатель дроби на v.r + 2  ̂будем 
иметь

dx

«1 + 4

^ = Г = > / = ,  ^л- + 2 V 2 + д-
г, = I, Л, = 0;

о , -l(-v+2)-(2-.v) , -Л --2 -2  + Л- ,2 tdt —----- ;------ —------dx ~ -----------------------г----dx :
(-V + 2 f

4 dx dx 1 ,=>C----- — = — tdt
(x + 2 f  (,t + 2)2 2

1 } (4 t-] } d t  1 f 4/2 - tГ (4r -1 jtd t__ I Г
2 J 4/+1 ~ 2-!2-> 4t +1

dt

1 i
t —  + —

2 4t + \
, U r  1 1 1 , Is ,

d t  =  —  ------- / + ---- l n 4 r +  1
2 1 2 2 2 4

^ = -  —f()- —+ ------ In 5
1 2l  2 2 8

/

16- 1(1 2

Ответ:
Г (4з/2- -У -  Уд- + 2 )/,v _ J_

гвст: 4 vCv + 2 + 4J 2 - X  I.v + 2): 16
In 5
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r x 2dx
Задача №13. Вычислить определённый интеграл J ^
Реш ение: Применим метод замены переменной 

х  = 3sin tux -  3cosfc//; \ f a - x 2 = y /9 -9 sm 2 1 = 3 c o s /;
. x

t = arcs in — =>t. 
3

= arcs in 0 = 0

Таким образом
3 к  /Г

? x 2dx _  г 9 sin2 /■ 3 cos fc/r _ Q 1 
W 9 ^ 7  1 3cos/ 2 {

t n = arcsin —
2

cos 2t)Jt -

n

6

1----sin 21
21 2

6 9 /'ж 1 . ж' _ 9 (7Г 1 л/З ^— sin — --------- -------
~~ 20 2 3, 2 'v6 2 ?~ У

Ответ.- J r d x  T (2 » -3 V 3
3/9 — X2 8

Задача №14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками 
функций х=4-(у-1)2, х=у2-4у+3

Реш ение: Графиками функций являются параболы (у -1 )2=-(х-4)- 
вершина в точке (4,1), ось симметрии у=1, ветви параболы направлены влево от 
вершины х=у2-4у+3 => =(у-2)2-1 => (у-2)2=х+ 1 -  вершина в точке (-1,2), ось 
симметрии у=2, ветви направлены вправо от вершины. Найдём точки 
пересечения парабол с осями координат:

д- = 4 — (v — 1)' = г2 - 4 г + 3 4 ~  г" + 2 у - 1  = у ~ - 4 у  4-3 2 у ' - 6 г  = 0 2 у ( у - 3 ) - 0
.3' = 0, у  = 3

74



Итак, у парабол ест ь общие точки - точки пересечения (3,0) и (0,3) 
Искомая площадь вычисляется гак: .S'=j"[v(v) v(v)Ji/i,

* ||4 (г !) (г 2) |}/г

(кв.ед).

5 v 0 - 1 У 0 - 2 у

, , 8  1 1 8 . .= 15---------+ -  + -  = 15
3 3 3 3

Ответ: 8=15(кв.ед)

Задача №15. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией
.г -  32 cos ’ И

,v = 12 У'З
г = osm t

(л-г 12/ 3) О < / •

Реш ение: Линия, задаваемая уравнениями, является астроидой, 
симметричной относительно осей координат

V = -
ily  O siir t co s  k h  

d x  -  32-3 cos2/ sin t d t 32 t g t

n  .  =  1 2 ^ 3  , З л /З  К  ЛПриравниваем 12V3 = 32 cos / cos / = ------ ; cos-’ t = ----- ; t, = — ; /, = ~.
32 8 6 " 6

Эскиз фигуры без точного соблюдения масштаба приводится. При
I-

нахождении площади фигуры используем формулу S = | y (t)x  (t)dt, у нас
I,

(У

п 6
.5 = J*3siп3/(-32 jcos- / sin/):// = -288J cos2 / sin4 tdt
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-288Js in 2 ?(sin/cos/)2tft = -288- — ■ —J(l -cos2 /)s in2 2tdt

= -36 J (sin2 2/ -  cos 2t sin2 2tjdt = -36
b b
J(l -  cos 4t)dt -  — j" sin2 2Id sin 2/

i oi 1 . - sin1 2/= -18 t ----sin4?----------
4 3

ж
6=~1i
0

• i -r. -  Sin- —
n  \ . I n  3------ sin-------------—-0
6 4 3 3

2
Уз зУз

6 4 2 8-3

з (
=  - 1

Я

6 4
S\_ 2я~-ЗУз_ з(2тг-ЗУз)

0 , -
2

Результат получился отрицательный потому, что при t е

з(2л--зУз) _ з(2л--зУз)5 =х = -96cos‘ ?sin? < 0. Поэтому 9 

Ответ: S = з(2тс — 3-Уз) (кв.ед.)

Задача №16. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, 
заданными в полярных координатах, р = 6sincp p = 4simp

Реш ение: Область определения данных функций р>0, т.е. sinф >0 => 
2лк<ф<л+2кл, при к=0 получим 0<ф<л. Искомая площадь выразится формулой

S = ^ { (P 2  “ Pi" К ’ у пас а=0, |3=л, p2=6sin(p, pi=4sincp

S = ■
Л К

-J"(36sin“ — 16sin“ (p]d<p = — ■ 20 j" sin' <pd<p -



,т

= ~  COS 2^>)c/f/7 =
1 . ,<7? -  — sm 2<р

О
= 7\ гг — sin 2л - 01  = Х/Г 

2 (кв.ед.)

Ответ: 5л (кв.ед.)

Задача №17. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением 

У = | 0  - е " )  0 < х < 3

Решение-. Воспользуемся формулой вычисления длины дуги кривой:

1 + у пас а-0, b-3, 3’' _ 9 ( е + е  )
а

/ V 1 / -OV _ 7ЛЛ 2 С ^
'Ч 'Д  = ' + 7 г  “ 2 + 0 = --------:--------

-л \

F ' F 2 " '0
Л ^ - £ - 

2 v
'Г  = — (с '’ -  с 3 -  1 
р  2 v

Ответ:  ̂ =
1 ( 3 -з — \е - е
2 v

)= s7/3 (Лин.ед)

Задача №18. Вычислить длину дуги

(лин.ед.)

f.v = ( г  -  2lsin/ + 2 /cos/параметрическими уравнениями ( , ' 0 < /< л
(.г = (2 - Г  Jcos/ + 2 /sin/

Реш ение: Воспользуемся формулой вычисления длины дуги кривой:

у нас ti^O, t2=

х: = 2tsin t + (t2-2)cos t+2cos t-2tsint =t2cos t 
у = -2tcos t - (2-t2)sin t+2sin t+2tcost =t2sin t

7Г ________________________________  71  ̂3

f  ~ J x /t^ c o ? t  + 14 sin ’ \&l ~  | t 2dt
t ’
3

л  7Г
q ^ (лин.ед)

Ответ:. (’
3 (лин.ед)

Задача №19. Вычислить длину дуги кривой, заданной в полярной 
сист еме координат p~6sin<p, 0<<р < -
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Реш ение.

р ------------

: Воспользуемся формулой J v / 7 + \Р  ) , у нас а=0,

Р=—, р=6соьф, поэтому

(? = J д /зб вт2 (р + 36cos2 (pd<p -  б| dip = вер
л л3 = 6  —  = 2л

Ответ:  ̂— 2тт (лин.ед.)

Задача №20. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями:
2 2 2 X у Z

-----1------1------— 1, z—7 7=0
16 9 196 ’

Реш ение: В данной задаче задан эллипсоид (а=4,Ь=3,с-14), координатная 
плоскость ОХУ (z=0) и плоскость, ей параллельная, z=7 Рассекая эллипсоид 
плоскостью, параллельной ОХУ на расстоянии z от нее (0< z <7), получим 
эллипс

(  2 Л 
1 2

или
( \ э ^, z“ а э \

. Z1 4
I '1

-
196 У

3 -
196 J

Напомним, что площадь эллипса равна произведению значений его

х 2 + у 2 -1полуосей на число л, т.е. если уравнение эллипса имеет вид + т у  -  i =>
<i D

S=nab. У нас

-4 ,11 ™ , b = 3 j l - 4 - , = >  S(z) = 12л
196 V 196  ̂ 196

Применим формулу вычисления объёма тела по известной площади 
параллельною сечения:

N 1



л

z- В нашей задаче
,1

1 2тг (1 1 —-—\d :  = 12/т( г -V-Ч 196J 1
(п 7 3 ( 1t  7 -
1 3-2-2;  1 12

3-196
7 = 1 2л| 7 ---- -—
О I 3-196

12

Ответ: О = П к  (куб.ед.)

Индивидуальное задание №4 
Числовые и функциональные ряды 

Задача 1. Найти сумму ряда

.1.У—-- - ------7 l9 ir  + 12 /7-5

1-3-1 t 9/7' +6)?-8

1-5-1 4;Г + 8/7 + 3

1.7. У - — - -------f t  9»- +3»-2

>-2- 1

1^-1

'•6- S

1.8.Х

24___
~'/+ - 12// 5

9^
9«- н 21/? —8 

14
49/72 -2 8 / / -4 5

7
7 49/72 -  7/7 -  12

1 . 9 . Х - - 1------/г + п--2 1.10. X ----- r ~ --------f t  49//' - 1 4 / / - 4 8

1 .1 1 .Х — + - 6 — -f t  3677- +24/7 -5 i.'.' x  14---------
f t  49//- +84/ / -I3

1 . 1 3 . У - 4 — -  
f t  4/7 +4 / / -1 3 1.14. У -----г - ---------f t  49/7 +35/7-6

1 . I 5 . X— — —f t  9/7- +3/7- -20 Мб. у  14 -  -
f t  49/7- -  42/7- 40

4 ,  9
1.17. У -------- ---------

f t  6»2 - 8 / / - 1 5
1.18. У --------1 ----------

f t  49// -21/7-10

1.19. У ----- - ----------
f t  25//' +5/7- 6 1.20. У  — +—

f t  4/;' - 9

1.21. У -------- 1 --------
f t  49/7- -  35/7 -  6 ■--"-X 1 .и +- я - 1

1.23. X — + - - 2--------
f t  36/7' + 12/7-35

1.24. У ----- --------------
f t  49//- +21//-10

1-25. Х - т - -  —f t  9//- - 3 / / - 2
1.26. У  — -------

f t  25/?- - 5 / 7 - 6

1.27. У -  S
f t  1 6/7 ‘ + 8/7 -  1 5 1 . 2 8 .X — г  — --------f t  49//- -56/7 -33
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1.29. У  12
7Г] З6/7- -12/7-3.")

1.30. у  - -  7 -  
77 49я2 + 7я — 12

Задача 2. Найти сумму ряда

2 . 1. У  4 ~ 5"
7 7 я ( я - 1) ( я - 2)

2.3. У  - 5я + 3 .
77я(и+1)(и + 3)

2.5. У  ‘ - 
77 «(я + 1)(я + 3)

9 ? У . " + 6 . 
77(я  + 3)(я + 2)я

2.4. У  4" ' 2
7 l ( « 2 - 1) ( я - 2) 

2 .6 . У - 3" - 5
i П(П~ ~~ 1)

2.7. У -
7"? н(я + 2 )(» + 3)

2.9. У  3" ' 2 - 
ТП* я(я + 1)(я + 2 )

2 .11. У  5" ~ 2
77(я-1)я(я  + 2)

2.13. У  3" + 2 - 
7 t / /(«  + l)(w + 2 )

j _ ^  8/7 — 10
' 3 ' 7 7 (я -1 )(я  + 1) ( я - 2 )

2.17. У  — ‘г 4 
71 я ( я - 1)(я - 2)

2 .8 . У  '
77 n(ir  - 4 )

2 . 10. У -  П + 2
Т1я ( я - | ) ( я - 2)

22. 12. У
71 (« + 2 )(« + 1)я

2.14. У  " + Э,. 
7?(" + 2)(я - 1)

2.16. У  3"^'
77 -  О

2.18. У  5,7 + 9 -
77»(я  + 1)(я + 3)

2.19. У  5П~ 2
7 1 ( я - 1)я(я + 2)

2 .21. У -  3" + 4 - 
t ; « ( » + ! ) (« + 2)

2.23. У  " + 6
71я(я + 1)(я + 2)

2.20. У - " 2 1 
77«(»+1)(» + 2)

2.22. У 2 ~"
77н(я + 1)(/г + 2)

2.24. У -  ,7_2
7 7 (я -1 )я (я + |)

2.25. У -  '
7 l « ( «  - 1)

2.27. У - > ,+  1
77(я-1)я(я+1)

2.29. У  - 4 -  
7 1 я (я -1 )(я -  2)

2.26. У- ' " 
77«(я + 1)(« + 3)

2.28. У 4 _ "
Т7я(я + 1)(я + 2)

2.30. У 3_л ■ 
7Т(л + 3)(я+1)я

Задача 3. Исследовать на сходимость указанные ряды с положительными
чл е н а м и

, , v 3 "  ( «  +  ?.)!

■’4  з . -  '
3 .2 .У  7 " - '  

7 7  5 "(л  +  1)!

3 . 3 . y f - 7 ] ' f l ) ?
7 1 U J  U J

3 . 4 . y ( 2 n + l t e ^
H-'l 3



3.5.^'С>1 1 ^
4 о  - 6- ■ • (а? + 3)

jy S v
з 1 "7-13 — (6л7 — 5)
J' 'гг 2'3-4'--(«+1)

. 9 у  377(77 + 1)
" Гг з-

з.1 о.У (" + 2)! 
„ 1

3.1 1 sin ~ -
н • ] -1

3.12.У 1—733
Гг и!

з.| з.У — - —  
7Тз"(« + 3)!

•3 м ^  1 • 6 • 1 1 • • ■ (5/7 -  4) 
'Гг 3-7-1 1 - - - (4,7 -  1)

3.15.^— - -ГГ(»*3)! 3.16.у/7 7,суГ

3.17.уГГ±3)
ГГ (77 + 1)!

3.18.У --- Г—
ГГ (277 + 3)!

3.19.У(— 1Г
ГГ «!

3 ?оУ —УУ'Г3"  ̂■) 
ГТЗ-7-1 1 ...(4/7-1)

3.21.£(3»- Dsin^7,-1 4
3.22.У — Г

Гг 7?!
3.23.У Д Л

ГГ\/„7" зз4у  — '9'"(4"_3)Гг 1 • 4 ■ 7 • ■ • (377 -  2)

3.25.У -~  
Гг 4«!

з тб у  ' ' ;'5" ■ ГГЛГ
ГГ 2 ■ 7 • 12 ■ • ■ (5;;-3)

3.27.У— - -
Гг («+!)!

3.28.У(2"“ 1)! 
ГГ (277)!

3.29.У—
Гг 3"(2т7- 1)

з.зо.У Зу ± 1 
Гг л/тГ- 2"

Задача 4. Исследовать на сходимость указанные ряды с
членами
4.1. V 1,1

ГГ ' + 1 у'
V Н У

4-3- § r ,a''8 2̂ l ) Гг (177(77+2))"

4.5. у  [arcsin -Г j 4.6. 7У
»Л 3" " 2 ;

4.7. у  f Г J 4 8 уМ ^+_0)' 
' 7~\ 2"

4.9. У ----- ' —
ГГЦ» + 0У" 4-Н).У|^Г-Т”

,7-1 V Г>

положительными
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4Л '■ z
.7-1

4.13.

4.13. Z

J ____
1r/<l«(»+3))"

2/7-1 Y1'
~2n~ J

n + 1
4/?

4.17. Z (Ц/7 4-l))'

4Л“' Z  

4.'4. X

4.16. ±

4.18.X

3/7” + An + э 
6/7” -  3/7 -  1
. 71sin —

((/7 + l)//?)' 
3/7 -  1

~з+

4.19. X( arcs in Z

4-21.X 3/7” —П. 1
7/?” + 3/74 4

i V"

4.22.X

arcs in -.4/7 y4.23. X y rc

4  2 5  y f + i l Z )  

' +  5"

4-27. X fs i '

4.29. X

4.24.X

3/7 +  1

/7 + 1
f \  2/7

4.26. +  V 2/7 + 1
1

v 5// + 1; 
10"

i‘(l'7(/7 + 5))2

4.28. Xf arclg 

4.30. Xl arcsii

2« -1 
/7 + 3i------
2/7 + 3

Задача 5. Исследовать на сходимость указанные ряды с положительными 
членами

2» + 1 у
J
I

5.1. X+  + и ‘ + 1

5-3- Z
5.5.Х

//=1

5 .7 .Х

(2/77 + 1 )l /7 (2/7 + l)
1______

(Эи + 4)|/;2(Зи + 4)

7 + /7
49 + ir

- п тг-' 1 . /7 + 13.9. у — 1/7---- .
+  V// /7 '

-2 -Х

5.4-Х

5.6.Х
}i~ 1

5.8 .Х

I
У; (3/7 + 2)|//(3/7 + 2)

___ 1_ __
(Д Т /7  +  5 )

1
(/(гГ- 5)"

1
(3/7 — l)l/i(3/i -  l)

1

5 . 1 1 . Х

5.13. X

6 + /7
"I 36 + /?'

1

З.Ю.Х 77

5 ■ 12 X

(з/7 -  2)1//(з/7 - 2) 
1

У(34 7«)

1 л/(3" -  l)J
. 1 4 . Х (/? + 2 ))/?(/? + 2)
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S.I7.X

5.I5.X
___ 1
(lO/; + 5)l/?(l 0 »  +  5)

5 + n 
1 25 + n 1

5.19.X

5.21. X
// I

5-23- XzcT

5.75. X

1
(3 + 2n)\n'{?> + 2n)

______ I
(9/7 -  4)] « '(9/7 -  4)

( э / 7  + 8)1/7'(5/; + 8) 

1
" + 4)l"( n + <i)\n ()fl(n + 4))

- • X

5-29. X

л/ (4 /; - з ;

4 -+ // -  /7

5.1 6 .x

5.I8. У?---- T -r—1_________
(/J + 3)l/;(/;+3)l„(ln( „ + 3))

5.20. V
#  + 9пУ

3 22 У __3.— -
4  9 + /;2 -  2п

5.24. Х ^ = 4 = =
Щ { ^ ъ у

5.26.Х
и-1

5.28. X

(3 + 8//)|/7’(3 + 8п)'
_____ 1
(l 0/7 + 3)l/7'"(l On 4- 3)

530. V  ?__________ 1___________
„ | (« + 5)1/7(77 т- 3)177(1/7(77 + 5))

Задача 6. Исследовать на абсолютную сходимость указанные ряды

“ ■ Я - "  ю ю 6-2- S t ^ -4 л/2/7+|

6.3 Уи(2и-1)х,? + 2 
77=0

6-'-X< 1) , "7/..I 6/7 НО

6.6.X(-1) -L
77-1 у/ll //„I yin

6..7.Х(-1)'"Л ‘ 4 (- ' г у 4

6.10. £ Н Г„+) nyln

6-n - § (' , r ^ : o 6.12.Х(-1У'~-77-1 7)

X'  !' ,7Т 3/?-1 6.14.У —42/7-1

у з  x ^ ' L .f ;  (2/7- 1)3" 6.16. X — — -4  2/7

6-17. Х (  1Г —
»1 »

MX. V  1 11
4зи -  + 1

o - ^ t - r,7-1 пу/п
6.20. У  — -  

4  »-5"

6.2i. y b ' J X  
4  «1

6.22. У  (-1)” - - —  
4  У !//(//+1)
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6.23.

’(-1Г-3"

7^ Эл(/7+1)

.6.25.Х
f t  (2/7 + 1)"

f. 24. V <  '•>
f t  2// + 1 

6.26.Х'

6.27. Х ( - 1)” 

6 .2 9 .Х

6.28. Х(-1)"
1

2/;+ 7

(3/7-2)
6.30. Х (- 1)"я1/? 1 ^ 1

Задача 7. Найти область сходимости ряда

7-2. X :7.1. У -XXL
ft//- +1

7.3. X 5—.
f t  8"

7.5. Х - -

П'
7.23. X

//-■I

7-25. X -

7.27. V
f t  2

+ 2"л/Зл-Г
(/7+1)-’+"

7.29. X-v"(^'.

7-4. Х - ~77 и-2

7 .6 .Х  "2/7+ I

7.7. X Г х " -ГГ2и -1
7 .8 . ;X (In +

7.9. t  Х" •f t »(// +1)
7.10. X 7'f t 8 > -

7.11 . Х+(" + 1)т". 7.12. X £ * |

7.13 ^ 1 0 "  У

' f t  Л '
7 .14. v- nix"

f t  «" ’

7.15 ■ X t f - 7.16. I -
„я n

7.17 V 1 (0J),7v'‘" 
' f t  '7

7.18. X(|£ x)'

7.19 ■ i f 7.20. X - —"-I (2n + 1

7.21 ■ i fд-1 л/Л
7.22. y + X

/,-1 V/?

7.24. X f f ' 

7.26. X
л/г+тТ
5"У'7.28. У --W

^7 б"л/Т?

7.30. £ п
п + \ ) 5"



Чадача Я*. 1 laii 1 и область сходимости ряда
8.1. г ' " ' . 8.2. п "  \г"

и\ № ГГ(«+1)!
8.3. 111" Л'

7 1  п ”
8.4. У*"-1')"-

8.5. 8.6. V1 (-V -  1)"
ГГ (»+!)!

8.7. £ < - 1 Г ---- £ 1 ! ----- .
77 (2п- 1)(2«- 1)! 8.8. У  sin--. 

71 2"
8.9. 8.10. у ,«,£

ГГ' 2"
8.11. У - - .  

ГГ «! 8 .12. у " _

8-13- 1 ^ = -  д-1 yjих"
8.14. У __ 1 _ .

77 «(.v- 2)"

1.>
\

iriос 8.16. уУ-У!»" 
ГГ 2" '

8- '3- «-I J л/2н + 1 8.18. У —
ГГ(«т)"'

8.19. У  —
71"'

8 20 y s>n(2«-i).r 
ГГ (2д -1)2

8.21. ^2"sin—.
п\ У

8.22.

8.23. V — - 
ГГ 8.24. у

8.25. У - .
71"" 8.26. V ' ir

71 п1 '
8.27. у ,

д-1 8.28. у ~ ~ г.

8.29. V -1 
71 х" 8.30. у Г Г у 'у

71 гг

Задача 9. Найти область сходимости ряда
9.1. V У гУ  У 9 2 У —У У У —./1-1 -11 ~ 1 ТГ«"1п(1+1//7)

9-3- 9.4. У ^ 'т У
д-1 Г~

9.5 у У У У
ГГ д2 9.6. У (2 + .,у)" 

и 1

90



(Л-+ 5)"
t f  2"(« + 3) 

9.9. ^ 2 " ' ( х +2)"

9.7.

9.11. X //!(л +10)"

9.13. g 2 & ± a ( j + ) y-

9.15.Х <
| /

9.17.

п ■+■ 1 
' (3 -  2.у)"

/7 — In  ‘ П

(■у : ),;
>т

'1пл2
9.19. Х Н Г ^ Х Ч т - З ) "  

9.21. ^

п + 1 
,(2я-1)"(х + 1)"

9.23. Y (л+ 2)"
/7=1 Я

9.25. X <J 0

9.27. X  

9.29. X

я ■ 9"
(л-3)" 
я-5"

(л-ЗГ" 
(я+ 1)1п(п + 1)

9-*- I ;

9.10. X

/7 + I v n ‘ + 1

(Л+1)"
2" 1п(н + 1)

9.12. У + Х + )  
+  (я + 1)"

х) Sta£9.14. Х(2

9.16. Х (3"_2)(л'_3)'

9.18.Х

К (я +1)- 2" 
(л-2)"

(2/7 — 1)- 2"

9.20. f  ( Х + +  
гт 2я■4"

9 г» V  (л + 3)" 
У и;

9.24.Х(-')"

9 . 2 6 .У н Г - + + + -
„I (н + 1)1п(я + |) 

9.28. Х Н Г 1 (2,7_1)'"(л-1)'

9.30. Х(~1У

(3/7 — 2)“' 
(л -  5)"
п ■ У

Задача № 10. Найти со
10.1. X Н Г  1f i + i u

/7—1 1 п )

10.3. И Н Г -1 '/7=1 (« /7 + 2
./7+2

, 0 .5 . | 1 ± И ! х2«+1

10.7. у

=() 2/? +1

/7=2 « (и -1)

10.9. у
„=1/?(«+!)

ОО
10.2. у

77=2(2/7-3X2/7-2)
/7 2/7 -  1

10.4. у
/7=1 4П (2,7-1)

М-6. У ( - l f + l - I | + -
/7=1 I n j x«

ОС М - i )10.8. у
/7=0 2/7 + 1

,/7-1 ,2/7+1

1 0 .1 0 . у
, (_1)и_т2и + 2

и=0 16w (2/7 + 1)



'.I 1 V
// О (2/7 i l)(2// +  2)

У , , /7 + I
.1', x  Н Г 1- - - -

/7=1 77(77 + 1 )
00 r -7 /- |

.15. X  --------------
77=1 27/(277 -  1)

10.17. X
77=1

1 + '
\77 + 1

.77-1

X (_ |)77 77 +1
10.10. x  ' - 3 - - ___

77=0 (7/+l)(77 +  2)
X  ,.—77 +  1

10.21. X  — ----------
77=1 2 77(277 +  I)
X ..77 + 2

10.23. X  — ------------
/7=0 (n + \\n + 2)
X 2/7

10.25. X  _____________
77=2 (2 /7-2X 277- 1)

00 ( - l ) " + l  C I K f l  +  l v
10.27. X  ____ — ____ -

77=1 77(77 + 1 )
ОС 2?̂

10.29. X ------ _
«= I (77+|(t" + I

10.12. X (-l)/74( i  + - L l
77=1 l 77 „  +  1 J

10.14. X -_____
77=1 77

77=1 L 77

X 7_ 1 V7 + I
10.18. X  — -

« = 1  77(77 +  l ) x " + l
•y'. • /7

10.20. X —
77=2 77(77 -  I)

10.22. X | I + 2 - | T«
77=11 "  77 +  13

Ю.24. X  l 2 "  +  ' - 2 _ l Y/7 
n~\ I

И " 1

10.26. X - - ___
77=2 77(77 -  1) 

x  (-lV7 + 1/(2'r
10.28. X ___ — '

77=1 77(/7 + l)

*  w± L - D 2 v «
1-1=2 77(77 -1)

10.30. x

Задача№11. Найти сумму функционального ряда

11-2. X f 3/7“ +7/7 + 4 jr77
77=0 V J

l l . l .  I  f 4/72 +9/7 +  5 V 7 + l 
/7=0 ' !

11.3. X  f/72 + /7 + l  |Л-" + 3
77=0 v /

11.5. X f//2 +5/7 + 3 I г 77
77=0 V

11.7. X  f 3/72 +8/7 +  S jv "  + 2 
77=0 ' /

11.9. X f 2/72 +7/7 +  5 l r " +l 
77=0 ' 7

H.ll. X //(2//-I)a-« + 2
77=0

II.6

■4- I  Г2/72 +4/7 + 3 |t" + 2 
/7=0  ̂ >

X f 2//2 +5/7 + 3 lr7/+l 
/7=0 V J

l.X. X 2772 +877 +  51 t "  
77=0 V J

1-10. X (3/7“ +7/? + 5 \xn
77=0 v у

1-12. X f /?2 — /7 +1']X77
77=0 V J
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11.13
■X'
I f 2«2 -77-1 V " 11.14.

X
X { 3n“ +5/7 + 4 x n + \

/7=0 l J 77=0

11.15
X
I f /7 2 + 7 t7 + 4 \ tW 11.16.

X
X f 2/72 -7 7 -2  U,77 + 1

77=0 V J 77=0 v J

1 1.17
X
x f  2 n 2 + 2 n + \ ) x n 11.18.

X
X f 77̂  +  2 n - \ \ x /7 + 1

77=0 \ ) 77=0 \ J

11.19
X
I ( n 1 + 2 n +  2 \xn + 2 11.20.

X
X [ n2 + 4/7 + 3 1:f77+l

/7=0 У J 77=0 V J

11.21
X
X { n 2 + 5 n  +  A \ x n + 2 11.22.

X
X f2/72 -277 + r x n

77=0 l J /7=0 l J

11.23
X
X j 772 -2 /7 -1  1tW + 1 1 1.24.

X
X Г 772 -2/7 + 21,77

77=0 l J 77=0 l J

11.25
X
X i n 2 ~ 2 n - 2 ) x n + X 11.26.

X
X ( 4 n 2 +6/7 + 5V "

/7=0 77=0 l )

11.27
X
X i n 2  + b n  +  5 \ x r, + { 11.28.

X
X 77(2/7+ \)ХП +  2

77=0 77=0

11.29
X
X f 2772 +77 + i1t" + 1 11.30.

X
X { 2 n 2 + 77 -  11* n

77=0 l ) /7=0 l )

Задача № 12. Вычислить интеграл с точностью до 0,001

12.1.
0,1
f e” 6 x 2  dx 12.2.

0,1 / 2 3 
| sin ЮО.т \dx

0 0
1 1 . 0,5 dx12.3. J COS.Y“ Or 12.4. J V,
0 0 з/ 1 + x 4

12.5. »( ' L-- е - 2х  
---------dx 12.6. 1

0 X 0 X

12.7.
1,5
f

dx
4 12.8.

),2 
j  e 3x2 dx

0 x 2 7  + A'3 0
0,2 0,5

12.9. f sin 25x \dx 12.10 f соя 4л' лбе
0 V у 0 \ У

1 dx
А

О-2 1- e ~ x12.11 f 4 12.12. dx
0 1/16 + т4 0 X

°’,4 l/7fl+.T/2) . 2 dx
12.13 J - —--------- - dx 12.14 f ,

0 X 0 \/ 64 + .Г3

12.15
0,3
f «~2 x 2 dx 12.16

0,4
f s \ n ( S x ! 2 Y d x

0 0
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1247.
<>Д , ,
[ cos! 25.V !dx 1248.

1,5
J

0 ^ 0

124 9.
0А\__ ~ х /2  

\ dx 12.20.
0,1
f

0 * 0

12.21. 2,f5 dx ] 2.22.
0.4
f

0 у 1254 + л-"’ 0

12.23.
0,5 f-
J sin 4 a Z  \dx
n V J

12.24.
0,4
f

dx

i /s i+ jr4
\n{\ + 2.

-  dx
x

-3x214dx

s(5.r /2 )2 dx

? dx
12.26

0,5
f dx

0 1/256 + A-4 0 31, 2\  1 + .V
У  dx

12.28
1
f _ dx

0 4/625 + a-4
1 ' 
0 3' I s + d

" f e ^ ^ d x 12.30
1 . 7 
\ sin.v^cZv

0 0

Решение типового варианта индивидуального задания №4
Задача №1. Найти сумму ряда У  —■ —-------.

t l  49п- - 70/; -  24
Реш ение: Выведем формулу частичной суммы ряда S,,. Для -этого

14 _ „ „разложим оощии член р я д а ----,-----------  на сумму простых дрооеи. Сначала
49/; -  70// - 24

представим квадратный трехчлен в виде произведения простых множителей: 
D = 702 + 49 • 24 • 4 = 49(100 + 96) = 49 ■ 196 = (7 • 14)2 = 982

Г 28 2
70 ± 98 
~ 98~

| 98 7
168 _ 12

|_~98~“ 7

f 1\( ] "И
=> 49/r -  70 п -  24 = 491 и + -7 „ - ~ j  = (7 п + i t h i  -  12)

l 7 Л 7 ) Л ’

Теперь общий член ряда представим в виде суммы простых дробей с 
неопределенными коэффициентами

___  14 __ _ _ i _ _  В _ 4(7/?-12) + Я(7/7 + 2)
49и2 -  70л -  24 _ 7/; + 2 7 и - 1 2 ~  (7/; + 2 ) ( 7 л - 12)
Найдем числа А и В, сравнив коэффициенты при одинаковых степенях п

п |74 + 7В = 0 | j .4 = -В  1 4 = - В  ( 4 = -1
и" | - 124 + 2/7 = 14 [ ^  ] | 2 8  + 2В = 1 4 ^  114/? = 14 ^  \В = 1

тл 14 I I
49/7- -  70и -  24 7 / / -1 2  1п + 2

Выведем формулу частичной суммы ряда S,,:
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1 ... I
‘ " ~ ~ 5  9 + 2 16 9 23 + 16 30

1 1
-  +  -

t i l l
In -  33 In 19 In 26 In 13 

I 1
7и —19 In —5 l n - \ 2  l n  + 2 Э 2 7 и - э  7см

1 IПо определению сумма ряда 5 = lim S, 5 = l i m- -  + - — 1--------
» ** ' 5 2 7 » -о  7см 2 /  2 6 10

Ответ: s = ~.10

3« + 8Задача №2. Найти сумму ряда Y -
77 n(n + l)(/7 + 2)

Реш ение: Преобразуем общий член ряда следующим образом:
3/7 + 8 4 и - и  + 8 4(с; + 2) п 4 I

п(п + \)(п + 2) п(п + 1)(п + 2) п(п+\)(п + 2) п(п + \)(п + 2) п(п + 1) (п + \)(п + 2)
Выведем частичную сумму ряда:

= 4̂ ' l l
- U - +

I
. . .  1.

1-2 2-3 п(п + 1) ) U - 3 3-4 (п + 1)(и + 2 ) )

4 1_
1 1 1

. + - I - J - ]
1 1н---------

V 2 2 3 п п + 1 ] U  3 3 4 п+1 п + 2 )

+Г1 - J - U l - - 1 - 1  = 4 -
4 1 ___1_ - з - - - Т  | 11 и + U  U п + 2) п +1 2 п + 2 2 /7+1 /7+2

/ 1 4  1Значит, сумма ряда S  по определению равна: S = limS„ = lim 3----------+ ------ ( = _•>-
”» " "■"+ 2 п +1 я + Г

Ответ: 5 = 3 -.
2

Задача №3 -- 2т? +1“3. Исследовать на сходимость ряд ^ - j =

l im + |+|Реш ение: Используем признак Даламбера, вычисляя ‘'д1' а  „
2я + 1 2(п + \) + \

+ ? '•  “ т + З + г - Полг"’"

у пас

lim - (2 п + 3)у«2 = lim
2п + : и 2" 2 +

■ ^777+7)2"'’ ( 2 / 7 +  1) " ^ 2 / /  + 1 у {// + 1)2,м|

ряд сходится.

= lim -
1 ir, + V ^

Задача №4, Исследовать на сходимость ряд V f arcsin - П +
7 П \ 2п + 5
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Реш ение: Применим радикальный признак Коши, вычисляя lin+ф/,,, у нас:

Г if . Я + 3 Y' . /7 + 3 ■ 1 + /7 • 1 Л ,шп " aresm------ = lim aresm---------- = lim aresm----- - = aresm — = — < 1 => пяп
"-V V  2/7 + 5 J 2/7 + 5 0+ 5 2 6 рЯД

n
СХОДИТСЯ.

Задача №5. Исследовать на сходимость ряд Уд
1

' (п + 5) 1п(п + 5) In 1п( п + 5) 
Реш ение: Применим интегральный признак Коши, исследуя на 

сходимость несобственный интеграл первого рода:

f e
dx .. г //In 1п(.г + 5) , . I. ,= l i m -----------------= lim In In ln(.v + 5) =

ч : in In/ v 4- si " *' I(-v + 5) ln(.r + 5) In ln(.v + 5) In ln(.v + 5)

= lim(ln In ln(« + 5 ) -  In In In 6) = x

Следовательно, интег рал расходится, а значит, расходится и данный ряд.

Задача №6. Исследовать на сходимость ря

Реш ение: К данному знакочередующемуся ряду применим признак 
Лейбница.

1) Докажем, что последовательность и 1пГ 1 + —-j-)j убывающая. Начнем с

очевидною неравенства: | 1 + ^ y j если мы умножим правую

Что и

часть неравенства на выражение, большее 1, то только его «усилим», т.е. 
очевидно, что

п- ) \ И v [п + 1}“J V v (w + l T j  V i f )  { (н +

Д> (/7 т I )1п[ I + }> //Inj 1 + - — ]=>- |п( I + - , ! >  —'—111 I + —  ■-]=>(/„ >(1,п|
V i f)  I, (n + lpj п V if)  (l + l \ (n + ll'J

требовалось доказать.
2) Вычислим lim/у = lim //ln[l+—, j. Для этого, используя правило

Лопиталя, найдем предел функции. Таким образом, признак Лейбница 
выполнен, значит знакочередующийся ряд сходится. Уточним характер 
сходимости ряда. Ряд из абсолютных величин исходного можно сравнить с

V 1расходящимся гармоническим рядом 2 ^— .
«-• п
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= In e = 1 ряды ведут себя одинаково
" 1П ,+  2 | f \ \ I 1 У'

lim------- 7——— = lini п1 In 1 + —г i = lim In 1 + —1 V n~

т.е. данный ряд как и гармонический, расходится, следовательно, исходный 
знакочередующийся ряд сходится условно.

п \ х~
Задача №7. Найти область сходимости ряда J у

Реш ение: 11рименим радикальный признак Коши при нахождение 
области сходимости ряда.

lim "
п + 1

~П
V” |х| ( п  у' Lvl (  - 1  у И (  - И -!

= LI lim — -  = — lim 1 + ----- = — lim 1 + —  7
5" 5 21- 22 1, п  + 1 )  5 2I--2V у п + 1 ) 5 V и + 1)

lim I — lim е " = — eZ\=>\x\Z5e=>-5e<'xZ5e  
5 Л 22 5

Исследуем ряд на границе области сходимости, т.е. при .г = 5е и при х  = ~5е.

При y = 5е получим числовой ряд y f  JL  1 ( ^ -  = y f  \ е  применим к
■-I у п + 1)  5 п ' 1 V и + 1)

данному ряду признак Даламбера, получим:

lim|7 +т) •̂ ■  = гЫ 1 + ̂  ^l+l
г2 Л- -1IL-U- г -

( - И 1 Г 1 V'е lim 1 + ------ 1 + —п >/ 1 п + 2) \ п )
1 L J

>ч)
: е lim е "+2 е" = clime-

= е lim е »•- =е - еи = е > 1 => ряд сходится. При .у = -5с  получим ряд

У (-1 ) —  е" знакочередующийся вида £ ( - 1  )"а„. Применяя к нему
»| V п +1)  »=1
признак Лейбница, найдем lim a i:, получим:

lim I е" = lim ГI н---- —1 е" = Нт
J «->'1 П + п +1

■е" = lim е "-1 -e'J

lim е ,м = lim с " 11 = lim е " = е > 1 => р я д  СХОДИТСЯ.

О твет: Область сходимости исходного ряда: - л е < х < 5 е .
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Задача №8. Найти область сходимости ряда y ( - l )  

Реш ение: Применим признак Даламбера

(х-5)"
пЗ"

lim (— 0" (-y ~ з)"м I■т-3| П №-.•>! 1 LV-3I
: -------- l im ----- = -------- l im----- - = ------- -Z1 :

3  « - - > ^ / 7 + 1  3  « - > >  . 1 31 + ■
И

=Х> \х -- 5' / 3  : Z.v — 2>Zx —х 2Z.xZ.ft

При х = 2 yj(_1) i“_3l . „ у  (_ 1)" 1. (д '2 = у  (г 1)—  = ..у  I_ горманичеекий ряд
//-1 »3" // п. , п и. , п

сходится. (2n-1) -  нечетно при любом п т.е. (-1 )2,ь|= - | .

Значит х = 2й области сходимости. При х = 8 у.•̂ н п : = у Н У
пУ  - 1 п

знакочередующийся ряд, по признаку. Лейбница: 1) а

убывающая последовательность. 2) lim а, = lim - =0. Итак, ряд у (_])" J
сходится условно, 1.к. ряд из абсолютных величин исходного является 
гармоническим, следовательно, расходящимся рядом; значит, х = 8 е области 
сходимости ряда.

Ответ: 2 < х < 8.

Задача №9. Найти интервал сходимости степенного ряда ^ /;!(,г + 3) 
п

Реш ение: Применим признак Даламбера lim|——■ <1

.. (//+l)!(.r + 3 ) "V . п\{п+\)(х+ 3)‘{х+ 3)-У  ,
Ilm J — e Z - - , ------т,т = 1,111 — г — т о ---- т - т  — = (-V + 3)hml -" ” (/7+1) п\{х + 3] " >у (/7+ l) (/7+ 1)/7!(х + 3)" "->'(/7+1

(.x- + 3)]im[ 1---------
77 +  1

77 + 1 = (х + 3)е 1 = - i -  < 1
е

~с — X < X <. с — X.
Ответ: - е - З с х < е-З.

I.v + З! < е -  е < х  +  3 < е

Задача №10. Найти сумму ряда
^(277 + 2X2/7 + 3)'

Реш ение: Разложим дробь
(2/7 +2X2/7+ 3)

I .1 В
7Z— Т \ 7 7 " - 7  = -------- + --------  2/1/7 + 3/1 + 26/1 + 28  = 1(2/7 + 2X2/7 + 3) 2/7 + 2 2/7 + 3
(2,1 + 2/? = 0 (.-1 + 6 = 0 ,1 = 1
}-3?-, 26  = 1 [3,1 + 2 6  = 1 В = - Г

следующим ооразом
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Рассмотрим суммы 5, = V - — и 5, = У —---- . Распишем .S’, следующим
~^2п + 2 iztt 2п + 3

образом Y —---- = --  + —■ + —- + —+ :Y—+ -:'------. Продифференцируем по члеино и
F Tt,2n + 2 2 4 6 8 К) 2/7 + 2

получим .y + .v’ + Т + .т +д'8 + .дч + . Последнее выражение ест ь
I -  X

геометрическая прогрессия, где b, - x ,q  = x2. Тогда

5, = \ - l— dt = - =  _Jdt +J-^- = -/ + Injl- /|[ = ln|l- xj- x . Теперь рассмотрим
о ' - '  О  ̂  ̂ О (И ~?

/. 2 4 ^.8 1(1 ЛД ,.12

.S', = У - -----= —+ Т- + —+ —+:— + ... + Д------умножим почленно на х и получим
■‘ ^ 2 /7  + 3 3 5 7 9 11 2/7 + 3 J

— + — + — + — + — + ... + +-----  продифференцируем почленно и получим
3 5 7 9 II 2// + 3

У + .г4 + д" + л-8 + хю +... = . Это есть геометрическая прогрессия.

Следовательно 
1 г IS f— с// = -  — Г-—- Г-+//= —-I \ d t - I ] = - | — 1п
У П - 7 ‘ х {  1 - Г  х [ {  J I - г )  х { 2

Следовательно, сумма данного ряда 5 = 5, + 5, 
1 -х

П dt 1 ( 1 1-7 
1 + 7 2х 1+:

Ответ: 5 = 1п]1 - . y1-.y + — In 1+д-

Задача №11. Найти сумму ряда £(«■ +9я + 5)г"" .
и-О

Реш ение: В начале необходимо найти область сходимости по признаку 
Даламбера. Область сходимости данного ряда (-1; 1). Разложим этот ряд 
следующим образом

.S', = ]Г(«2 +9//+ 5)i-"" = £ « V 41 + 9 2 > " '| + 5 2 У ’-1 = 5, +95, +55,. Рассмотрим
;, = () /7-0 /7-0 Д-0

вначале S, и распишем ее 5, = £ * " ’' = дг + У +У +.т4 +... Это есть
//—О «-0

геометрическая прогрессия с 6, =+,// = х, значить 5 , = у ^ —. Теперь рассмотрим

5, = 2> '" ' - r + l r 1 +З.Р + 4+' + ... = ,t:(i + 2л + З.г+ 4.г' +...). Проинтегрируем почленно

выражение в способах (х + х 2 + х ' ++4 +...)-это есть геометрическая прогрессия с 

h,=x.a = x тогда 5, = д- f—-1 = -т; = 7—- гг. Рассмотрим
1 ‘ (М -  о-.гу

5, ^ ^ V .y"" = л'; + 4,г! + 9,г4 +16.С + 25л-* +... = .v:(i + 4.v + 9лг: 4 (бх! + 25х4 + ...). Проинтегриуем

почленно выражение в скобках
л- + 2л-’ + 3.y’ +4.vJ + 5 .y5 +... = x(l + 2x + 3.v: + 4 .y*' + 5.y4 + ...). Снова проинтегрируем
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почленно выражение в скооках и получили .v + . r +л-'-кт + С +... геометрическая 
прогрессия = л%с{ ~ .v. Следовательно,

.S, = дф J  —
V 1 -  А-

1 -  -V 4- -V . :0- д2(1 - . 1-л- + 2л-
0 - т Г

Найдем теперь сумму ряда S д‘ ( 9.v" 5.V _ л ‘+9.т:(| ~л) + 5д-(1-лф
(Г-T + F f +O F = (fFy

Задача №12. Вычислить с помощью рядов интеграл j"eos(]0.Y:}*. 

Реш ение: Применим формулу разложения функции в ряд
2 4 6

, -V -V -V 
COS .V =  [ —  + ----------- ---  +  . . .

2! 4! 6!

"гТццл |00л' ’ , 10V  10''.v'- ; \ , T_flO-v’ ЮО.г ; IООООлг4 ю1’ л |! Т  
У  2! + 4! 6! + " 7 ’F  3 10 4 24^8 2 4 Т б 4 2  + " ' | 0

-1------- — + .._ ! _  ; 0,023
30 100 24.8.1 (У

юо
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