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ВВЕДЕНИЕ

Физика – это наука, изучающая общие свойства движения вещества и поля.
(А.И. Иоффе)

Предметом физики является изучение простейших и в то же вре-
мя наиболее общих форм движения материи: механической, тепло-
вой, электрической, магнитной и т. д. Они являются составляющими
более сложных форм движения (химических, биологических и др.),
поэтому физика является основой для других естественных наук –
астрономии, биологии, химии, геологии и др.

Физика – база для создания новых отраслей техники – фунда-
ментальная основа для подготовки инженера.

В своей основе физика – экспериментальная наука. В результа-
те обобщения экспериментальных фактов устанавливаются физиче-
ские законы – устойчивые повторяющиеся объективные закономер-
ности (качественные или количественные), существующие в природе.

Для установления количественных соотношений между физиче-
скими величинами их необходимо измерять, т. е. сравнивать с соответ-
ствующими эталонами. Для этого вводится система единиц измерения.
В Международной Системе единиц (СИ) основными являются:

метр ( м ) – длина пути, проходимого светом в вакууме за время
c2997924581 ;

килограмм ( кг )  – масса, равная массе международного прото-
типа килограмма (платинородиевого цилиндра, хранящегося в Между-
народном бюро мер и весов в Севре, близ Парижа;

секунда ( c )  – время, равное 7706311929 периодам излучения,
соответствующего переходу между двумя сверхтонкими уровнями
основного состояния атома цезия – 133;

ампер ( A ) – сила неизменяющегося тока, который при прохож-
дении по двум параллельным прямолинейным проводникам бесконеч-
ной длины и ничтожно малого поперечного сечения, расположенных в
вакууме на расстоянии м1  друг от друга, вызывает силу взаимодейст-
вия, равную H7102 -×  на каждый метр длины проводника;

Кельвин ( K )  –
16273

1
,

 часть термодинамической температуры

тройной точки воды;
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моль ( моль ) – количество вещества, содержащее столько же
структурных элементов, сколько атомов содержится в г12  изотопа
углерода С12 ;

кандела ( кд ) – сила света источника, испускающего в заданном
направлении монохроматическое излучение частотой Гц1210540 ×  с

энергетической силой
ср
Вт

683
1 .

Дополнительными единицами СИ являются:
радиан ( рад ) – угол между двумя радиусами окружности, длина

дуги между которыми равна радиусу;
стерадиан ( ср ) – телесный угол с вершиной в центре сферы, вы-

резающей на ее поверхности площадь, равную площади квадрата со
стороной, равной радиусу сферы.

Производные единицы устанавливаются на основе физиче-
ских законов, связывающих их с основными единицами. Например,

производная единица скорости (
с
м ) получается из формулы скорости

равномерного движения
t
S

=u .
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Часть 1. МЕХАНИКА

Механика – раздел физики, в котором изучаются закономерности
механического движения и причины, вызвавшие или изменившие его.

Механическое движение – простейшая и в то же время наиболее
часто встречающаяся и привычная для нас форма движения в природе.
Оно состоит в изменении с течением времени взаимного расположения
тел или их частей.

Обычно под механикой понимают классическую механику, в
которой рассматривается движение макроскопических тел, совер-
шающееся со скоростями,  во много раз меньшими скорости света (с)
вакууме. Законы движения макроскопических тел со скоростями,
сравнимыми со скоростью c , изучаются релятивистской механикой.
Для описания движения микроскопических тел (отдельных атомов и
элементарных частиц) применяются законы квантовой механики.

Механика состоит из трех разделов: статики, кинематики и ди-
намики. Мы ограничимся изучением только: кинематики и динамики.

Для описания движения реальных тел в механике пользуются
различными упрощенными моделями (абстракциями), выбор которых
зависит от условий конкретной задачи.

Материальная точка – тело, размерами и формой которого
можно пренебречь в данной задаче.

Абсолютно твердое тело – тело, деформацией которого можно
пренебречь и считать что расстояние между любыми двумя его точка-
ми остается неизменным.

Абсолютно упругое тело – тело, деформация которого подчиня-
ется закону Гука, а после прекращения действия внешних сил оно
принимает свои первоначальные форму и объем.

Абсолютно неупругое тело – тело, полностью сохраняющее де-
формированное состояние после прекращения действия внешних сил.
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Глава 1
КИНЕМАТИКА

Кинематика – это раздел механики,
рассматривающий закономерности движе-
ния вне зависимости от причин, вызываю-
щих это движение или изменяющих его.

Всякое движение твердого тела можно
представить как комбинацию поступатель-
ного и вращательного движений.

Поступательным называется движе-
ние,  при котором любая прямая,  жестко свя-
занная с движущимся телом, остается парал-
лельной своему первоначальному положению Рис. 1.1

Рис. 1.2

(рис. 1.1). Движение, при котором все точ-
ки тела движутся по окружностям,  центры
которых лежат на одной и той же прямой,
называемой осью вращения, называется
вращательным (рис. 1.2).

Все тела существуют и движутся в
пространстве и во времени. Поэтому для
описания движения следует знать, в каких

положениях пространства тело находилось, находится или будет находиться
в какие-то определенные моменты времени. Не имеет смысла говорить о по-
ложении тела и его механическом движении в пространстве «вообще», т. е.
безотносительно к другим телам. Произвольно выбранное тело, относительно
которого определяется положение других (движущихся или покоящихся) тел,
называется телом отсчета. Совокупность тела отсчета, связанной с ним сис-
темы координат и синхронизированных между собой часов, представляет
собой систему отсчета.

1. Кинематическое описание движения материальной точки

Рис. 1.3

В декартовой системе коорди-
нат, используемой наиболее часто,
положение материальной точки A  в
определенный момент времени, зада-
ется тремя координатами zyx ,,  или

радиус-вектором rr , проведенным из
начала координат О  в данную точку
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А  (рис. 1.3). При движении точки ее координаты с течением времени
изменяются. В общем случае  движение определяется системой ска-
лярных уравнений

)(),(),( tzztyytxx === ,       (1.1)
эквивалентной одному векторному уравнению

)(trr
®®

= .   (1.2)
Уравнения (1.1) и (1.2) называются кинематическими уравне-

ниями движения материальной точки.

1.2. Траектория, длина пути, вектор перемещения

Рис. 1.4

Исключив время из кинема-
тических уравнений (1.1) и (1.2)
получим уравнение траектории
движения линии, описываемой
движущейся материальной точкой
(телом) относительно выбранной
системы отсчета (рис. 1.4). Траек-
тории движения одного и того же

тела в разных системах отсчета могут быть различными. Поэтому раз-
личают прямолинейное движение (траектория – прямая линия на рис.
1.5) и криволинейное (движение по окружности, по параболе, любой
произвольной кривой).

Рассмотрим движение мате-
риальной точки вдоль криволи-
нейной траектории AB  (рис. 1.6).
Длина криволинейного участка
AB  называется длиной пути

SD , пройденного точкой за дан-
ный промежуток времени. Это
скалярная величина, являющаяся
функцией времени

Рис. 1.5

)(tSS D=D .

Вектор )()()( 00 trtrrrr
®®®®®

-=-=D , проведенный из начального

положения A  движущейся точки в положение ее B  в данный момент
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времени, называется вектором перемещения. Это приращение ради-
ус-вектора точки за рассматриваемый промежуток времени tD .

При прямолинейном
движении в одном направле-
нии вектор перемещения сов-
падает с соответствующим
участком траектории и модуль

перемещения
®

D r  равен

пройденному пути SD :
Рис. 1.6

Sr D=D
®

.  (1.3)

Единица вектора перемещения – м .

1. 3. Скорость
Кинематическими характеристиками движения являются ско-

рость и ускорение. Скорость – это векторная величина, которая опре-
деляет как быстроту движения, так и его направление в данный мо-
мент времени.

Вектором средней скорости ><
®

u  называется отношение прира-

щения  радиуса-вектора точки
®

D r  (рис. 1. 6) к промежутку времени tD ,
за который произошло это приращение:

.
t
r

D
D

>=<
®

®

u (1.4)

Единица скорости –
с
м

.

Направление вектора ><
®

u  совпадает с направлением вектора

перемещения
®

D r  (вдоль хорды AB , стягивающей соответствующий
участок траектории на рис. 1.6). При неограниченном уменьшении tD
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средняя скорость стремится к предельному значению, которое называ-

ется мгновенной скоростью
®

u  (или просто скоростью)

dt
rd

t
r

t

®®

®D

®

=
D
D

=
0

limu . (1.5)

Рис. 1.7

Это векторная величина,
равная первой производной по

времени от радиус-вектора
®

r
движущейся точки. Так как
хорда, вдоль которой направлен

вектор
®

D r , в пределе совпада-
ет с касательной (рис.  1.7),  то

вектор скорости
®

u  направлен
по касательной к траектории
точки в сторону ее движения.

При 0®Dt  выполняется условие (1.3), поэтому модуль мгно-
венной скорости

dt
dS

t
S

t
r

t
rim

tott
=

D
D

=
D

D
=

D
D

=
®D®D

®

®D 00
limlim

r

lu (1.6)

равен первой производной по времени от пути. Следовательно, беско-
нечно малый путь, проходимый материальной точкой за бесконечно

малый промежуток времени dt ,
dtdS ×=u , (1.7)

а длина пути S , пройденного точкой за промежуток времени от 1t  до 2t ,

òò ×==
2

10

t

t

S

dtdSS u .      (1.8)

При равномерном движении ( const=u )

tS ×= u .                        (1.9)
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1.4. Ускорение и его составляющие
Ускорение является характеристикой неравномерного движения.

Оно характеризует быстроту  изменения  скорости материальной точки
по модулю и направлению.

Среднее ускорение ><
®

a  – векторная величина, равная отно-

шению изменения вектора скорости
®

Du  к интервалу времени tD , за
которое это изменение произошло:

t
a

D
D

>=<

®
® u . (1.10)

Единица ускорения  – 2с
м

.

Мгновенным ускорением (или просто ускорением) называется

предел, к которому стремится отношение
tD

D
®

u
 при 0®Dt :

.lim 2

2

0 dt
rd

dt
d

t
a

t

®®®

®D

®

==
D
D

=
uu (1.11)

Оно равно первой производной по времени от скорости или вто-
рой производной по времени от радиус-вектора. С учетом (1. 6) модуль
ускорения равен

2

2

dt
Sda = .  (1.12)

Движение с постоянным ускорением ( consta = ) называется

равнопеременным (равноускоренным, если 0>a , и равнозамедлен-
ным, если 0<a ).

Обозначим скорость в начальный момент времени ( ot = ) через

0u . Тогда из зависимости (1.11) òò ×=
t

tdad
00

u

u

u  можно определить

закон скорости при равнопеременном движении
ta±= 0uu .                                  (1.13)

Подставив (1.13) в (1.8), получим закон пути
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2
)(

2

0
0

0
0

tattdtatdS
tt

±=±=×= òò uuu .  (1.14)

Направление вектора ускорения
®

a  совпадает с направлением

вектора изменения скорости
®

Du  (1.11). Поэтому при прямолинейном

ускоренном движении (рисунок 1.8 а) направление вектора
®

a  совпа-
дает с направлением

Рис. 1. 8 а Рис. 1. 8 б

вектора
®

u , а при замедленном движении (рис.1.8б) – противоположно ему.
При криволинейном движении

вектор
®

a , так же как и вектор
®

Du , на-
правлен в сторону вогнутости траекто-
рии (рис. 1.9). Поскольку направления

векторов ускорения
®

a  и скорости
®

u  не
совпадают, удобно разложить вектор

ускорения
®

a  на два компонента:

тангенциальную (
®

ta ) в направлении Рис. 1. 9.

Рис. 1. 10.

вектора скорости
®

u  и нормальную

(
®

na ), перпендикулярно ему (рис.1.10),
так, чтобы

.
®®®

+= taaa n          (1.15)
Оба эти компонента играют разную

роль в изменении скорости движения.
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Тангенциальная составляющая ускорения
®

ta  направлена в сто-

рону вектора скорости
®

u  или противоположно ему, следовательно,
она как при прямолинейном движении характеризует изменение толь-
ко величины скорости. Поэтому

.
dt
da u

t = (1.16)

Нормальная составляющая характеризует изменение направления
вектора скорости.

Найдем величину нормального ускорения в наиболее простом
случае равномерного движения точки по окружности радиуса R .

Пусть за некоторое время tD  точка переместилась из положения А  в
положение В  (рис. 1.11).

Векторы скоростей точки в

этих положениях 1

®

u  и 2

®

u  равны
по величине uuu == 21  и на-
правлены по касательным к окруж-

ности. Перенесем вектор 1

®

u  в
точку В  и по правилам векторного
сложения получим вектор измене-

ния скорости
®

Du  за время tD .

Рассмотрим треугольники BCD  и OAB .  Они подобны,  как равно-
бедренные с одинаковыми углами при вершинах. Поэтому

OA
AB

BC
CD

=  или

AB
R
uu =D .  (1.17)

При уменьшении tD  величина
®

Du  стремится к нулю, следова-

тельно, направление вектора
®

Du  приближается к направлению нор-

Рис. 1. 11
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мали к вектору 2

®

u , а значит и траектории. В пределе вектор
®

Du  на-
правлен вдоль радиуса как и вектор нормального ускорения. Следова-
тельно,

.lim
0 nt

a
t

v=
D
D

®

®D

u   (1.18)

С другой стороны, при 0®Dt  длина хорды AB  приближается

к длине дуги SD , которая представляет собой путь, пройденный точ-
кой за время tD .  Поэтому при малых tD  выражение (1.17) приобре-

тает вид S
R
D=D

uu . Разделив обе части полученного выражения на

tD  и переходя к пределу получим

.
2

R
an

u
= (1.19)

Это ускорение направлено к центру и его называют центростре-
мительным.

Модуль полного ускорения точки в соответствии с (1. 15) равен

.
Rdt

da
222

÷
ø

ö
ç
è

æ
+÷

ø
ö

ç
è
æ=

uu (1.20)

Значения составляющих ускорения при различных видах посту-
пательного движения точки приведены в табл. 1.1.

Таблица 1.1

Движение
Тангенциальное ускоре-

ние ta
Нормальное ускоре-

ние na
Равномерное прямолинейное 0 0
Равнопеременное прямолинейное constaa ==t

0
Равномерное по окружности 0 constaa n ==
Равнопеременное криволинейное const 0¹

1. 5. Поступательное движение твердого тела
При поступательном движении твердого тела любая прямая, про-

веденная через две произвольные его точки, перемещается в простран-
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стве, оставаясь параллельной самой себе. Поэтому точки, расположен-
ные вдоль этой прямой,  и, следовательно, все остальные точки тела
имеют одинаковые (совпадающие при наложении) траектории, одина-
ковые по численному значению и направлению скорости и ускорения.
А это значит, что для характеристики поступательного движения твер-
дого тела в целом достаточно знать движение какой-либо одной его
точки. Поэтому рассмотренные выше кинематические характеристики
материальной точки целиком и полностью применимы к поступатель-
ному движению твердого тела.

1.6.  Кинематика вращательного движения
Рассмотрим твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси

Z. Все его точки описывают окружности разных радиусов, центры ко-
торых лежат на оси вращения, а плоскости перпендикулярны ей. При
описании такого движения удобно пользоваться полярными коорди-
натами R  и j , где R  – радиус (расстояние от оси вращения до ма-
териальной точки), а j  – полярный угол (угол поворота) (рис. 1.12).

Угол поворота jD  радиуса вращения за время tD  определяет
угловой путь, пройденный точкой за это время. При вращении абсо-
лютно  твердого тела углы поворота всех его точек одинаковы. Угол

Рис. 1.12

jD  аналогичен линейному пути

SD  при поступательном движении.
При малых углах поворота

.jD×=D RS        (1.21)

Элементарный угол поворота
®

jd
рассматривают как аксиальный век-
тор: он лежит на оси вращения (рис.
1.12), не имеет определенной точки
приложения, его направление сов-
падает с направлением поступатель-
ного движения острия винта, голов-
ка которого вращается в направле-
нии вращения тела, модуль вектора

®

jd  равен углу поворота.
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Единица угла поворота – рад .
Кинематической характеристикой направления и быстроты вра-

щения тела служит угловая скорость. Это векторная величина, равная
первой производной по времени от угла поворота тела

td
d

tt

®®

®D

®

=
D
D

=
jjw

0
lim .      (1.22)

Вектор
®

w  лежит на оси вращения, его направление совпадает с

направлением вектора
®

jd  (рис. 1.12).

Единица угловой скорости –
с

рад
.

Вращение тела вокруг неподвижной оси называется равномер-
ным, если модуль его угловой скорости постоянен

( const
dt
d

==
j

w ). В этом случае угол поворота тела прямо пропор-

ционален времени вращения t :
.t×= wj (1.23)

Равномерное вращение можно охарактеризовать периодом вра-
щения T  – временем, за которое тело совершает один полный оборот,
т. е. поворачивается на угол p2 .  Так как промежутку Tt =D  соот-

ветствует pj 2=D , то

,22 n
T

×== ppw   (1.24)

где
T

n 1
=  – частота вращения (число полных оборотов, совершае-

мых телом при равномерном движении по окружности за единицу
времени).

Единица частоты вращения – герц (
с

Гц 11 = ) – частота, при

которой тело за c1  делает 1 оборот.
При неравномерном вращении тела вокруг неподвижной оси его

угловая скорость изменяется. Вектор, характеризующий быстроту из-
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менения угловой скорости тела, называется вектором углового уско-
рения. Он равен первой производной от вектора угловой скорости по
времени или же (с учетом (1.22)) второй производной от угла поворота
по времени

.lim 2

2

0 dt
d

dt
d

tt

®®®

®D

®

==
D
D

=
jwwe (1.25)

Вектор углового ускорения направлен вдоль оси вращения в сто-

рону вектора изменения угловой скорости
®

Dw . Поэтому его направле-

ние совпадает с направлением вектора угловой скорости
®

w  при уско-
ренном движении и противоположно ему при замедленном (рис. 1.13).

Рис. 1.13

При вращении абсолютно твердого тела все его точки имеют
одинаковые угловые скорости и угловые ускорения.

Единица углового ускорения – 2с
рад

.

В случае равнопеременного вращения тела ( сonst=e ) из (1.25)

òò =
t

dtd
00

ew
w

w

 получаем закон скорости

.0 teww ±= (1.26)
Подставив (1.26) в (1.22), получим закон пути

.
2

)(
2

00
0

ttdttdt
t ewewwj ±=±== òò  (1.27)
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1.7. Связь между линейными и угловыми характеристиками
движения

 При вращении тела каждая его точка имеет и  линейные и угло-
вые кинематические характеристики. Установим связь между ними.

Положение точки A  вращающегося тела зададим радиус-вектором
®

r

(рис. 1.14). Векторы угловой скорости
®

w  и углового ускорения
®

e

лежат на оси вращения, вектор линейной скорости
®

u  направлен по
касательной к траектории движения точки (окружности радиусом R )
в сторону вращения. Если за время tD  точка A  описала дугу SD , то
модуль ее линейной скорости (с учетом выражения (1. 21)) равен

.limlimlim
000

wjju ×=
D
D×=

D
D×=

D
D=

®D®D®D
R

t
R

t
R

t
S

ttt
    (1.28)

Следовательно, чем дальше отстает точка от оси вращения, тем с
большей линейной скоростью u  она движется.

В векторном виде формулу
(1.28) можно записать

úû
ù

êë
é=

®®®

rwu (1.29)

Действительно, модуль вектор-
ного произведения, по определению,
равен ,sin Rr wawu ==  что
совпадает с (1.28). Направление век-

тора линейной скорости
®

u , опреде-
ленное по правилу векторного про-
изведения  векторов,  совпадает с на-

                                                 правлением вектора
®

u , указанного
                                                 на рис. 1.14.
Тангенциальное ускорение ta  связано с угловым ускорением e :

ew
u

t ×=== RR
dt
d

dt
da )(     или

úû
ù

êë
é=

®®®

ra et
.        (1.30)

Рис. 1. 14
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Таблица 1.2
Поступательное

Движение
Вращательное

движение
Связь между

характеристика-
ми

Радиус-вектор ®

r
Угол пово-

рота
φ

Вектор пере-
мещения

®

rd
Вектор угло-

вого пере-
мещения

®

jd

Длина пути dS Длина пути dS jdRdS ×=
Скорость

dt
rd
®

®

=u
Угловая
скорость

td
d

®
®

=
jw

wu ×= R

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
=

®®®

rwu

Ускорение

2

2

dt
rd

dt
da

®®
®

==
u

®®®

+= taaa n

Угловое
ускорение

2

2

dt
d

dt
d

®®
®

==
jwe

Тангенциаль-
ное ускорение

dt
da u

t =
et ×= Ra

úû
ù

êë
é=

®®®

ra et

Нормальное
Ускорение

R
an

2u
=

Ran ×= 2w
®®

×-= Ran
2w

®

r  – радиус-вектор движущейся точки, R  – радиус окружности,
описываемой движущейся точкой.

Нормальное ускорение R
R

an ×== 2
2

wu

или
®®

×-= Ra n
2w ,                         (1.31)

где
®

R  – вектор, направленный из центра  О1  окружности, по которой вра-

щается точка, к положению точки. Векторы
®

na  и
®

R  направлены в проти-
воположные стороны, поэтому в выражении (1.31) стоит знак «минус».

В табл. 1.2. приведены кинематические характеристики тела при
поступательном и вращательном движениях.
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Глава II
ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ И

ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Динамика – раздел механики, изучающий законы движения тел
и причины, вызывающие или изменяющие эти движения.

2.1. Первый закон Ньютона –  закон инерции
Материальная точка сохраняет состояние покоя или равно-

мерного прямолинейного движения до тех пор, пока воздействие со
стороны других тел не заставит ее изменить это состояние.

Способность тел сохранять состояние покоя или равномерного
прямолинейного движения называется инертностью. Поэтому первый
закон называют также законом инерции, а движение тела, свободное
от внешних воздействий, – движением по инерции.

Механическое движение относительно, и его характер зависит от
выбора системы отсчета. Опыт показывает, что первый закон Ньютона
выполняется не во всякой системе. Те системы, по отношению к кото-
рым он справедлив, называют инерциальными системами отсчета.
Следовательно, в первом законе Ньютона содержатся два утвержде-
ния: во-первых, всем телам присуще свойство инертности,  во-вторых,
можно указать системы отсчета, являющиеся инерциальными.

2.2. Сила. Масса
Сила – векторная величина, являющаяся мерой механического

действия на тело со стороны других тел или полей, в результате кото-
рого тело приобретает ускорение или изменяет форму и размеры.

Взаимодействие может осуществляться как между непосредст-
венно контактирующими телами (например, при ударе, трении, давле-
нии тел друг на друга и т. д.), так и между удаленными телами (напри-
мер, притяжение планет к Солнцу, взаимодействие заряженных частиц
и т. д.). Во втором случае взаимодействие осуществляется посредством
связанных с телами гравитационных и магнитных полей.

В каждый момент времени сила характеризуется численным значе-
нием (модулем), направлением в пространстве и точкой приложения.

Механическое действие на тело n  сил nFFF
®®®

,..., 21
, которые од-

новременно приложены к одной и той же его точке, полностью эквива-

лентно действию одной силы F
v

, равной их геометрической сумме
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å
=

®®

=
n

i
iFF

1

 (2.1)

и приложенной к той же точке тела.
Прямая, вдоль которой направлена сила, называется линией дей-

ствия силы. Центральными называются силы, которые всюду на-
правлены вдоль прямых, проходящих через одну и ту же неподвижную
точку – центр сил, и зависят только от расстояния до центра сил.

Поле, действующее на материальную точку силой
®

F , называется
стационарным полем, если оно не изменяется с течением времени.

Из опыта известно, что при одинаковых воздействиях различные
тела неодинаково изменяют скорость своего движения, т.е. приобре-
тают различные ускорения. Значит, ускорение зависит не только от
величины воздействия, но и от свойств самого тела (от его массы).
Чем больше масса тела, тем труднее заставить его изменить состояние
своего движения. Следовательно, масса тела – физическая величина,
являющаяся мерой его инертности при поступательном движе-
нии. Масса является одной из основных характеристик материи. Кро-
ме инерционных свойств она определяет также гравитационные свой-
ства тела. В настоящее время доказано, что инертная и гравитационная
массы равны друг другу.

Масса тела – положительная скалярная величина. В классической
механике принимается, что она не зависит ни от состояния движения
тела, ни от его положения в пространстве, ни от того, действуют на
него другие тела или нет. При движении тела со скоростью, соизмери-
мой со скоростью света, масса тела не остается постоянной, а зависит
от скорости этого движения

,
c

mm

2

2

0

1 u-
=  (2.2)

где m  – масса тела, движущегося со скоростью u ; 0m  – его масса в

состоянии покоя;
с
мc 8103 ×=  – скорость света в вакууме.

Опыт показывает,  что масса –  величина аддитивная,  т.  е.  масса
тела равна сумме масс всех его частей.

Единица массы – килограмм ( кг ).
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2.3. Второй закон Ньютона – основной закон динамики мате-
риальной точки

Второй закон Ньютона установлен опытным путем. Он отвечает
на вопрос, как изменяется механическое движение точки под действи-
ем приложенных к ней сил и связывает ее кинематические и динами-
ческие характеристики: ускорение материальной точки пропорцио-
нально действующей на нее силе, совпадает с ней по направлению и
обратно пропорционально массе точки

m
Fa
®

®

= .    (2.3)

В классической механике масса m  материальной точки  посто-
янна, поэтому уравнение (2. 3) можно переписать в форме

dt
pdm

dt
d

dt
dmamF

®
®

®
®®

=×==×= )( u
u

,  (2.4)

где
®®

×= ump                                         (2.5)

Вектор
®

p , равный произведению массы материальной точки на
вектор скорости ее движения, называется импульсом или количест-
вом движения этой материальной точки. Это одна из важнейших
динамических характеристик точки.

Второй закон Ньютона, записанный в форме (2.4), утверждает:
скорость изменения импульса материальной точки равна дейст-
вующей на нее силе.

Это более общая формулировка закона. Сам Ньютон сформули-
ровал его именно в таком виде.

Основной закон динамики (2. 4) можно представить в форме

.tdFpd
®®

=  (2.6)

Векторная величина dtF
®

 называется элементарным импуль-

сом силы
®

F  за малое время dt  ее действия. Эта характеристика од-
новременно учитывает величину, направление и время действия силы.

Уравнение (2.6) является еще одним выражением основного за-
кона динамики: изменение импульса материальной точки за малый
промежуток времени равно элементарному импульсу результи-
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рующей всех сил, действующих на эту точку за тот же промежу-
ток времени.

Единицу силы  – H  (ньютон) можно получить из второго зако-

на Ньютона – это сила, которая массе в кг1  сообщает ускорение 21
с
м

в направлении действия силы ( 211
с

мкгH ×
= ).

На основании обобщения опытных фактов был сформулирован
важный принцип ньютоновской механики, названный принципом не-
зависимости действия сил: если на материальную точку одновре-
менно действует несколько сил, то каждая из них сообщает ей
такое же ускорение, как если бы других сил не было.

Таким образом, ускорение
®

a , приобретаемое материальной точ-
кой массой m  под действием одновременно приложенных к ней сил

nFFF
®®®

,..., 21 , равно

m
FF

mm
Faa

n

i
i

n

i

i
n

i
i

®

=

®

=

®

=

®®

==== ååå
111

1 ,                    (2.7)

где å
=

®®

=
n

i
iFF

1

 – результирующая сила. Эта сила, так же как и уско-

рение
®

a , может быть разложена на две составляющие – касательную к

траектории
®

tF  и нормальную
®

nF :
®®®

+= nFFF t .  (2.8)
Из (2.7) следует, что касательное и нормальное ускорение точки

соответственно равны

m
Fa
®

®

= t
t     и

m
Fa n

n

®
®

= . (2.9)

Учитывая, что
R

an

2u
= ,

dt
da u

t = , где R  – радиус кривизны

траектории материальной точки, u  – ее скорость, модули нормальной
и касательной сил соответственно равны
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R
mamF nn

2u
==    и

dt
dmF u

t = .            (2.10)

Рассмотрим некоторые частные случаи:

1) 0=
®

tF  – точка движется равномерно ( 0=
dt
du

);

2) вектор
®

tF  совпадает по направлению с вектором
®

u  – точка

движется ускоренно ( 0>
dt
du );

3) вектор
®

tF  противоположен по направлению вектору
®

u  – точ-

ка движется замедленно ( 0<
dt
du );

4) 0=
®

tF ,  а constFn =  – точка движется равномерно

( сonst=u ) по траектории с постоянным радиусом кривизны
( constR = ).

2.4. Третий закон Ньютона
Всякое действие материальных точек друг на друга имеет харак-

тер взаимодействия: две материальные точки действуют друг на
друга силами, равными по модулю и направленными в противопо-
ложные стороны вдоль прямой, соединяющей эти точки

®®

-= 2112 FF ,  (2.11)

где
®

12F  – сила, действующая на первую материальную точку со сто-

роны второй,
®

21F  – сила, действующая на вторую материальную точку
со стороны первой.

Эти силы не уравновешивают друг друга, т. к. приложены к раз-
ным материальным точкам. Они всегда действуют парами и являются
силами одной природы.
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2.5. Основной закон динамики поступательного движения
твердого тела

Совместное применение второго и третьего законов Ньютона по-
зволяет перейти от динамики отдельной точки к динамике системы
материальных точек.

Введем некоторые понятия. Совокупность материальных точек
(тел), рассматриваемых как единое целое, называется механической
системой. Силы взаимодействия между материальными точками ме-
ханической системы называются внутренними. Силы, с которыми на
материальные точки системы действуют внешние тела, называются
внешними. Механическая система, на которую не действуют внешние
силы, называется замкнутой (изолированной).

Рассмотрим систему, состоящую из n  материальных точек  мас-

сами nmmm ,,, 21 K , имеющих скорости
®®®

nuuu ,...., 21 . Закон движе-

ния i -й материальной точки системы имеет вид

,)(
®®

=× iii Fm
dt
d

u (2.12)

где
®

iF  – сумма всех сил, действующих на i -ю точку.

Обозначим внутренние силы, действующие на точку массой im

со стороны других точек, через inii FFF
®®®

,...., 21 , равнодействующую

внешних сил – через
внешн

iF
®

. Напишем уравнения (2. 12) для каждой
точки системы:

,)...()( 11131211

внешн

n FFFFm
dt
d ®®®®®

++++=×u

,)...()( 22232122

внешн

n FFFFm
dt
d ®®®®®

++++=×u   (2.13)

……………………………………     ,

.)...()( 1,21

внешн

nnnnnnn FFFFm
dt
d ®

-

®®®®

++++=×u

Суммируя левые и правые части этих уравнений, получим
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.)(,)(
11 11

kiFFm
dt
d n

i

внешн

i

n

i

n

k
ik

n

i
ii ¹+=× åååå

=

®

= =

®

=

®

u     (2.14)

Левую часть этого равенства можно преобразовать по правилу
дифференцирования суммы

,)()(
1 1
å å
= =

®
®®

=×=×
n

i

n

i
iiii dt

pdm
dt
dm

dt
d

uu  (2.15)

где вектор å å
= =

®®®

×==
n

i

n

i
iii mpp

1 1
u                                         (2.16)

называется импульсом (количеством движения)  механической
системы.

По третьему закону Ньютона, силы взаимодействия i -й и k -й
точек равны по модулю и противоположны по направлению

(
®®

-= kiik FF ). Следовательно, 0=+
®®

kiik FF  и сумма всех внутренних

сил в системе åå
= =

®

=
n

i

n

k
ikF

1 1
0 .

Геометрическая сумма всех внешних сил, действующих на систему

å
®®

=
внешнвнешн

i FF ,  (2.17)

называется главным вектором внешних сил.
Таким образом, из (2. 14) – (2. 17) следует

внешн

F
dt

pd ®
®

= .  (2.18)

Это уравнение называется основным законом динамики посту-
пательного движения механической системы: производная по вре-
мени от импульса механической системы равна главному вектору
действующих на нее внешних сил.

Рассмотрим простейшую механическую систему – твердое тело,
движущееся поступательно. Скорости всех материальных точек, на
которые можно мысленно разбить это тело, одинаковы и равны скоро-

сти
®

u  поступательного движения тела. Поэтому импульс тела равен
®®

×= ump , где m  – масса тела.
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Уравнение (2.18) в этом случае можно рассматривать как основ-
ной закон динамики поступательного движения твердого тела.

Другая форма записи этого закона

®®

=× внешнFm
dt
d )( u или

m
Fа

внешн
®

®

= .     (2.19)

2.6. Закон сохранения импульса
На замкнутую систему внешние силы не действуют

( 0=
® внешн

F ). Поэтому из основного закона динамики поступательно-
го движения механической системы (2. 18) вытекает, что

0=
®

pd или constmp
n

i
ii =×=å

=

®®

1
u .  (2. 20)

Это закон сохранения импульса: импульс замкнутой системы
материальных точек не изменяется с течением времени.

Соответственно не изменяются также и проекции импульса замк-
нутой системы на оси декартовых координат инерциальной системы
отсчета

,constpx = ,constp y = .constpz =

Обычно 0¹
® внешн

F  и constp ¹
®

.  Однако,  если проекция глав-
ного вектора внешних сил на какую-либо неподвижную ось равна ну-
лю, то проекция на ту же ось вектора импульса системы не изменяется

со временем. Так, constpx =  при условии, что 0=
внешн

xF . На-
пример, если на систему действуют внешние силы, направленные вер-
тикально, то горизонтальная составляющая импульса не изменяется. В
этом можно убедиться на следующем опыте.

Тяжелый маятник уста-
новлен на тележке, которая
имеет возможность свободно
перемещаться по горизонталь-
ным рельсам практически без
трения (рис. 2.1). Если, при-
держивая тележку, отклонить
шар от положения равновесия,
а затем одновременно отпус-Рис. 2.1
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тить маятник и тележку, то они оба придут в движение. Скорость те-
лежки всегда будет противоположна по направлению горизонтальной
составляющей скорости центра масс маятника. В те моменты времени,
когда шар маятника проходит через положения наибольших отклоне-
ний и имеет нулевую скорость, тележка также останавливается.

2.6.1. Применение закона сохранения импульса к расчету  аб-
солютно неупругого удара.

Рассмотрим применение закона сохранения импульса к расчету
абсолютно неупругого центрального удара двух тел.

Ударом называется явление изменения скоростей тел на конеч-
ные значения за очень короткий промежуток времени, происходящее
при их столкновении. В процессе удара возникают кратковременные
ударные силы взаимодействия между сталкивающимися телами, кото-
рые во много раз превосходят все действующие на них внешние силы.
Поэтому систему соударяющихся тел можно приближенно считать
замкнутой и применить к ней закон сохранения импульса.

Общая нормаль к поверхности соударяющихся тел в точке их со-
прикосновения называется линией удара. Если центры масс соуда-
ряющихся тел лежат на линии удара, то он называется центральным.
Если после центрального удара тела движутся как одно целое (с оди-
наковой скоростью), то удар является абсолютно неупругим.

Рассмотрим тела массами 1m  и 2m . Если до удара они имели

скорости
®

1u  и
®

2u , а после удара скорость
®

u  (рис. 2.2), то в соответст-
вии с законом сохранения импульса (2. 20)можно записать

ummmm )( 212211 +-=- uu ,  (2.21)
Отсюда следует, что

21

1122

mm
mmu

+
-

=
uu .                                    (2.22)

Рис. 2.2

При неупругом ударе
кинетическая энергия час-
тично преобразуется во
внутреннюю энергию, т. к.
в соударяющихся телах
происходят различные
процессы (их пластиче-
ские деформации, трение и
др.).
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Изменение кинетической энергии равно
( )

-
+

=D
2

2
21 ummЕk 22

2
22

2
11 uu mm
- .

Выразив 2u  из (2. 22) и подставив в последнюю разность, получим

0)(
)(2

2
21

21

21 <+
+

-=D uu
mm

mmEk .

Если второе тело до удара покоилось ( 02 =u ) (например, свая, за-
биваемая с помощью копра, или поковка, лежащая на наковальне), то от-
носительное уменьшение кинетической энергии системы будет равно

Рис. 2.3

В технике абсолютно неупру-
гий центральный удар используют
либо для изменения формы тел
(ковка, штамповка, клепка), либо
для перемещения тел в среде с
большим сопротивлением (забива-
ние гвоздей, свай и т. д.). В первом
случае целесообразно, чтобы
большая  часть   кинетической

энергии превратилась во внутреннюю, а, следовательно, относитель-
ное уменьшение кинетической энергии было близким к 1. Поэтому
необходимо, чтобы 12 mm >>  (масса отковываемого изделия и нако-
вальни  должны во много раз превосходить массу молота). Во втором
случае, наоборот, нужно, чтобы потери кинетической энергии при
ударе были возможно меньшими, т. е. чтобы 21 mm >>  (масса молот-
ка должна во много раз превосходить массу забиваемого гвоздя).

2.7. Центр масс механической системы и закон его движения
Центром масс (или центром инерции) системы материальных

точек называется воображаемая точка C , радиус-вектор которой равен

m

rm
r

n

i
ii

C

å
=

®

®
×

= 1
&

,  (2.23)

.2

21

2
2
111 mm

m
m

E
E
E k

k

k

+
=

D
-=

D
-

u
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где im  и
®

ir  – масса и радиус-вектор i –й материальной точки; m  –

суммарная масса системы     ( å
=

=
n

i
imm

1
); n  – общее число точек в

системе.
Скорость движения центра масс

.11
11
åå
=

®
®

=

®®
®

=×===
n

i
ii

n

i

i
i

C
C

m
рm

mdt
rdm

mdt
rd

uu    (2.24)

Следовательно, импульс системы .Cmр
®®

×= u              (2.25)
Подставив это выражение в основной закон динамики поступа-

тельного движения механической системы (2. 18), получим закон
движения центра масс

внешн

C Fm
dt
d ®®

=× )( u . (2.26)

Из сравнения этого закона с основным законом динамики мате-

риальной точки
®®

=× Fm
dt
d )( u  видно, что центр масс механической

системы движется как материальная точка, в которой сосредо-
точена масса всей системы и на которую действует сила, равная
главному вектору внешних сил, приложенных к системе.

Этот закон показывает, что для изменения скорости движения
центра масс необходимо, чтобы на систему действовала внешняя сила.
Внутренние силы взаимодействия частей системы могут вызвать из-
менение скоростей этих частей (например, при разрыве снаряда на
несколько осколков), но они не могут повлиять на суммарный импульс
системы и скорость движения ее центра масс.

Из закона (2. 26) следует, что скорость
®

Cu  движения центра масс
замкнутой механической системы не изменяется с течением времени,
он либо покоится, либо движется прямолинейно и равномерно.

Действительно, если 0=
® внешн

F ,  то и 0=

®

dt
d Cu , а, следова-

тельно, constC =
®

u .
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2.8. Движение тел переменной массы
В ньютоновской механике считается, что масса тела не зависит от

его скорости. Однако это вовсе не означает, что всегда при движении
тела его масса остается постоянной. Она может изменяться за счет из-
менения состава движущегося тела. Типичным примером движения
тела переменной массы может служить полет ракеты на активном уча-
стке ее траектории, т. е. при работе двигателя. Продукты сгорания то-
плива, запасенного в ракете, выбрасываются через сопло двигателя, и
масса ракеты постепенно уменьшается.

Основное уравнение динамики поступательного движения тела
переменной массы было получено И.В. Мещерским в 1897 г. Выведем
его на примере движения ракеты (рис. 2.4). Пусть в момент времени t

ракета имела массу m , скорость
®

u  и, следовательно, импульс

.
®®

×= ump  (2.27)

Рис.2.4

За малое время dt  масса раке-
ты уменьшилась на величину dm ,  а

скорость увеличилась на
®

ud . Отде-
лившаяся масса dm  приобрела ско-

рость 1

®

u . Импульс системы стал
равен

.)()( 1 dmddmm ×++×-
®®®

uuu   (2.28)

dmdmpd ×-+×=
®®®®

)( 1 uuu или

dmudmpd ×+×=
®®®

u ,    (2.29)

где
®®®

-= uu 1u  – скорость истечения продуктов сгорания из сопла
ракеты, измеренная относительно ракеты, называемая относи-
тельной скоростью.

 Подставив последнее выражение в основной закон динамики

поступательного движения (2.18)
внешн

F
dt

pd ®
®

= , получим уравнение
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dt
dmuF

dt
dm

внешн

×-=×
®®

®

u
,  (2.30)

называемое уравнением Мещерского.

     Векторная величина
dt
dmuF P ×-=

®®

 имеет размерность силы

и называется реактивной силой. Она характеризует механическое
действие на ракету вытекающей из него струи газа.

Таким образом, уравнение движения тела переменной массы
имеет вид:

P

внешн

FF
dt
dm

®®
®

+=×
u

.  (2.31)

К.Э. Циолковский в 1903 г. опубликовал формулу для расчета
максимальной скорости, которую может развить ракета, двигаясь под
действием одной только реактивной силы тяги жидкостного ракетного
двигателя, т. е. в отсутствии сил тяготения и сопротивления воздуха.
Полагая в уравнении Мещерского 0=внешнF

v
, получим следующее

уравнение движения ракеты:

dt
dmu

dt
dm ×-=×

®
®

u
.  (2.32)

В проекции на направление движения ракеты

dt
dmu

dt
dm ×-=×
u

, откуда

m
dmud ×-=u .  (2.33)

Если 0m  – стартовая масса ракеты, Тok mmm -=  –  конечная

масса ракеты после выгорания всего топлива ( Тm  – суммарная масса
топлива и окислителя в полностью снаряженной ракете на старте), то
формула Циолковского для определения максимальной скорости
ракеты может быть найдена из (2. 33) путем интегрирования

k

m

m m
mu

m
dmu

k
0

max ln
0

×=-= òu     или
Тmm

mu
-

×=
0

0
max lnu .      (2.34)
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maxu  называется характеристической скоростью ракеты.
По формуле Циолковского можно оценить практически дости-

жимую конечную скорость ракеты. Известно, что относительная ско-

рость
с

кмu 3» ,  а конструкция ракеты такова,  что  конечная масса

корпуса ракеты 01,0 mmk ×£ . Следовательно,

с
км710lg3,2310ln3max @××=×=u ,  (2.35)

что меньше первой космической скорости, необходимой для вывода

спутников Земли на орбиту (
с

км9,71 =u ). В действительности из-за

влияния тяготения Земли и аэродинамического сопротивления атмо-
сферы эта скорость значительно меньше. Поэтому Циолковский пред-
ложил использовать многоступенчатые ракеты, в которых каждая из
ступеней после полного расхода горючего отделяется от ракеты, общая
масса уменьшается, скорость увеличивается. Сейчас для запуска кос-
мических кораблей используются трехступенчатые ракеты.

2.9. Виды сил в механике
В современной физике различают четыре вида взаимодействий:
1) гравитационное (обусловленное всемирным тяготением);

2) электромагнитное (осуществляемое через электрические и магнит-
ные поля); 3)сильное или ядерное (обеспечивающее связь частиц в
атомном ядре); 4) слабое (ответственное за многие процессы распада
элементарных частиц).

В рамках классической механики имеют дело с гравитационными
и электромагнитными силами, а также с упругими силами и силами
трения. Два последних вида сил определяются характером взаимодей-
ствия между молекулами вещества, а они имеют электромагнитное
происхождение.

Гравитационные и электромагнитные силы являются фундамен-
тальными – их нельзя свести к другим, более простым, силам.

2.9.1. Сила тяготения
Фундаментальным законом механики является закон всемирного

тяготения (гравитации), установленный Ньютоном, согласно которому
любые две материальные точки взаимодействуют с силой, про-
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порциональной произведению их масс ( 1m  и 2m ) и обратно про-
порциональной квадрату расстояния r  между ними

2
21

r
mmF g= .           (2.36)

Коэффициент пропорциональности g  называется гравитацион-
ной постоянной. Опытным путем установлено его численное значение

=g
2

2
1110676

кг
мН, ×

× - .

Это очень малая величина, поэтому сила гравитационного взаи-
модействия может быть значительной только в случае больших масс.

Если тела нельзя принять за материальные точки, то их следует
рассматривать как совокупность материальных точек и, геометрически
суммируя силы взаимодействия отдельных точек, найти результирую-
щую силу тяготения между ними.

Силы тяготения всегда являются силами притяжения и направлены
вдоль прямой, проходящей через центры масс взаимодействующих тел.

Применим закон всемирного тяготения для вычисления первой
космической скорости, при которой тело становится спутником Земли.
На спутник массой m , движущийся вокруг Земли по круговой орбите

со скоростью u , действует сила притяжения 2
3 )( hR

MmF
+

= g , кото-

рая сообщает ему центростремительное ускорение
hR

an +
=

3

2u
,  где М

и 3R  – масса и радиус Земли; h  – высота полета спутника над поверхно-
стью Земли. Согласно второму закону Ньютона можно записать

2
33

2

)( hR
Mm

hR
m

+
=

+
g

u
,

откуда
hR

M
+

=
3

g
u .

Если 3Rh << ,  т.  е.  спутник движется вокруг Земли вблизи ее
поверхности, то его скорость u  будет равна первой космической ско-
рости
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3
1 R

Mg
u = .  (2.37)

Подставив численные значения величин, входящих в эту формулу

2

2
116

3
24 1067,6,104,6,100,6

скг
ммRкгМ
×

×=×»×» -g ,

получим
с

км
с
м 9,7109,7 3

1 =×=u .

2.9.1.1. Сила тяжести и вес. Перегрузка и невесомость
На любое тело, расположенное вблизи поверхности Земли, дей-

ствует сила тяготения,  под действием которой оно падает на Землю.
Ускорение, возникающее при свободном падении тела (под действием
одной только силы тяготения), называется ускорением свободного
падения и обозначается буквой g . Это означает, что в системе отсче-
та, связанной с Землей, на тело массой m  действует сила

®®

= gmР ,
называемая силой тяжести.

Если пренебречь суточным вращением Земли вокруг своей оси,
то сила тяжести равна силе гравитационного тяготения

2
3R
Mmmg g= ,

где М и 3R  – масса и радиус Земли (вблизи поверхности Земли рас-
стояние между телом и центром Земли приблизительно равно ее ра-
диусу).

Из последнего равенства получаем выражение для ускорения
свободного падения

2
3R

Mg g= . (2.38)

Подставив численные значения в (2.38) получаем »g 281,9
с
м

.

Для тела, поднятого на высоту h  над поверхностью Земли,
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2
3 )( hR
Mg
+

= g ,

откуда видно, что ускорение свободного падения не зависит от массы
падающего тела, с удалением от поверхности Земли уменьшается и
изменяется с широтой из-за того, что Земля на полюсах несколько
сплюснута. Так как эти различия значений g  небольшие, то для всех
тел, находящихся вблизи поверхности Земли, принимают

»g 281,9
с
м

.

В физике также применяется понятие веса тела. Сила
®

G , с кото-
рой тело действует на опору или подвес, называется весом тела. Когда
тело покоится или движется с постоянной скоростью относительно

поверхности Земли (рис. 2.5 а), сила тяжести
®®

= gmР  уравновешива-

ется силой реакции
®

N  подвеса или опоры, т. е.
®

N =-
®

gm . По треть-
ему закону Ньютона тело тоже действует на подвес или опору с такой
же по величине силой

®®®®

==-= gmPNG , (2.39)

т. е. вес тела равен силе тяжести
®

gm .

Рис. 2. 5
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Если тело движется ускоренно относительно Земли, то это равен-
ство нарушается. Рассмотрим лифт, который вместе с телом массой m

движется вертикально с ускорением
®

a  (рис.  2.5  б и 2.5  с).  На тело

действуют две силы – сила тяжести
®

gm  и реакция
®

N  пола лифта.
Уравнение движения тела имеет вид

®®®

=+ amNgm . Откуда )(
®®®

-= gamN .
По третьему закону Ньютона тело действует на пол лифта с си-

лой, равной (–
®

N ), которая по определению представляет собой вес

тела
®

G  в этих условиях:

)(
®®®®

-=-= agmNG .  (2.40)
Спроектируем силы, входящие в выражение (2. 40) на направле-

ние отвеса

)( agmG ±= .  (2.41)
В этом выражении gG,  и a  – модули соответствующих векторов.

Знак «+» соответствует ускорению
®

a , направленному вверх (рис. 2.5 б),

знак «–» соответствует направлению ускорения
®

a  вниз (рис. 2.5 с). Из

формулы (2.41) вытекает, что по модулю вес тела
®

G  может быть как

больше, так и меньше силы тяжести
®

gm .
Если в движущемся лифте находится человек, то он ощущает не

свой вес, а действующую на него реакцию лифта N . При ускоренном
движении лифта вверх PG > , а, следовательно, и PN > . Напри-

мер, если
®®

-= ga , то PN 2= ,  т.  е.  реакция лифта будет вдвое
больше нормального веса человека. Человек ощущает как бы увеличе-
ние собственного веса – перегрузку. То же самое ощущение испыты-
вают космонавты при старте ракеты или летчики при выходе из пики-
рования.
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Если ускорение лифта будет направлено вниз, то реакция лифта
будет меньше нормального веса. Находящийся в лифте человек почув-
ствует уменьшение собственного веса, т. к. он по-прежнему ощущает

лишь реакцию лифта. Если лифт свободно падает, т. е.
®®

= ga , то
0=N  – наступает ощущение невесомости. Оно появляется потому,

что человек больше не чувствует себя опирающимся на пол лифта.
При этом сила тяжести продолжает действовать на него,  иначе он не
мог бы падать ускоренно вместе с лифтом.

Часто путают силу тяжести
®

Р  и вес тела
®

G . Это обусловлено

тем, что в случае неподвижной опоры силы
®

Р  и
®

G  совпадают по ве-

личине и по направлению (обе они равны
®

gm ). Однако эти силы

приложены к разным телам:
®

Р  приложена к самому телу,
®

G  – к под-
весу или опоре, ограничивающим свободное движение тела в поле сил

земного тяготения. Кроме того, сила
®

Р  всегда равна
®

gm , независимо

от того, движется тело или покоится, сила же веса
®

G  зависит от уско-
рения, с которым движутся опора и тело, причем она может быть как

больше, так и меньше
®

gm , в частности, в состоянии невесомости она
обращается в нуль.

2.9.2. Сила трения
Движение твердых тел в жидких или газообразных средах, отно-

сительное перемещение твердых тел, а также слоев газа или жидкости
при их непосредственном контакте, сопровождаются трением. Работа
внешних сил, затрачиваемая на преодоление силы трения, превращает-
ся в другие виды немеханической энергии (выделяется теплота, тру-
щиеся поверхности электризуются, иногда разрушаются и т. д.). По-
этому трение относится к диссипативным процессам, при которых
энергия системы непрерывно уменьшается. Различают два вида трения
– внешнее и внутреннее.

Сила внешнего трения возникает в плоскости касания двух
твердых тел и препятствует их относительному перемещению. Если  к
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Рис. 2. 6

телу, лежащему на горизон-
тальной плоскости (рис. 2.6),
приложить касательную силу
®

F , то оно начнет переме-
щаться только в том случае,
если эта сила будет больше
силы статического трения

0F  ( 0FF > ).
Г. Амонтон, а затем Ш. Кулон опытным путем установили, что

NfF 00 = , (2.42)

где N  – сила реакции опоры; 0f  – коэффициент статического трения,
зависящий от материала и состояния поверхностей соприкасающихся тел.

Если тело находится
на плоскости, наклоненной
под углом a  к горизонту
(рис. 2.7), то модули со-

ставляющих
®

1F  и
®

2F  его

силы тяжести
®

gm  можно
выразить как

asin1 gmF = ,

acos2 gmF = .

Рис. 2. 7

При малых углах a  сила 01 FF <  и тело неподвижно лежит на

наклонной плоскости. По мере увеличения a  сила 1F  возрастает и

при некотором угле 0a , называемом углом трения, становится рав-

ной 0F . При углах 0aa >  тело скользит по наклонной плоскости. Из
равенства

000001 cossin aa mgfNfFmgF ====
установим связь между коэффициентом статического трения 0f  и уг-

лом трения 0a :

00 atgf = .  (2.43)
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При действии на соприкасающиеся тела касательных сил, вели-
чина которых меньше предельного значения силы статического тре-
ния, тела не проскальзывают друг относительно друга. Это явление,
называемое явлением застоя, широко используется в технике для пе-
редачи усилий от одних частей машин к другим (ременные передачи,
фрикционные муфты, ленточные транспортеры и т. д.).

При скольжении тела по наклонной плоскости возникает сила
трения скольжения, которая, согласно закону Амонтона-Кулона, оп-
ределяется как

NfFск
1= ,  (2.44)

где 1f  – коэффициент трения скольжения, зависящий от материала
тел и состояния их поверхностей. Он также несколько зависит от ско-
рости движения. При малых скоростях 0

1 ff » .
Другим видом трения является трение качения, возникающее

из-за деформации тел в местах соприкосновения. Сила трения качения
определяется формулой Кулона

R
NfF кk = ,  (2.45)

где кf  – коэффициент  трения качения (измеряется в единицах дли-

ны); N  – сила нормального давления; R  – радиус катящегося тела.
Трение качения намного меньше трения скольжения. Поэтому широко
распространены подшипники, в которых используется трение качения
шариков или цилиндров.

Внутреннее или вязкое трение возникает при движении (только
при движении) тел в вязкой среде или при относительном перемеще-
нии соприкасающихся смазанных поверхностей. Его коэффициенты
значительно меньше коэффициентов трения скольжения и качения, что
можно проиллюстрировать следующим опытом. Если на почти гори-
зонтальную поверхность металлической плиты положить кусок пара-
фина, то при нагреве плиты он начнет двигаться. Растаявший тонкий
слой парафина создал условия вязкого трения, и кусок парафина стал
двигаться под действием очень маленькой движущей силы (тангенци-
альной составляющей силы тяжести).

Сила вязкого трения зависит от вязких свойств среды,  скорости
движения,  формы и размеров тела.  При вязком трении,  так же как и
при других видах трения, происходит превращение механической
энергии в другие виды энергии (в особенности в тепловую). Поэтому
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при движении спутников Земли в атмосфере из-за вязкого трения их
корпуса о воздух они сильно разогреваются.

Силы трения играют большую роль в природе. В повседневной
жизни они могут быть полезными: любая машина, едва придя в дви-
жение, в отсутствие трения рассыпалась бы на составные части. Заби-
тый в доску гвоздь не удержался бы в ней и т. д.

2.9.3. Сила упругости
До сих пор сила рассматривалась как динамический параметр,

вызывающий изменение скорости движения тела. Однако в ряде слу-
чаев приложенная к телу сила, называемая силой упругости, не вызы-
вает изменения скорости, а изменяет его форму и объем, т. е. вызывает
деформацию. Если после прекращения действия силы упругости (сня-
тия нагрузки) тело принимает первоначальные размеры и форму, то
деформация называется упругой. Существуют различные типы упру-
гих деформаций: сжатие (растяжение), сдвиг, изгиб, кручение. Оп-
ределим силу упругости при растяжении.

Предположим, что один конец прямолинейного стального стерж-
ня длиной l  и площадью поперечного сечения S  закреплен, а к дру-

гому концу приложена сила нормальная сила
®

F  (рис. 2.8). Величину

S
F

=s (2.46)

называют нормальным напряжением.

Рис. 2. 8

Под действием приложенной силы стер-

жень растягивается на величину lD , которая
называется абсолютной деформацией. Сте-
пень деформации обычно оценивают отноше-

нием
l

lD
=e ,                (2.47)

называемым относительной деформацией.
Английский физик Р. Гук эксперимен-

тально установил, что при малых деформациях
относительное удлинение e  прямо пропорцио-
нально напряжению s  (закон Гука)

es ×= E ,  (2.48)
где E  – коэффициент пропорциональности, назы-
ваемый модулем Юнга или модулем упругости.
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Из (2.48) следует, что модуль Юнга определяется напряжением,
вызывающим относительное удлинение, равное единице.

Из формул (2.46), (2. 47) и (2.48) вытекает, что

SE
F

E ×
==

D
=

se
l

l

или

ll
l

D×=D
×

= kSEF ,            (2.49)

где
l

SEk ×
=  – коэффициент упругости.

По третьему закону Ньютона в стержне возникает упругая сила
lD×-= kFупр . (2.50)

Следовательно, сила упругости, возникающая в растянутом
стержне  при упругой деформации, пропорциональна его удлинению
и направлена в сторону, противоположную удлинению.

Закон Гука выполняется до определенного предела. Сила, вызы-
вающая деформацию, не должна быть больше некоторого определен-
ного для каждого конкретного тела значения, называемого пределом
упругости.
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Глава III
РАБОТА И МЕХАНИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ

3.1. Энергия, работа силы, мощность

Импульс тела
®

×um  зависит от массы тела, величины и направ-
ления скорости его движения. В определенной степени его можно счи-
тать некоторой мерой механического движения.  Однако,  не во всех
случаях такая мера пригодна для оценки изменения движения тела.
Например, при полностью неупругом ударе двух одинаковых шаров
(рис. 3.1), летящих с одинаковой скоростью навстречу друг другу, за-
кон сохранения импульса выполняется: до удара

0=×-× uu mm ;   после удара 000 =×+× mm .
Но до удара шары двигались,

а после удара они неподвижны.
Если рассматривать импульс как
универсальную меру движения, то
следует сделать ложный вывод об
исчезновении движения, которым
обладал каждый шар в отдельности.

Однако механическое движение шаров не исчезло, а перешло в моле-
кулярную форму движения вещества, из которого изготовлены шары.

При трении механическое движение переходит в теплоту, быстро
летящий электрон при известных условиях излучает свет и при этом
тормозится и т. д. Механическое движение не исчезает, а переходит в
эквивалентное количество других видов движения. Следовательно,
кроме импульса должна быть иная мера механического движения тела,
особенно необходимая там, где происходит превращение механиче-
ского движения в другие виды движения. Такой мерой, пригодной во
всех случаях, является энергия – количественная мера движения
материи во всех формах этого движения.

Такие термины, как «механическая энергия», «тепловая энергия»,
«электромагнитная энергия», «ядерная энергия» и т.д., следует понимать,
как величина энергии, соответствующая механической форме движения,
тепловой и т.  д.  Нет различных видов энергии,  есть различные формы
движения материи. Энергия – единая мера движения материи.

Изменение механического движения тела и, следовательно, энер-
гии этого движения, вызывается силами, действующими на него со
стороны других тел. Эти силы совершают работу. Работа является
мерой передачи движения или мерой перехода энергии от одного
тела к другому.

Рис. 3.1
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Элементарной работой Ad  силы
®

F  при прямолинейном пере-

мещении
®

rd  материальной точки называется величина равная ска-
лярному произведению вектора силы на вектор перемещения

=×=
®®

)( drFAd FS dSFdSFdSFdrF ×=×=××=×× aa coscos ,    (3.1)

где drdS
®

=  – путь, пройденный точкой  за

малое время dt ; a  – угол между направ-

лением силы
®

F  и направлением переме-

щения
®

rd  (или скорости
®

u ) точки;

acosFFS =  – проекция силы
®

F  на

acos×= dSdSF  – проекция перемещения
®

rd  на направление си-

лы
®

F  (рис. 3. 2).
Работа силы может быть положительной, отрицательной и рав-

ной нулю. Это зависит от величины угла a  между направлением силы

и направлением перемещения. Если
2
pa < , то работа силы положи-

тельна и сила является движущей (например, сила тяги двигателя).

Если
2
p

a > , то работа силы отрицательна, сила является тормозящей

(например, сила трения). Если
2
p

a = , то работа силы равна нулю, пе-

редачи энергии нет.
Выражение (3.1) можно записать в виде

®®®®

×=××= pddtFA uud ,  (3.2)

где
dt

rd
®

®

=u  – вектор скорости материальной точки; dtFpd ×=
®®

 –

изменение импульса точки (второй закон Ньютона).

Рис. 3. 2.
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По этой формуле можно подсчитать работу и по перемещению
точки, являющейся центром масс механической системы

®®

×= pdA Cud ,  (3.3)

где
®®

×= Cmp u  – импульс механической системы,
®

Cu  – скорость
движения центра масс системы.

Формулу для элементарной работы силы по перемещению меха-
нической системы или твердого тела можно получить из (3. 3), исполь-
зуя основной закон динамики поступательного движения механиче-

ской системы внешн
.F

dt
pd ®
®

=

C

внешн

C
C rdFrd

dt
pdpd

dt
rdA

®®®
®

®
®

×=×=×=d .            (3.4)

Работа 21-A  силы
®

F  на конечном участке траектории (от точки

1 до точки 2 ) равна алгебраической сумме элементарных работ на
всех бесконечно малых участках этой траектории, которая в пределе
определяется интегралом

òòò ×=×=×=
®®

-

2

1

2

1

2

1
21

S

S
F

S

S
S dSFdSFrdFA .  (3.5)

Для вычисления этого
криволинейного интеграла
необходимо знать зависи-
мость )(SfFS =  вдоль

траектории 21- . Если эта
зависимость задана графи-
чески (рис. 3.3), то элемен-

тарная работа Аd  силы
®

F
на малом участке траектории dS  измеряется площадью узкого за-

штрихованного прямоугольника. Работа 21-A  силы
®

F  на всем участке

Рис. 3. 3
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21-  траектории измеряется площадью криволинейной трапеции
121 21 SSS ---- .

Консервативными (потенциальными) называют силы, работа
которых определяется только начальным и конечным положениями
тела, не зависит ни от вида траектории тела, ни от закона его движения
по этой траектории:

212121 ----- == АAA бa ,

где 21 --aA  и 21 --бA  – значения работы по-
тенциальной силы при перемещении точки из
положения 1 в положение 2  по траекториям

21 -- a  и 21 -- b  (рис. 3.4).
Изменение направления движения точки

на противоположное вызывает изменение на-
правления проекции силы SF  и, следователь-

но, знака ее работы: 2112 ---- -= бб АA . Поэтому суммарная работа

потенциальной силы вдоль замкнутой траектории 121 ---- ba
равна нулю

.021211221121 =-=+= ------------ bababа AAAAА
Точки 1 и 2 , а также участки замкнутой траектории 21 -- a  и

12 -- b  были выбраны произвольно. Таким образом, полная работа
потенциальной силы вдоль произвольной замкнутой траектории
L  точки ее приложения равна нулю

.0ò =×
®®

L

rdF (3.6)

В этой формуле кружок на знаке интеграла показывает,  что ин-
тегрирование проводится по замкнутому контуру L . Ниже будет по-
казано, что к консервативным можно отнести силу тяжести, силу уп-
ругости пружины, силу взаимодействия электрических зарядов.

К неконсервативным (непотенциальным) относятся диссипа-
тивные  силы сопротивления, совершающие отрицательную суммар-
ную работу при любых перемещениях замкнутой системы (например,
сила трения). Их действие приводит к уменьшению механической
энергии системы.

Рис. 3. 4
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Если на материальную точку одновременно действуют несколько

сил
®®®

nFFF ....., 21 , то их общая работа за время dt  равна алгебраиче-
ской сумме работ, совершаемых каждой силой в отдельности

®®

=

®®

×=×=å rdFrdFA
n

i
ii

1

d ,  (3.7)

где
®

rd  – приращение радиус-вектора точки за время dt ,

å
=

®®

=
n

i
iFF

1

.

Для характеристики работы, совершаемой силой в единицу вре-
мени, вводится понятие мощности

®®
®®

×=
×

== u
d F

dt
rdF

dt
AN , (3.8)

где
®

u  – скорость перемещения точки приложения силы. Итак, мощ-
ность равна скалярному произведению вектора силы на вектор
скорости, с которой движется точка приложения этой силы.

Единица работы и энергии – джоуль ( Дж ): Дж1  – работа,
совершаемая силой Н1  на пути м1   ( мНДж ×= 11 ).

Единица мощности -  ватт ( Вт ): Вт1  - мощность, при кото-

рой за время с1  совершается работа Дж1   (
с

ДжВт 11 = ).

3.2.  Механическая энергия  системы тел
Механическая энергия тела или системы тел характеризует их

способность совершать механическую работу. Эта способность зави-
сит от состояния механической системы: 1) от скоростей движения
тел;  2)  от их взаимного расположения.  Поэтому различают два вида
механической энергии: кинетическую КE  и потенциальную ПE . Их
сумма представляет собой полную механическую энергию системы

ПК ЕЕЕ += .  (3.9)
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3.2.1. Кинетическая энергия
Кинетической энергией механической системы kE  называется

энергия механического движения этой системы.

Cила
®

F , действуя на покоящуюся материальную точку массой
m , вызывает ее движение, описываемое вторым законом Ньютона

dt
dmF

®
®

=
u

. Умножим обе части этого закона на перемещение

®

rd точки, произошедшее за время td

®
®

®®

×=× rd
dt
dmrdF u

.   (3.10)

Левая часть уравнения представляет элементарную работу

®®

×= rdFAd , совершенную над точкой силой
®

F . Преобразуем пра-
вую часть, переставив сомножители

®®®
®

××=× uuu dmd
dt

rdm ,                                      (3.11)

где
®

u
®

ud = auu cos×× d . Величина Sdd uau =× cos  является

проекцией вектора приращения скорости
®

ud  на направление вектора

скорости
®

u  (направление касательной к траектории тела) или на на-

правление вектора
®

rd  в данной точке траектории. Следовательно,

Sdu  представляет изменение модуля вектора скорости за время dt .
Поэтому левую часть равенства (3. 11) при constm = , можно запи-
сать так

)
2

()
2

(
22 uu

uu
×

=×=××
mddmdm , (3.12)
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Обозначим
2

2u×m
 через КE . Из (3.10) и (3.12) получаем, что

кdEA =d .  Поскольку работа, совершенная над точкой, идет на изме-

нение ее энергии, то КE  представляет собой вид энергии, называемый
кинетической энергией.

Если скорость точки возрастает от 0 до u , то

2
)

2
(

2

0

2 uuu ×
=

×
= ò

mmdEк . (3.13)

Кинетическая энергия механической системы равна сумме кине-
тических энергий всех n  частей этой системы, т. е. является величи-
ной аддитивной

å
=

×
=

n

i

ii
К

mЕ
1

2

2
u

, (3.14)

где im  и iu  – масса и скорость i -й материальной точки .
Кинетическая энергия системы полностью определяется значе-

ниями масс и скоростей входящих в нее материальных точек. Она не
зависит от «предыстории» системы, т. е. от того, каким образом части
системы приобрели данные значения скоростей. Иначе говоря, кине-
тическая энергия системы является функцией состояния ее меха-
нического движения.

Скорости движения всех точек твердого тела одинаковы, поэтому
его кинетическая энергия

22

2

1

2 uu ×
== å

=

mmЕ
n

i
iК , (3.15)

где å
=

=
n

i
imm

1
 – масса тела. Таким образом, тело массой m , дви-

жущееся со скоростью u , обладает кинетической энергией

2

2u×m
.

Кинетическая энергия является мерой запаса движения тела и од-
новременно определяет работу, которую может совершить тело при
взаимодействии с другими телами.
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Умножив числитель и знаменатель выражения (3.15) на массу
m , получим еще одно выражение для кинетической энергии тела

m
p

m
mЕК 22

222

=
×

=
u

, (3.16)

где u×= mp  – импульс тела.
Следует отметить, что в отличие от импульса кинетическая энер-

гия системы не зависит от того, в каких направлениях движутся ее
части.

3.2.2. Потенциальная энергия
Потенциальная энергия – часть механической энергии сис-

темы, зависящая только от ее конфигурации, т. е. от взаимного
расположения частей системы и от их положения во внешнем
силовом поле.

Перемещение тел системы друг относительно друга (изменение
потенциальной энергии системы) может происходить под действием
сил (внешних или внутренних). Если эти силы консервативны (нет
потерь энергии), то в том случае, когда перемещение тел происходит с
постоянной скоростью (кинетическая энергия не изменяется), их рабо-
та будет расходоваться только на изменение потенциальной энергии
системы. Для этого внешние и внутренние силы должны уравновеши-

вать друг друга )(
®®

-³ внутрнешн FF . Например, чтобы поднять камень
над поверхностью Земли с постоянной скоростью нужно приложить к

нему силу
®®

-= gmF ,  т.  к.  между телами камень –  Земля действует

сила притяжения, равная
®

gm . Следовательно, изменение потенци-
альной энергии численно равно работе, которую производят  кон-
сервативные силы, переводя систему без изменения скорости из
одного положения в другое.

Если тело массой m  поднять на высоту dh , то работа против
силы тяжести mg  на пути dh  приведет к изменению потенциальной
энергии системы тело – Земля

.dhgmdEП =
Выберем за начало отсчета поверхность Земли. Если внешние си-

лы производят работу против внутренних сил (внутренние силы совер-
шают отрицательную работу 0<внутрAd ) и поднимают тело над Зем-
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лей, то взаимное расположение тел изменяется так, что потенциальная
энергия системы возрастает 0>ПdE (рис. 3.5 а). Если, наоборот, силы,
действующие в системе, производят положительную работу

0>внутрAd (камень падает на Землю под действием силы притяжения),

а)                                 б)
Рис.3.5

то происходит такое изменение вза-
имного расположения тел системы,
при котором потенциальная энергия
убывает 0<ПdE  (рис. 3.5 б).

Следовательно,

п
внутр dЕА -=d       (3.17)

или
®®

×-= rdFdE
внутр

П
,

где
внутрAd  – элементарная работа внутренних потенциальных сил

                         системы;

пdE  – изменение потенциальной энергии системы.

Рис. 3. 6

Покажем, что потенциальная
энергия системы, в которой дейст-
вуют консервативные силы, опре-
делена однозначно в каждой точке.
Рассмотрим поле силы тяжести.
Пусть в точке B  система обладала
потенциальной энергией ПВЕ . За-

тем ее перевели в положение С
(рис. 3.6). При этом была совершена
работа АВС. Очевидно, что

BCПBПC AЕЕ =- , откуда

.BCПBПC AЕЕ +=              (3.18)

Докажем, что работа BCA  не зависит от формы пути перехода

ВбСВаС АА = . Для этого разобьем кривую BC  на элементарные пе-

ремещения dS  так, чтобы каждое из них было прямолинейным. Тогда
,cos dhmgdSFA ×-=××= ad
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где gmF ×-= , .cos dhdS =× a
Полная работа по перемещению тела из положения B  в положе-

ние С  определится интегралом

.)()( 2112

2

1

hhmghhmgdhmgA
h

h

-=--=×-= ò
Если принять, что 01 =h  и hhh =- 12 , тогда

mghA -=  и mghEп = .
Таким образом, работа силы тяжести не зависит ни от формы пу-

ти, ни от его длины, а только от того, насколько в результате движения
изменилась высота тела относительно начального уровня. Следова-
тельно, поле силы тяжести является потенциальным.

Согласно (3. 18) потенциальная энергия в точке поля С , а значит
и в любой другой его точке, определена однозначно.

Такой же вывод мы получим для работы любой силы, величина
которой зависит от расстояния между взаимодействующими телами:

1) mgF =  – сила тяжести; где 2
3 )( hR
Mg
+

= g ;

 2) kxF -=  – сила упругости пружины;  3) 2
21

R
mmF ×

= g  – сила все-

мирного тяготения; 4) 2
21

R
qqkF ×

=  – сила взаимодействия электри-

ческих зарядов.
Все эти силы являются внутренними силами. Если телам таких

систем дать возможность двигаться,  то под действием этих сил они
совершат работу:

1) mghA = ; 2)
2

2kxA = ;   3)
R

mmA 21 ×= g ;    4)
R

qqkA 21 ×= .

Эта возможная работа внутренних сил полностью определяется
заданным расположением тел. Следовательно, каждому заданному
расположению тел системы соответствует определенный запас работы,
которую могут совершить внутренние силы при освобождении тел
системы.
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Запас работы, которую могут совершить внутренние силы
при освобождении тел системы, называется потенциальной энер-
гией этой системы.

3.3.  Закон сохранения механической энергии
Рассмотрим, как изменится энергия механической системы под

действием внешних сил. Пусть в системе, состоящей из n  материаль-
ных точек массами nmmm ,...., 21 , кроме внутренних консервативных

сил
®

ikF ,  на каждую i -ю частицу действуют еще внешняя консерва-

тивная сила
®

iF  и внешняя неконсервативная сила
®

if . Уравнения
движения точек системы (второй закон Ньютона) имеют вид

å
=

®®®
®

++=
n

k
k fFF

dt
dm

2
111

1
1

u
;

å
¹=

®®®
®

++=
n

kk
k fFF

dt
dm

2,1
222

2
2

u
;

                   ………………………  (3.19)

å
-
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®®®
®

++=
1
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n

nkk
nnnk

n
n fFF

dt
d

m
u

.

Двигаясь под действием всех этих сил, точки системы за время
dt совершают перемещения, соответственно равные

nrdrdrd
®®®

,..., 21 . Умножим каждое из уравнений скалярно на со-

ответствующее перемещение и, учитывая, что dtrd ii ×=
®®

u , получим
®®®®®

=

®®

×=×+-× å 11111
2

111 )()( rdfrdFFdm k

n

k
uu ;

®®®

¹=

®®®®

×=×+-× å 222
2,1

22222 )()( rdfrdFFdm
n

kk
kuu ;

………………………………………
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Сложим почленно левые и правые части уравнений

å ååå
¹
= =

®®®®®

==

®®

×=×+-×
n

ik
k

n

i
iiiiik

n

i

n

i
iii rdfrdFFdm

)(
1 111

)()( uu .    (3.20)

Первое слагаемое левой части этого равенства

åå
=

®®

=

==×
n

i
к

ii
iii

n

i

dE
m

ddm
1

2

1

)
2

()(
u

uu

представляет элементарное приращение кинетической энергии системы.
Второе слагаемое, согласно (3.17),

å å
=

¹
=

®®®

-=×+
n

i

n

ik
k

пiiik dErdFF
1

)(
1

)(

– приращение потенциальной энергии системы.
Справа в равенстве (3.20) записана элементарная работа внешних

неконсервативных сил действующих на систему.

å
=

®®

=×
n

i

внешн
ii Ardf

1
d .

В результате получили внешн
Пк АdЕdЕ d=+

или
внешн

Пк АЕЕd d=+ )( .       (3.21)

При переходе системы из состояния 1 в какое-либо состояние 2

ò =+
2

1
12)( внешн

Пк AЕЕd , (3.22)

т. е. изменение полной механической энергии системы при переходе
из одного состояния в другое равно работе, совершаемой при этом
внешними неконсервативными силами. Если внешние неконсерва-
тивные силы отсутствуют, то из (3.21) следует, что

0)( =+ пk EEd ,

откуда constEEE пk ==+ .             (3.23)
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Следовательно, полная механическая энергия консервативной
системы не изменяется с течением времени.

Этот закон называют законом сохранения механической энергии.
В 40-х г. г. XX1  века  Ю. Майер, Дж. Джоуль и Г. Гельмгольц

впервые показали, что все процессы преобразования и обмена энерги-
ей подчиняются закону, названному законом сохранения и превра-
щения энергии: энергия системы может переходить из одной фор-
мы в другую и перераспределяться между частями системы, но
изменение полной энергии системы в любом процессе всегда равно
энергии, полученной системой извне в этом процессе.

3.3.1. Применение закона сохранения энергии к расчету  аб-
солютно упругого прямого центрального удара

При абсолютно упругом ударе механическая энергия соударяю-
щихся тел не переходит в другие виды энергии.

Пусть два абсолютно
упругих шара массами 1m  и

2m  движутся со скоростями

1

®

u  и 2

®

u , вдоль оси x , про-
ходящей через их центры
(рис. 3.7). Скорости шаров
направлены в одну сторону,
причем xx 21 uu > 0> .

Нужно найти скорости
®

1u  и
®

2u  шаров после соударения.
В процессе удара систему соударяющихся упругих тел можно

считать замкнутой и консервативной. Следовательно, для нее выпол-
няются законы сохранения механической энергии и импульса. Перед
ударом и после него соударяющиеся тела не деформированы, поэтому
потенциальную энергию системы в этих двух состояниях можно счи-
тать одинаковой и равной нулю. Тогда законы сохранения энергии и
импульса имеют вид:

;
2222

2
22

2
11

2
22

2
11 umummm

+=+
uu

 (3.24)

.22112211 umummm +=+ uu          (3.25)
Из (3.24) и (3.25) получаем

Рис. 3. 7
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;)()( 2
2

2
22

2
1

2
11 uu --=- umum

.)()( 222111 uu --=- umum
Совместное решение последних двух уравнений дает

.2211 uu +=+ uu (3.26)
Окончательно получаем

21

22121
1

2)(
mm

mmmu
+
+-

=
uu

,

.2)(

21

11212
2 mm

mmmu
+

+-
=

uu             (3.27)

Рассмотрим два частных случая:
1. Массы шаров одинаковы  ( mmm == 21 ). Тогда

21 u=u   и 12 u=u ,
т. е. при ударе шары обмениваются скоростями.

2. Масса второго шара во много раз больше массы первого шара
( 12 mm >> ).  Тогда

121 2 uu -»u  и 22 u»u .

Если при этом второй шар первоначально покоился ( 02 =u ), то

11 u-»u  и 02 »u ,
т. е. первый шар отскакивает от неподвижного массивного шара и

движется в обратную сторону со скоростью 11

®®

-= uu .
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Глава IV
ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО

ТЕЛА

Динамику вращательного движения твердого тела вокруг непод-
вижной оси удобно наблюдать на маятнике Обербека. Он представляет
собой многоступенчатый диск (несколько соединенных вместе дисков с
различными радиусами), на котором укреплены четыре взаимно-
перпендикулярных стержня (рис. 4.1). На одну из ступеней диска наматы-
вается нить с грузом массой 1m . При опускании груза маятник вращается
вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку O . На стержнях на
расстоянии R  от оси вращения закреплены грузы массой 2m .

Таким образом, на маятнике
Обербека можно независимо изменять
4 величины – массы грузов 1(m  и )2m
и их расположение относительно оси
вращения l(  и )R . Рассмотрим как
изменяется угловое ускорение маятни-
ка при изменении каждой из этих вели-
чин, когда три остальные остаются не-
изменными.

1) Изменяем массу 1m  подве-
шенного груза, а, следовательно, и ве-

личину силы gmF 1= , действующей
на маятник. При увеличении F  маят-
ник раскручивается быстрее, т. е. его
угловое ускорение e  увеличивается.

Значит, угловое ускорение вращающегося тела зависит от величи-
ны действующей на него силы.

2) Изменяем величину l ,  наматывая нить с грузом на диски раз-
ных диаметров. При этом изменяется расстояние от оси вращения до
линии действия силы. С увеличением l  маятник раскручивается быст-
рее. Если линия действия силы проходит через ось вращения (груз ви-
сит на оси), маятник вращаться не будет. Следовательно, угловое уско-
рение вращающегося тела зависит от расположения действующей
на него силы относительно оси вращения.

Рис. 4. 1
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Эксперименты 1) и 2) указывают на то, что в отличие от линейного
ускорения при поступательном движении, угловое ускорение вращаю-
щегося тела зависит не только от действующей на него силы, но и
от того, как эта сила расположена относительно оси вращения.

3) Изменяем массу 2m  грузов закрепленных на стержнях, а, сле-

довательно, общую массу маятника. При увеличении 2m  маятник рас-
кручивается медленнее, т. е. его угловое ускорение уменьшается. Зна-
чит, угловое ускорение вращающегося тела зависит от его массы.

4) Изменяем величину R , перемещая грузы по стержням (все
грузы находятся на одинаковом расстоянии от оси вращения). При
этом изменяется распределение массы вращающегося тела. С увеличе-
нием R  маятник раскручивается медленнее. Если провести наблюде-

ния с секундомером, то можно установить, что 2

1~
R

e . Следова-

тельно, угловое ускорение вращающегося тела зависит от распре-
деления массы этого тела относительно оси вращения.

Эксперименты 3) и 4) указывают на то, что в отличие от линейно-
го ускорения при поступательном движении, угловое ускорение вра-
щающегося тела зависит не только от массы этого тела, но и от
того, как она распределена относительно оси вращения.

На основании этих экспериментов следует сделать вывод о необ-
ходимости введения двух новых физических величин, одна из которых
одновременно учитывала бы влияние силы и ее расположения относи-
тельно оси вращения на угловое ускорение, а другая – влияние на уг-
ловое ускорение массы вращающегося тела и распределения этой мас-
сы относительно оси вращения. Эти физические величины, называе-

мые моментом силы (
®

M ) и моментом инерции тела ( J )  вводятся в
следующих параграфах.

4.1. Момент силы
Для приведения тела во вращение необходимо, чтобы приложенная

к нему сила создавала момент. Моментом силы
®

F  относительно не-
подвижной точки O  (начала координат инерциальной системы отсчета)

называется вектор
®

M , равный векторному произведению радиус-

вектора
®

r  точки N  приложения силы на вектор
®

F (рис. 4.2):
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úû
ù

êë
é=

®®®

FrM .  (4.1)

Вектор
®

M  проходит через
точку O . По правилу векторно-
го произведения векторов он
перпендикулярен плоскости ри-
сунка и направлен «к нам». Мо-
дуль момента силы определяется
выражением

asin××= FrM , (4.2)

где a  –  угол между векторами
®

r  и
®

F .
Опустим перпендикуляр из точки O  на линию действия силы.

Его длина l  называется плечом силы
®

F . Выразив l  из прямоуголь-
ного треугольника ( asinrl = ) и подставив в (4.2), получим

.lFМ ×= (4.3)
Модуль момента силы равен произведению силы на плечо.
Единица момента силы – мH × .

Рис. 4. 3

При вращении тела во-
круг неподвижной оси Z
вращательный момент создает
только одна составляющая дей-
ствующей на него силы,  а
именно касательная к траекто-
рии точки ее приложения. В

самом деле, разложим силу
®

F ,
приложенную в точке N  вра-
щающегося тела, на две состав-

ляющие:
®

вF , параллельную

оси Z  и
®

гF , лежащую в плоскости, перпендикулярной ей (рис. 4.3).

Сила
®

вF  может вызвать лишь перемещение тела вдоль оси вращения,

Рис. 4. 2
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поэтому при рассмотрении вращательного движения ее можно не учи-

тывать. Силу
®

гF , в свою очередь, разложим на две составляющие:
®

tF
– касательную  к окружности с центром в точке 1O , по которой дви-

жется точка N ,  и
®

nF  – нормальную, направленную по радиусу

NO1 , т. е. перпендикулярно оси вращения. Нормальная составляю-

щая силы
®

nF  проходит через ось Z  и не может вызвать вращение
тела (она лишь деформирует ось вращения).  Следовательно,  момент

силы
®

F  относительно начала координат O  равен

úû
ù

êë
é=

®®®

tFrM .  (4.4)

Направление вектора
®

M  указано на рисунке. Его модуль равен
rFM ×= t  (4.5)

(угол между векторами
®

r  и
®

tF  составляет 090 ).

Вектор момента силы
®

ZM  относительно оси Z представля-

ет собой проекцию на эту ось вектора
®

M . Он направлен вдоль оси
Z  (рис. 4. 3) и не имеет определенной точки приложения. Модуль
момента силы относительно оси Z

,RFcosrFcosMM Z ×=××== tt jj  (4.6)

где R  – расстояние от оси Z  до линии действия силы
®

tF .

4.2. Момент инерции тела
Момент инерции тела – величина, определяющая его инерт-

ность во вращательном движении.
В динамике поступательного движения инерцию тела полностью

характеризует его масса. Влияние собственных свойств тела на дина-
мику вращательного движения оказывается более сложным, чем при
поступательном движении. Если взять несколько тел одинаковой мас-
сы, но различной формы (стержень, кольцо, диск) и подействовать на
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них равными моментами сил, то они будут иметь разные угловые ус-
корения, т. к. массы этих тел по-разному распределены относительно
оси вращения. Даже моменты инерции одного и того же тела относи-
тельно разных осей будут разными.

Определим момент инерции материальной точки массой m , не-
равномерно вращающейся вокруг оси Z  по окружности радиуса R

под действием силы
®

F  (рис. 4.4).

Разложим силу
®

F  на две

составляющие – нормальную
®

nF

и тангенциальную
®

tF . Сила
®

nF
обеспечивает центростремитель-
ное ускорение и на угловое уско-

рение не влияет. Сила
®

tF  вызы-

вает ускорение ta , определяемое

вторым законом Ньютона: .tt amF ×=  Умножим обе части этого
уравнения на радиус вращения R

RamRF ××=×
tt

.
Учитывая выражение (4.6) для момента силы и соотношение для

линейного ускорения ( et ×= Ra ), получим

e××= 2RmM Z .  (4.7)
При сопоставлении полученного закона вращения с основным за-

коном динамики поступательного движения точки ( amF ×= ) просле-
живается аналогия входящих в них физических величин: аналогом си-
лы F  является момент силы ZM , аналогом линейного ускорения a  –
угловое ускорение e . Следовательно, можно предположить, что ана-
логом массы точки m  является величина, называемая моментом инер-
ции материальной точки относительно оси вращения

2RmJZ ×= .  (4.8)

Рис. 4. 4
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Момент инерции ZJ  материальной точки относительно оси
вращения равен произведению массы m  точки  на квадрат рас-
стояния R  от точки до этой оси.

Единица момента инерции  – 2мкг × .
Момент инерции тела относительно оси вращения равен сумме

моментов инерции всех его материальных точек относительно этой
оси. Для вычисления ZJ  тела необходимо мысленно разбить его на n
элементарных объемов, найти произведения массы im  каждого объема

на квадрат его расстояния iR  от оси вращения и просуммировать их

å
=

®D
×=

n

i
iimZ RmJ

1

2

0
lim .  (4.9)

В случае непрерывного распределения массы эта сумма сводится

к интегралу ò ×=
m

Z RdmJ
0

2                                         (4.10)

или, учитывая, что dVdm ×= r , где r  –  плотность материала,  из
которого изготовлено тело, dV  – элементарный объем

ò ××=
V

Z dVRJ 2r .      (4.10 а)

Следовательно, на инертность тела во вращательном движении
влияют форма и геометрические размеры тела, его расположение отно-
сительно оси вращения, особенности распределения массы по объему.

Количественный расчет момента инерции тела очень сложен. Для
этого создан специальный математический аппарат, но и с его помо-
щью не всегда удается провести расчеты до конца. Моменты инерции
тел сложной формы приходится определять только экспериментально.
Интегрирование выражения (4.10) легче всего осуществить для тех
случаев, когда ось, относительно которой определяется ZJ , проходит
через центр масс тела. Для примера вычислим момент инерции одно-
родного сплошного цилиндра высотой h  и радиусом R  относительно
его геометрической оси (рис. 4.5).
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Разобьем мысленно цилиндр на
отдельные полые концентрические ци-
линдры бесконечно малой толщины
dr  с внутренним радиусом r  и внеш-
ним – drr + . Так как rdr << , то
можно считать, что все точки этого
цилиндра лежат на расстоянии r  от
оси вращения.

Момент инерции каждого цилиндра

drrhdrhrrdVrrdmdJZ
3222 22 ××pr=×××p×r=×r=×= ,

где dm  – масса всего элементарного объема; r  – плотность материа-
ла; drhrdV ×××= p2  – объем полого цилиндра.
Тогда, согласно (4.9), момент инерции сплошного цилиндра

222
4

0

3

2
1

2
1

4
22 mRRhRRhdrrhdJJ

R

ZZ =×××=××=××== ò ò prrprp ,

где hRVm 2prr ×=×= .
В табл. 4.1 приведены без доказательства моменты инерции неко-

торых тел правильной геометрической формы, выполненных из одно-
родных материалов, относительно осей, проходящих через центры их
масс.

                            Таблица 4.1

Рис. 4. 5.
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Для расчета момента инерции тела относительно произвольной
оси, не проходящей через центр масс применяют теорему Штейнера:
момент инерции тела ZJ  относительно произвольной оси равен

сумме момента инерции CJ  тела относительно оси, проходящей
через центр масс, параллельно данной оси, и произведения массы
тела m  на квадрат расстояния a  между этими осями:

2amJJ CZ ×+= . (4.11)
В качестве примера

рассчитаем момент инер-
ции однородного тонкого
стержня длиной l  и мас-
сой m  относительно оси

1Z , перпендикулярной
стержню и проходящей
через его конец (рис. 4.6).
Известно, что

2

12
1 mlJ C = ,

2
la = . Искомый момент инерции

.
3
1

412
1 2

2
22

' mllmmlmaJJ CZ =+=+=

При переносе оси вращения из центра масс в конец стержня его
момент инерции увеличился в 4 раза.

4.3. Работа и кинетическая энергия вращающегося тела

Найдем выражение для работы, совершаемой силой
®

F  при вра-
щении абсолютно твердого тела вокруг вертикальной оси Z  (рис. 4.7).
Вращающий момент относительно этой оси создает только одна со-

ставляющая действующей на него силы, а именно касательная
®

tF  к
траектории точки ее приложения (см. рис. 4.3).

Под действием силы
®

tF  за время dt  тело поворачивается на

бесконечно малый угол jd  и точка приложения силы проходит путь
jdRdS ×= ,

Рис. 4. 6
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где R  – радиус окружности, по
которой движется точка прило-

жения силы. Сила
®

tF  направле-

на по касательной к дуге dS ,

поэтому работа силы
®

tF  с уче-
том (4.6) определяется выраже-
нием:

jjd tt dMdRFdSFA Z ×=×=×= . (4.12)
Таким образом, при вращении тела вокруг неподвижной оси

работа, совершаемая силой
®

F  за время dt , равна произведению
момента ZM  силы относительно этой оси на угол jd  поворота
тела за время dt .

Кинетическую энергию вращающегося тела найдем как сумму
кинетических энергий его элементарных объемов, используя выраже-
ние wu ×= ii R

å
=

×
=

n

i

ii
к

mE
1

2

2
u åå

==

×
=×=

×
=

n

i

Z
ii

n

i
i

i JRmR
m

1

2
2

2

1

2
2

222
www

, (4.13)

где å
=

×=
n

i
iiZ RmJ

1

2  – момент инерции твердого тела относительно оси Z .

В случае плоского движения тела, например цилиндра, скатываю-
щегося с наклонной плоскости без скольжения, энергия складывается из
энергии поступательного движения и энергии вращения

22

22 wu ×
+

×
= CC

K
JmE ,   (4.14)

где m  – масса скатывающегося тела; Cu  – скорость центра масс тела;

CJ  – момент инерции тела относительно оси, проходящей через центр
масс; w  – угловая скорость вращения.

Рис. 4. 7
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4.4. Основное уравнение динамики вращательного движения
твердого тела

При повороте тела под действием силы
внешн

F
®

 на бесконечно
малый угол jd  работа силы (4.12) идет на увеличение кинетической
энергии (4.13) тела

кdEA =d , ww
w

j dJJddM Z
Zвнешн

Z ×=
×

=× )
2

(
2

или
td

dJ
td

dM Z
внешн
Z

w
w

j
=× .

Откуда e×= Z
внешн
Z JM            (4.15)

или в векторной форме
Z

внешн
Z

J
M

®
®

=e .                        (4.15 а)

Это основное уравнение динамики вращательного движения

твердого тела вокруг неподвижной оси Z : угловое ускорение
®

e
твердого тела при его вращении вокруг неподвижной оси прямо

пропорционально моменту внешних сил
®
внешн
ZM  относительно

этой  оси и обратно пропорционально моменту инерции zJ  тела
относительно той же оси.

Можно провести аналогию между величинами, входящими в ос-
новное уравнение динамики вращательного движения (4. 15 а) и в ос-
новное уравнение динамики его поступательного движения

m
Fa

внешн
®

®

= . Слева записаны векторы ускорений – линейного (
®

a )  и

углового (
®

e ); в числителе – причины, вызвавшие или изменившие

характер движения тела (
внешн

F
®

 и
®
внешн
ZM ); в знаменателе – меры

инертности тела при поступательном ( m ) и вращательном ( ZJ ) дви-
жениях.
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При постоянном моменте инерции тела ( constJ z = ) из (4.15 а)
следует, что если момент внешних сил не изменяется

(
®
внешн
ZM const= ), то и угловое ускорение const=

®

e . Следователь-
но, под действием постоянного момента сил тело вращается равнопе-

ременно. В частности, если
®
внешн
ZM =0, то и 0=

®

e  - тело вращается
равномерно.

4.5. Момент импульса
При сравнении законов поступательного и вращательного движе-

ний просматривается аналогия между входящими в них физическими

величинами. Аналогом силы
®
F является момент силы

®
M , аналогом

массы m  – момент инерции J . Найдем аналог импульса тела
®
p .

Рис. 4. 8

При вращении твердого тела
вокруг неподвижной оси Z  его
малый элемент, рассматриваемый
как материальная точка массой im ,
описывает окружность, центр

1O которой лежит на оси вращения,
а плоскость перпендикулярна ей

(рис. 4.8) . Его скорость
®

iu  и, соот-

ветственно, импульс
®®

×= iii mp u
направлены по касательной к ок-
ружности.

Вектор момента импульса
®

iL  материальной точки относи-

тельно неподвижной точки O определяется векторным произве-

дением радиус-вектора
®

ir  точки на вектор ее импульса
®

ip

úû
ù

êë
é=úû

ù
êë
é=

®®®®®

iiiiii mrprL u .       (4.16)
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Вектор
®

iL  проходит через точку O , его направление определя-
ется правилом векторного произведения векторов, а модуль равен

iiii mrL u×=  (4.17)

(угол между векторами
®

ir  и
®

ip  составляет 090 ).

Вектор момента  импульса
®

iZL  материальной точки относи-
тельно оси Z , представляет собой проекцию на эту ось вектора
®

iL . Он лежит на оси вращения и не имеет определенной точки при-
ложения, его модуль определяется выражением

.coscos iiiiiiiiZ mRmrLL ujuj ×=×==  (4.18)

Вектор момента импульса
®

ZL  твердого тела относительно Z

равен сумме векторов
®

iZL  всех его точек. Все векторы
®

iZL  лежат на
оси вращения и направлены в одну сторону, поэтому и результирую-

щий вектор
®

ZL  лежит на оси Z , его модуль равен

iii

n

i
Z RmL uå

=

=
1

.  (4.19)

Учитывая выражение ii R×= wu , получим

www z

n

i
iiii

n

i
z JRmRmL === åå

== 1

22

1
,  (4.20)

где å
=

=
n

i
iiz RmJ

1

2  – момент инерции твердого тела относительно оси Z .

Уравнение (4.20) можно записать в векторной форме
®®

×= wZZ JL .  (4.20 а)

Таким образом, вектор момента импульса
®

zL  твердого тела
относительно неподвижной оси равен произведению момента
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инерции zJ  тела относительно той же оси на вектор
®

w  угловой
скорости его вращения.

Из сравнения выражения (4.20 а) для момента импульса тела при
вращательном движении и выражения (2.25) для импульса тела при

поступательном движении ( cmp
®®

×= u ) видно, что связь между кине-
матическими и динамическими характеристиками этих движений оди-
накова.

Продифференцировав по времени выражение для момента импульса
тела (4. 20 а), считая constJZ = , и учитывая (4.15 а), получим

=×==
®

®®

e
w

ZZ
Z J

dt
dJ

dt
Ld ®

внешн
ZM .  (4.21)

Это еще одна форма записи основного уравнения динамики
вращательного движения твердого тела относительно неподвиж-

ной оси: производная по времени от момента импульса
®

ZL  твердо-
го тела относительно оси вращения равна моменту внешних сил

®
внешн
ZM ,  действующих на тело, относительно той же оси.

Она аналогична основному уравнению динамики поступательно-

го движения твердого тела
®

®

= внешнF
dt

pd
.

Уравнение (4. 21) можно записать в виде

tdMLd внешн
ZZ ×=
®®

,     (4.22)

где tdM внешн
Z ×
®

 – импульс момента внешних сил.
Следовательно, изменение момента импульса вращающегося

тела происходит под действием импульса момента внешних сил,
действующих на него.

Момент импульса относится к важнейшим понятиям современ-
ной физики. Им обладают не только движущиеся макроскопические
тела и системы, но также и отдельные атомы, атомные ядра и элемен-
тарные частицы, причем последние и построенные из них системы
(например, атомные ядра) могут иметь моменты импульса, не связан-
ные с движением этих частиц в пространстве и называемые их спинами.
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4.6.  Закон сохранения момента импульса

В замкнутой системе момент внешних сил
®
внешн
ZM  всегда равен

нулю. Поэтому из основного закона динамики вращательного движе-
ния тела (4.21) следует, что

0=

®

dt
Ld Z

и .constLZ =
®

                 (4.23)

Это выражение представляет собой закон сохранения момента
импульса: момент импульса замкнутой системы относительно
неподвижной оси сохраняется, т. е. не изменяется с течением
времени.

Поскольку
®®

×= wZZ JL , то для замкнутых систем

.constJ Z =×
®

w (4.24)
Если система не замкнута, но момент всех внешних сил, дейст-

вующих на систему относительно какой-либо неподвижной оси, равен
нулю, то момент импульса системы относительно  этой оси  также не
изменяется с течением времени.

Из (4.24) следует, что произведение constJZ =×
®

w . Это значит,

что если момент инерции тела не изменяется ( constJZ = ), то тело

вращается с постоянной скоростью ( const=w ). Если величина ZJ
изменяется, то и величина w  должна изменяться так, чтобы произве-
дение w×ZJ  не менялось, т. е. если момент инерции тела ZJ  увели-
чивается, то угловая скорость его вращения w  должна уменьшаться и
наоборот. В этом случае перемещение масс в теле, которое создает
изменение его момента инерции ZJ , должно происходить под дейст-
вием внутренних сил.

Качественным подтверждением закона сохранения момента им-
пульса может служить опыт со скамьей Жуковского, которая пред-
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ставляет собой горизонтальную площадку, имеющую форму круга и
свободно вращающуюся без трения вокруг вертикальной оси 1OO .

Человек с гантелями в руках стоит в
центре скамьи (рис. 4.9). Момент внешних
сил равен нулю (моментом сил трения
можно пренебречь, т. к. они не велики и
приложены вблизи центра скамьи, центр
тяжести системы человек – площадка ле-
жит на оси вращения и вращающего мо-
мента не создает).  Скамью приводят во
вращение с угловой скоростью w , когда
человек держит гантели на вытянутых в
стороны руках. Если он поднесет гантели
к груди, то скорость вращения скамьи
заметно возрастет, при разведении рук
вновь уменьшится. Изменяя положение
рук, человек меняет момент инерции сво-
его тела.

Изменением угловой скорости вращения человека при изменении
его момента инерции широко пользуются в балете, акробатике, фигур-
ном катании. Фигурист на коньках для сообщения своему телу быст-
рого вращения при начальном толчке отбрасывает в стороны руки и
ногу, а затем приближает руки к телу и сближает ноги.

Рис. 4. 10

Из закона сохранения момента импульса
следует, что внутренние силы не могут изме-
нить момент импульса тела или системы тел.
Однако,  внутренние силы могут вызвать вра-
щение частей внутри системы. Если какая-то
часть системы придет во вращение в одном
направлении, то другая, эквивалентная ей
часть, начнет вращаться в противоположном
направлении так, чтобы суммарный момент
импульса системы не изменился.

Подтверждением этому служит следую-
щий опыт. Пусть человек стоит на неподвиж-
ной скамье Жуковского и держит над головой
насажанное на палку велосипедное колесо,
которое также неподвижно (рис. 4.10). Момент
импульса этой системы относительно оси вра-
щения равен нулю. Если привести колесо

Рис. 4. 9
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во вращение, то скамья начнет вращаться в противоположную сторо-
ну. Момент импульса системы по-прежнему равен нулю. Если повер-
нуть палку с вращающимся колесом вниз, то направление вращения
скамьи изменится на противоположное.

К.Э. Циолковский предложил способ управления ориентацией
ракеты, основываясь на законе сохранения  момента   импульса.    На

Рис. 4.11

космическом корабле установлены
3 маховика с  взаимно перпендикуляр-
ными осями вращения (рис. 4.11). Ма-
ховики и тело космического корабля
образуют систему, момент импульса
которой равен нулю. Если начать вра-
щать один из маховиков, то для того,
чтобы момент импульса системы остал-
ся неизменным, корабль должен прийти
во вращение вокруг оси, совпадающей с
осью маховика или параллельной ей, но
в противоположном направлении.

Из закона сохранения момента импульса (4.24) следует, что в
замкнутых системах сохраняется не только величина момента импуль-
са, но и направление оси вращения. Это утверждение можно проде-
монстрировать с помощью гироскопа – однородного массивного сим-
метричного тела, вращающегося с большой угловой скоростью вокруг
одной из свободных осей симметрии (рис. 4.12).

В состоянии, когда центр
масс системы, состоящей из ги-
роскопа G , его электродвигате-
ля D  и груза B , совпадает с

центром шарнира O ,  ось вра-
щения горизонтальна. Такое
направление оси Z сохранится
даже при вращении подставки,
на которой установлен гиро-
скоп. В соответствии с (4.20 a)

направление вектора ZL
®

 совпа-
дает с  направлением вектора

Рис.  4. 12
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®

w  (вдоль оси Z  по правилу буравчика). Если груз B  передвинуть на
какое-то расстояние l  влево, то центр масс сместится, ось вращения, а,

следовательно, и вектор ZL
®

 повернутся (это положение показано на

рисунке).  Кроме того,  в соответствии с (4.  1)  сила тяжести груза
®

P

создаст момент силы
®
внешнM  относительно шарнира O

úû
ù

êë
é=

®®

PM внешн l .

Направление вектора
®
внешнM  указано на рисунке, он перпенди-

кулярен вектору
®

ZL . Под действием
®
внешнM  за время dt  система

получит приращение момента импульса
®®

×= dtMLd внешн , направле-

ние которого совпадает с направлением вектора
®
внешнM  – перпенди-

кулярно вектору
®

ZL . Появление вектора
®

Ld  вызовет изменение по-

ложения вектора
®

ZL  (
®

1
ZL ), а, следовательно, и оси вращения гиро-

скопа. Так как момент силы
®
внешнM  действует постоянно и направ-

лен все время перпендикулярно моменту импульса, то ось гироскопа
будет совершать вращательное движение вокруг вертикальной оси,

проходящей через шарнир O  с угловой скоростью пw . Вращение оси
гироскопа под действием внешних сил называется прецессией. Если
груз B  передвинуть вправо, то прецессия гироскопа будет наблюдать-
ся в противоположном направлении.
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Таблица 4.2
Поступательное движение Вращательное движение

Масса m Момент
инерции å

=

×=
n

i
ii RmJ

1

2

Сила ®

F
Момент силы

úû
ù

êë
é=

®®®

FrM ; lFM ×=

úû
ù

êë
é=

®®®

tFRM z ;

RFM z ×= t
Импульс ®

=

®

×=å ii

n

i
mp u

1

cmp
®®

×= u

Момент им-
пульса

úû
ù

êë
é=

®®

=

®

å ii

n

i
prL

1

úû
ù

êë
é=

®®

=

®

å ii

n

i
z pRL

1
;

®®

×= wzz JL
Основное
уравнение
динамики

m
Fa

внешн
®

®

=

dt
pdF внешн

®
®

=

Основное
уравнение
динамики

z

внешн
z

J
M

®
®

=e

dt
LdM zвнешн

z

®
®

=

Работа dSFA S ×=d Работа jd dMA z ×=
Кинетическая
энергия

2

2u×
=

mEк

Кинетическая
энергия

2

2w×
= z

к
JE

В табл. 4.2 приведены основные величины и уравнения, опреде-
ляющие поступательное движение тела и его вращение вокруг непод-
вижной оси.
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4.7. Законы сохранения в механике и их связь с симметрией
пространства и времени

Для замкнутых систем неизменными являются три физические
величины – импульс, энергия и момент импульса. В соответствии с
этим имеют место три закона сохранения: закон сохранения импульса,
закон сохранения энергии и закон сохранения момента импульса. Это
фундаментальные законы физики. Они выполняются не только в рам-
ках классической механики Ньютона, но и в релятивистской и кванто-
вой механике, т. е. имеют универсальный характер.

Согласно современным представлениям законы сохранения тесно
связаны с основными свойствами симметрии пространства и времени.
Закон сохранения импульса является следствием однородности
пространства. Она заключается в том, что при параллельном переносе
в пространстве замкнутой системы тел как целого, ее физические
свойства и законы движения не изменяются, т. е. не зависят от выбора
положения начала координат инерциальной системы отсчета.

В основе закона сохранения энергии лежит однородность
времени, т. е. равнозначность всех моментов времени. Это означает,
что механические свойства системы при постоянстве значений коор-
динат и скоростей частиц не изменяются при замене момента времени

1t  моментом времени 2t . После такой замены координаты скорости

частиц в любой момент времени tt +2  имеют точно такие же значе-

ния, какие они имели бы в момент времени .tt +1

Закон сохранения момента импульса является следствием
изотропности пространства, т. е. одинаковости свойств пространства
по всем направлениям. Поворот замкнутой системы как целого не из-
меняет ее механических свойств.
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Глава V
ЭЛЕМЕНТЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД

Гидродинамика – раздел механики, в котором изучаются законы
движения жидкой среды и взаимодействия ее с телами, обтекаемыми
этой средой.

В гидродинамике используется модель идеальной жидкости (не-
сжимаемой и невязкой). Ее плотность всюду одинакова и не меняется
со временем, сопротивление между движущимися слоями отсутствует.
Движение жидкости называется течением, а совокупность движущих-
ся частиц – потоком. Жидкость рассматривают как сплошную среду,
непрерывно распределенную в пределах потока. При этом под части-
цей среды понимают физически малый элемент объема этой среды,
размеры которого во много раз больше межмолекулярных расстояний,
но в то же время настолько малы,  что в пределах этого элемента все
параметры потока (скорость течения, давление и др.) можно считать
одинаковыми.

Графически движение жидкости изображается с помощью линий
тока –  кривых,  касательные к которым в каждой точке совпадают по
направлению с вектором скорости жидкости в данный момент времени
(рис. 5.1).

Линии тока прово-
дят так,  чтобы их густо-
та была больше там, где
скорость течения жид-
кости больше, и меньше
там, где жидкость течет
медленнее. Линии тока
можно сделать видимы-

ми, например, подмешав в жидкость какие-либо заметные взвешенные
частицы.

Часть жидкости, ограниченную линиями тока, называют трубкой

тока. Поскольку вектор
®

u  направлен по касательной к линии тока в
каждой ее точке,  он будет касательным и к поверхности трубки тока.
Следовательно, частицы при своем движении не пересекают стенок
трубки тока. Течение жидкости называется установившимся (или
стационарным), если вид и расположение линий тока со временем не
изменяются.

Рис. 5. 1
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5.1. Уравнение неразрывности струи

Рис. 5. 2

Рассмотрим какую-
либо трубку тока. Выде-
лим два ее сечения 1S  и

2S , перпендикулярные
направлению в них скоро-

стей
®

1u  и
®

2u  (рис. 5.2).

За время tD  частицы пройдут пути tD×1u  и tD×2u . Следовательно,
через эти сечения протекут объемы жидкости

tSиtS D××D×× 2211 uu .
Если жидкость несжимаема, то эти объемы одинаковы, поэтому

cost.или SSS =××=× uuu 2211           (5.1)
Полученное соотношение называется уравнением неразрывности

струи: для несжимаемой жидкости в любом сечении одной и той
же трубки тока произведение u×S   должно быть одинаковым.

В соответствии с (5.1) в тех местах трубки, где ее сечение мень-
ше, скорость течения жидкости больше, и наоборот.

5.2. Уравнение Бернулли
В идеальной жидкости, стационарно текущей слева направо, вы-

делим трубку тока малого сечения (рис. 5.3). Рассмотрим объем жид-
кости, ограниченный стенками трубки тока и сечениями 1S  и 2S ,
перпендикулярными к линиям тока. За время tD  этот объем перемес-
тится вдоль трубки тока, причем сечение 1S  переместится на расстоя-

ние tl D×= 11 u , а сечение 2S  – на расстояние tl D×= 22 u .

Рис. 5. 3
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В силу неразрывности струи (5. 1) заштрихованные объемы будут
иметь одинаковую величину tStSV D=D=D 2211 uu  и поэтому
масса m  жидкости, входящей за это время в трубку тока
( Vm D= r ), равна массе жидкости, выходящей из нее.

Полная энергия этой массы жидкости во входном и выходном сечени-

ях равна соответственно =1E +
2

2
1um

1mgh   и =2E +
2

2
2um

2mgh .

Между сечениями аккумуляции энергии нет. Поэтому изменение
энергии жидкости при переходе от одного сечения к другому

=DE +
2

2
2um

-2mgh -
2

2
1um

1mgh                       (5.2)

равно работе A , совершаемой силами давления 111 SpF =  и

222 SpF =  на сечения 1S  и 2S  со стороны слоев жидкости, находя-

щихся слева от 1S  и справа от 2S :

VpplSplSpA D-=-= )( 21222111 .                    (5.3)

Второе слагаемое отрицательно, т. к. сила давления 2F  направ-

лена в сторону, противоположную смещению 2l . Приравняв выраже-
ния для ED  и A , выразив массу жидкости m  через плотность r

( Vm D= r ), сократив на VD  и перенеся члены с одинаковыми ин-
дексами в одну часть равенства, получим:

22

2
2

11

2
1

22
phgphg ++=++ r

ur
r

ur .           (5.4)

Так как сечения выбирались произвольно, то можно записать

.
2

2

constPhg =++
×

r
ur              (5.5)

Это основной закон гидродинамики, который называется также
уравнением Бернулли. Как видно из вывода, оно является выражени-
ем закона сохранения энергии применительно к установившемуся те-
чению идеальной жидкости.

В законе (5.5) все слагаемые имеют размерность давления. Вели-

чина p  называется статическим давлением, величина
2

2ur ×
 – ди-
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намическим давлением, величина hgr  представляет собой гидроста-
тическое или весовое давление, а их сумма называется полным давле-
нием. Поэтому уравнение Бернулли можно сформулировать так: при
стационарном течении идеальной жидкости во всех сечениях
трубки тока полное давление одинаково.

Применим уравнение (5. 5) к двум частным случаям:
1) горизонтальному течению жидкости;
2) истечению жидкости из отверстия.

5.2.1. Горизонтальное течение жидкости
При горизонтальном течении жидкости (например, в горизонталь-

ной трубе) consth = , поэтому уравнение Бернулли приобретает вид

,
2

2

constp =+
×ur

                                            (5.6)

Рис. 5. 4

т. е. при горизонтальном
течении жидкости в
отсутствии трения
сумма динамического и
статического давлений
одинакова во всех сече-
ниях трубки тока.

Из полученного урав-
нения и уравнения нераз-
рывности струи (5.1) сле-
дует, что в местах сужения
горизонтальной трубы

скорость течения жидкости больше ( 21 uu >  на рис.  5.4),  а статиче-
ское давление меньше. Это можно продемонстрировать, установив
вдоль трубы ряд манометров. Статическое давление измеряют мано-
метрами A  и B, нижние срезы которых параллельны линиям тока. В
манометрической трубке A , прикрепленной к узкой части трубы, уро-
вень жидкости ниже, чем в трубке B, прикрепленной к широкой части
трубы.

Срез измерительной трубки C  (трубки Пито) обращен навстречу
потоку. При входе частиц жидкости в отверстие возникает сила тормо-
жения, и трубка показывает большее давление – сумму статиче-
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ского и динамического давлений. Разность уровней в трубках B  и C
( HD ) определяет динамическое давление:

2

2ur
r =D=D Hgp , (5.7)

откуда можно вычислить скорость потока

HgD= 2u . (5.8)

5.2.2. Истечение жидкости из отверстия
Применим уравнение Бернулли к случаю истечения жидкости из

небольшого отверстия в широком открытом сосуде. Выделим в жидко-
сти трубку тока, одним сечением которой является ее открытая поверх-
ность, а другим – отверстие, через которое она вытекает (рис. 5.5).

Внешнее давление p  в
обоих сечениях одинаково
(равно атмосферному давле-
нию). Поскольку сечение
открытой поверхности 1S
много больше сечения отвер-
стия 2S  ( 1S >> 2S ),  то в
соответствии с уравнением
неразрывности струи (5.1)
скорость 1u  перемещения
открытой поверхности
жидкости настолько мала,
что ею можно пренебречь.

Поэтому уравнение Бернулли (5.5) имеет вид

2

2
2

1 2
hghg r

ur
r += , откуда hg22

2
2 ==uu ,

где 21 hhh -=  – высота открытой поверхности жидкости над отвер-

стием в сосуде; 2uu = .
Тогда формулу для скорости истечения жидкости из отверстия,

которая  называется формулой Торричелли, можно записать так:

hg2=u .             (5.9)

Рис. 5. 5
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Она справедлива как для боковых, так и для донных отверстий и
не зависит от угла наклона выходного отверстия. Для реальных жид-
костей скорость истечения будет меньше, причем, чем больше вяз-
кость жидкости, тем это различие будет больше.

Из формулы видно,  что скорость истечения жидкости из малого
отверстия, находящегося на глубине h  под открытой поверхностью,
совпадает со скоростью, которую приобретает любое тело, свободно
падая с высоты h .

Струя жидкости, вытекающая из отверстия в сосуде, уносит с со-
бой импульс

®®®

×D×××=×D=D uuru tSmp , (5.10)
где mD  – масса вытекшей жидкости; r  –  плотность жидкости; S  –

площадь сечения отверстия;
®

u  – скорость струи; tD  – время истечения.
Этот импульс со-

общается вытекающей
жидкости сосудом. По
третьему закону Ньюто-
на сосуд получает от
жидкости импульс

®

D- р ,  т.  е.  испытывает
действие силы

®
®

®

-=
D
D

-= uur S
t
pF p ,                  (5.11)

которая называется реакцией вытекающей струи. Если сосуд поста-

вить на тележку, то под действием pF
®

 тележка с сосудом начнет дви-
гаться в направлении, противоположном движению струи (рис. 5.6).

Найдем значение силы реакции, воспользовавшись выражением
(5.9), для скорости истечения жидкости из отверстия

.22 ShgSFр ×××== rur
Если отверстие закрыть пробкой, то сила гидростатического дав-

ления на нее будет равна Shg ×××r . Сила рF  оказывается в 2 раза

Рис.5.6
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большей. Это объясняется тем, что движение жидкости, возникающее
при вытекании струи, приводит к перераспределению давления, при-
чем вблизи стенки, лежащей против отверстия, давление оказывается
несколько большим, чем вблизи стенки, в которой сделано отверстие.

Движение, возникающее в результате реакции вытекающей струи
жидкости или газа, называется реактивным. Этот термин обычно
применяют только к движению ракет. В камере двигателя ракеты про-
исходит быстрое сгорание горючей смеси («топлива»). Образующиеся
при этом горючие газы с большой скоростью выбрасываются через
сопло в хвосте ракеты.  Сила реакции этой вытекающей струи газов
сообщает ракете ускорение, направленное в сторону, противополож-
ную струе.

5.3. Вязкость.
Вязкость – свойство реальных жидкостей оказывать сопротивле-

ние перемещению одного слоя жидкости относительно другого. При
этом между слоями возникает сила внутреннего трения, направлен-
ная по касательной к их поверхности

S
dz
dFтр ×=
uh , (5.12)

где
dz
du

 – градиент скорости, показывающий, как быстро изменяется

скорость при переходе от слоя к слою в направлении Z ; S  – площадь
соприкосновения слоев; h  – коэффициент динамической вязкости
(или просто вязкость), зависящий от природы жидкости.

В результате действия силы трения быстрые слои ускоряют мед-
ленные и, наоборот, медленные слои тормозят прилегающие к ним
быстрые слои.

Единица вязкости – сПа ×  –  вязкость среды, в которой при

ламинарном течении и градиенте скорости с модулем, равным
с
м1  на

м1 , на 21 м  поверхности касания слоев действует сила внутреннего

трения Н1  (
211

м
сНсПа ×

=× ).
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5.4.  Два режима течения жидкости
Поток вязкой жидкости (газа) может быть ламинарным или тур-

булентным. Если каждый слой жидкости скользит относительно дру-
гих слоев, не перемешиваясь с ними, то течение называется ламинар-
ным (слоистым). Если в такой поток ввести подкрашенную струйку,
то она сохраняется, не размываясь, на всей длине потока, т. к. частицы
жидкости не переходят из слоя в слой. Ламинарное течение стацио-
нарно.

При увеличении скорости потока характер течения существенно
меняется. Возникает энергичное перемешивание жидкости. Течение
называется турбулентным (вихревым). Скорости всех частиц беспо-
рядочно изменяются – течение нестационарное. Если в такой поток
ввести окрашенную струйку, то уже на небольшом расстоянии от мес-
та ее введения она равномерно распределится по всему сечению пото-
ка. Скорость, при которой происходит переход от ламинарного тече-
ния к турбулентному, называется критической.

Количественно переход от одного режима течения к другому ха-
рактеризуется числом Рейнольдса

g
u

h
ur dd ><

=
><

=Re ,  (5.13)

где
r
h

g =  – кинематическая вязкость; r  – плотность жидкости;

><u  – средняя (по сечению трубы) скорость потока; d  – характер-
ный для поперечного сечения размер, например, сторона квадрата при
квадратном сечении, радиус или диаметр при круглом сечении и т. д.

При малых значениях числа Рейнольдса ( 1000Re £ ) наблюда-
ется ламинарное течение. Переход к турбулентному течению происхо-
дит в области 2000Re1000 ££ , а при 2300Re =  (для гладких
труб) течение турбулентное.

Число Рейнольдса может служить критерием подобия для течения
жидкостей в трубах, каналах и т. д. Характер течения различных жидко-
стей (или газов)  в трубах разных сечений будет совершенно одинаков,
если каждому течению соответствует одно и то же значение Re .

5.5. Течение жидкости в круглой трубе
При движении жидкости в круглой трубе скорость слоев равна нулю

у стенок трубы и максимальна на оси. Полагая течение ламинарным, най-
дем зависимость скорости u  слоев от их расстояния r  до оси трубы.
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В соответствии с
уравнением неразрывно-
сти струи ( constS =×u )
при стационарном тече-
нии в трубе постоянно-
го сечения скорости
всех частиц жидкости
остаются неизменными.
Следовательно, сумма
внешних сил, прило-

женных к любому объему жидкости,  равна нулю.  Выделим в жидкости
воображаемый цилиндрический объем радиусом r и длиной l  (рис. 5.7).
На основания этого объема действуют силы давления, результирую-
щая которых

,)( 2
21 rppSpF iдавл p-=×=å

направлена в сторону движения жидкости.
На боковую поверхность цилиндра действует сила трения (5.12),

направленная в сторону, противоположную течению

lr
dr
dS

dr
dFтр puhuh 2=×=

(значение
dr
du

 берется на расстоянии r  от оси трубы).

Внешние силы уравновешивают друг друга:

lr
dr
drpp p
u

hp 2)( 2
21 =- .  (5.14)

Откуда
l

rpp
dr
d

h
u

2
)( 21 -=-

(
dr
d

dr
d uu

-= , т. к. скорость движения слоев убывает с увеличением

расстояния r  от оси трубы).

drr
l
pp

d
h

u
2

21 --= и Cr
l
ppr +

-
-= 221

4
)(

h
u .

Рис. 5. 7.
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Поскольку у стенок трубы скорость слоев равна нулю, то при оп-
ределении постоянной интегрирования C  следует использовать это
условие: 0=u  при Rr =  ( R  - радиус трубы). Тогда

221

4
R

l
ppC

h
-

=

и ).1(
4

)(
4

)( 2

2
2212221

R
rR

l
pprR

l
ppr -

-
=-

-
=

hh
u  (5.15)

Подставив значение скорости на оси трубы

221
0 4

)0( R
l
pp

h
uu

-
==  (5.16)

в выражение для )(ru , получим

)1()( 2

2

0 R
rr -=uu .  (5.17)

                                    Рис. 5.8 а                                         Рис. 5.8 б

Следовательно, при ламинарном течении жидкости с увеличени-
ем расстояния от оси трубы скорость слоев уменьшается по параболи-
ческому закону (рис. 5.8 а).

В каждой точке турбулентного потока скорость меняется беспоря-
дочно. При неизменных внешних условиях средняя (по времени) скорость
в каждой точке сечения трубы оказывается постоянной (рис. 5.8 б).

Вычислим поток жидкости Q  (объем жидкости, протекающий
через поперечное сечение трубы в единицу времени) при ламинарном
течении. Для этого разобьем поперечное сечение трубы на кольца
толщиной dr  (рис. 5.9). Через кольцо с внутренним радиусом r  за
секунду пройдет объем жидкости, равный произведению площади
кольца drrp2  на скорость течения в точках,  находящихся на рас-
стоянии r  от оси трубы
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,2)1( 2

2

0 drr
R
rdQ pu -=

ò ==-=
R

SRdrr
R
rQ

0
00

2
2

2

0 2
1

2
12)1( uuppu , (5.18)

где 2RS p=  — площадь сечения трубы.
Следовательно, при ламинарном течении
среднее (по сечению) значение скорости
равно половине значения скорости на оси
трубы.

Подставив выражение для 0u (5.16) в (5.18), получим

.
8

)( 4
21

l
RppQ

h
p-

=   (5.19)

Это формула Пуазейля, согласно которой поток жидкости че-
рез сечение трубы пропорционален перепаду давления на единице ее
длины, четвертой степени радиуса трубы и обратно пропорциона-
лен коэффициенту вязкости жидкости. Формула применима только
при ламинарном течении.

Рис. 5. 9
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Глава VI
КОЛЕБАНИЯ

Колебаниями называются движения или процессы, характери-
зующиеся определенной повторяемостью во времени. В зависимости
от физической природы повторяющегося процесса и «механизма» его
возбуждения различают: механические колебания (качка корабля,
волнение моря, колебания маятников, струн, частей машин и механиз-
мов, зданий, мостов и других сооружений, давления воздуха при рас-
пространении в нем звука и  т.д.); электромагнитные (колебания пе-
ременного электрического тока в цепи, колебания векторов электриче-

ской напряженности
®

E  и магнитной индукции
®

B  переменного элек-
тромагнитного поля и т.  д.); электромеханические (колебания мем-
браны телефона, диффузора электродинамического громкоговорителя
и т. д.) и др.

В зависимости от характера воздействия на колеблющуюся сис-
тему различают свободные (собственные) колебания, вынужденные
колебания, автоколебания и параметрические колебания.

Свободными или собственными называются колебания, проис-
ходящие в системе, выведенной из положения равновесия и предос-
тавленной самой себе (например, колебания маятника). Если система
подвергается воздействию внешней периодически изменяющейся си-
лы, то ее колебания называются вынужденными (например, колеба-
ния силы тока в электрической цепи, вызываемые переменной э.д.с.).
При автоколебаниях  моменты воздействия на колеблющуюся систе-
му внешних периодически изменяющихся сил задаются самой систе-
мой (например, часы, маятник которых в определенные моменты по-
лучает толчки за счет энергии поднятой гири или закрученной пружи-
ны). При параметрических колебаниях происходит периодическое
изменение какого-либо параметра системы за счет внешнего воздейст-
вия (например, изменение длины нити, к которой подвешен шарик,
совершающий колебания).

Несмотря на большое разнообразие колебательных процессов,
все они совершаются по некоторым общим закономерностям и могут
быть сведены к совокупности простейших периодических колебаний,
называемых гармоническими.

6.1. Гармонические колебания и их характеристики
Рассмотрение гармонических колебаний важно по двум причи-

нам:
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1) колебания, встречающиеся в природе, часто имеют характер,
близкий к гармоническому; 2) различные периодические процессы
(повторяющиеся через равные промежутки времени) можно предста-
вить как наложение гармонических колебаний.

Периодические колебания величины s  называются гармониче-
скими, если колеблющаяся величина изменяется со временем по зако-
ну косинуса (синуса)

)cos()( 00 aw += tAts ,     (6.1)
где A  – амплитуда колебаний – максимальное смещение точки из
положения равновесия; )( 00 aw +t  – фаза колебания в момент вре-

мени t ; 0w  – круговая (циклическая) частота; 0a  – начальная

фаза колебаний в момент времени 0=t .
Определенные состояния гармонически колеблющейся системы

повторяются через промежуток времени Т , называемый периодом ко-
лебания. За это время фаза колебания получает приращение p2 , т. е.

pawaw 2)()( 0000 ++=++ tTt ,

откуда
0

2
w
p

=T .               (6.2)

Величина, обратная периоду
T

v 1
= ,               (6.3)

называется частотой  колебаний. Она определяется числом колеба-
ний, совершаемых в единицу времени. Из (6. 2) и (6. 3), получаем

vpw 20 = .

Единица частоты – Гц  (Герц) – частота колебания, период ко-
торого равен 1с.

Первая и вторая производные по времени от гармонически ко-
леблющейся величины s  (6. 1)

)
2

(cos)(sin 000000
p

awwaww ++=+-= tAtA
td

ds
;    (6.4)

)cos()cos( 00
2
000

2
02

2

pawwaww ++=+-= tAtA
td
sd

     (6.5)

совершают гармонические колебания с той же частотой, что и s .
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Последнее уравнение, записанное как

02
02

2

=+ s
td
sd

w ,                                        (6.6)

является дифференциальным уравнением гармонических колеба-
ний. Его решение имеет вид (6. 1).

6.2. Механические гармонические колебания
Пусть материальная точка совершает прямолинейные гармони-

ческие колебания вдоль оси x  около положения равновесия, принято-
го за начало координат. Тогда для колеблющейся точки зависимости
смещения x , скорости u  и ускорения a  от времени задаются урав-
нениями, аналогичными уравнениям (6. 1), (6. 4) и (6. 5):

)cos( 00 aw += tAx ;  (6.1 а)

)
2

cos( 000
p

awwu ++== tA
dt
dx

;      (6.4 а)

)cos( 00
2
02

2

paww ++== tA
dt

xda .  (6.5 а)

Рис.  6. 1

Из уравнений видно, что ско-
рость и ускорение совершают гармо-
нические колебания с той же часто-
той 0w ,  что и x . Их амплитуды со-

ответственно равны 0wA  и 2
0wA .

Фаза скорости опережает фазу сме-

щения на
2
p

, смещение и ускорение

находятся в противофазах (рис. 6.1).
Следовательно, в моменты времени,
когда смещение точки 0=x , ско-
рость приобретает наибольшее отри-
цательное значение, ускорение равно
нулю. Когда же x  достигает макси-
мального положительного значения,
ускорение приобретает наибольшее
отрицательное значение, скорость
равна нулю.
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Конкретное колебание характеризуется определенными значе-
ниями амплитуды A  и начальной фазы 0a , которые могут быть оп-

ределены из начальных условий, т. е. по значениям 0x  и 0u  в началь-
ный момент времени.

При 0=t 0cosaAxo = ; 000 sinawu A-= ,

откуда
A
x0

0cos =a  и
0

0
0sin

w
u

a
A

-= ;
00

0

0

0
0 cos

sin
w
u

a
a

a
x

tg -== ;  (6.7)

1cossin 0
2

0
2 =+ aa ,  поэтому 12

0
2

2
0

2

2
0 =+

w
u

AA
x ; 1)(1

2
0

2
02

02 =+
w
ux

A
,

2
0

2
02

0 w
u

+= xA . (6.8)

6.3. Энергия материальной точки, совершающей гармонические
колебания

При гармонических колебаниях смещение точки из положения
равновесия и ускорение изменяются со временем по закону косинуса

)cos( 00 aw += tAx и

xtAa 2
000

2
0 )cos( waww -=+-= .

Следовательно, на материальную точку массой m  действует сила
xmamF 2

0w-=×= , (6.9)
пропорциональная смещению x и направленная в сторону, проти-
воположную смещению, т. е. к положению равновесия. Она называет-
ся квазиупругой силой.

Квазиупругая сила является консервативной, поэтому при гармони-
ческих колебаниях нет перехода энергии механического движения в дру-
гие виды энергии – кинетическая энергия kE  переходит в потенциальную

пE  и обратно. Полная энергия системы остается постоянной.
Кинетическая, потенциальная и полная энергии материальной

точки, совершающей прямолинейные гармонические колебания, равны

)(sin
22 00

2
2
0

22

aw
wu

+== tAmmEk ;          (6.10)
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ò +==×-=
x

xп tAmxmdxFE
0

00
2

22
022

0 )(cos
22

1
aw

w
w ;     (6.11)

constAmEEEEE пkпк ====+=
2

2
0

2

maxmax

w
.     (6.12)

Учитывая (6. 12) и выражая a2sin  и a2cos  через a2cos

(
2

2cos1sin 2 a
a

-
=  и

2
2cos1cos2 a

a
+

= ), (6.10) и (6.11) мож-

но записать в виде

))(2cos1(
2

)(sin 0000
2 awaw +-=+= tEtEEk ;     (6.10 а)

))(2cos1(
2

)(cos 0000
2 awaw ++=+= tEtEEп .    (6.11 a)

Рис. 6. 2

Следовательно, кинетиче-
ская и потенциальная энергия
материальной точки периодиче-
ски изменяются от 0  до E , со-
вершая гармонические колебания
с циклической частотой 02w  и

амплитудой
2
E  около среднего

значения, равного
2
E . Сдвиг фаз

между этими колебаниями со-
ставляет p  (рис. 6.2).

Проанализируем графики. Точка, выведенная из положения рав-
новесия O  на расстояние Ax = , обладает только потенциальной
энергией пEE = , она неподвижна, поэтому ее кинетическая энергия
равна нулю. Предоставленная самой себе под действием квазиупругой
силы точка начинает ускоренно двигаться к положению равновесия,
поэтому ее кинетическая возрастает, а потенциальная энергия убывает.
В положении равновесия ( 0=x ) вся потенциальная энергия точки
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переходит в кинетическую ( 0, == пк EEE ). Положение O  точка
проходит по инерции и дальше движется замедленно. Ее кинетическая
энергия убывает, а потенциальная, наоборот, возрастает. На расстоянии

Ax -=  вся кинетическая энергия переходит в потенциальную, точка
останавливается и затем начинает движение в противоположную сторону.
Полная энергия системы в течение всего времени движения остается по-
стоянной  (6.12).

6.4. Гармонический осциллятор
Гармоническим осциллятором называется система, закон движе-

ния которой описывается уравнением вида (6.6)

02
02

2

=+ s
td
sd

w .

Колебания гармонического осциллятора являются важным при-
мером периодического движения и служат точной или приближенной
моделью во многих задачах классической и квантовой физики. Приме-
рами гармонического осциллятора являются пружинный, физический
и математический маятники, колебательный контур (при малых токах
и напряжениях).

6.4.1. Пружинный маятник
Пружинный маят-

ник состоит из шарика
массой m , подвешенного
на невесомой пружине
(рис. 6.3). В положении
равновесия сила тяжести
шарика mg  уравновеши-
вается силой упругости
пружины:

,lD= kmg
где k  – коэффициент же-
сткости пружины, lD  –  ее
удлинение. Если сместить

шарик из равновесного положения на расстояние x ,  то на него будет
действовать сила )( xlkmgF +D-= ,  или с учетом предыдущего
выражения

Рис. 6. 3



Л.Б. Сулеева

92

kxF -= .
Эта сила является квазиупругой. Поэтому закон движения маят-

ника имеет вид

kx
td
xdm -=× 2

2

 или x
m
k

td
xd

-=2

2

.           (6.13)

Сравнивая это уравнение с законом движения гармонического
осциллятора (6. 6), можно сделать вывод, что пружинный маятник со-
вершает гармонические колебания по закону )cos( 00 aw += tAx
с циклической частотой и периодом

m
k

=0w        и
k
mT p

w
p 22

0

== .       (6.14)

6.4.2. Физический маятник
Физическим маятником называется твердое тело, совершающее

колебания под действием силы тяжести вокруг горизонтальной оси 0,
не проходящей через его центр масс C  (рис. 6.4).

Расстояние ОС, равное l , называется длиной физического ма-
ятника. При отклонении маятника на угол a  от положения равнове-

сия составляющая силы тяжести t

®

F  создает момент силы
at sinll mgFM -=×-= , который стремится вернуть его в исход-

ное положение. Момент силы M  направлен в сторону, противопо-
ложную смещению, поэтому в формуле стоит знак «минус».

При малых углах отклонения aa »sin , поэтому .algmM -=
Подставив полученное выражение для M  в основной закон динамики
вращательного движения MJ =e , получим

a
a lgm

dt
dJ -=2

2

      или ,02
02

2

=+ aw
a

dt
d

          (6.15)

где J  – момент инерции маятника относительно горизонтальной оси,
проходящей через точку O .
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Это уравнение по виду сов-
падает с законом движения гар-
монического осциллятора (6.6).
Следовательно, угол отклонения
a  изменяется гармонически с
циклической частотой и перио-
дом

пр

g
J

mg
l

l
==0w ,

p
w
p 22

0

==T
g
прl

,       (6.16)

где длина
l

l
m
J

пр =                                          (6.17)

называется приведенной длиной физического маятника.
Сравним приведенную длину прl  с длиной маятника l . Для это-

го момент инерции маятника J  в формуле для прl  выразим через

момент инерции CJ  маятника относительно горизонтальной оси, про-
ходящей через его центр масс, воспользовавшись теоремой Штейнера
( 2lmJJ C += ).

Из (6.17) получаем l
ll

l
l +=

+
=

m
J

m
mJ cc

пр

2

,                    (6.18)

откуда
l

ll
m
JC

пр =- .                                          (6.19)

Величины l,, mJC  всегда положительны, поэтому ll >пр . Точка
1O  (рис. 6.4), лежащая на продолжении прямой ОС на расстоянии прl

от оси вращения 0, называется центром качания физического маят-
ника.  Если перевернуть маятник и заставить его колебаться вокруг
горизонтальной оси, проходящей через центр качания 1O , то его при-

Рис. 6. 4
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веденная длина 1
прl  по аналогии будет равна

)(
)( 2

1

ll

ll
l

-

-+
=

пр

прC
пр m

mJ
.

Подставив (6. 19) в последнее выражение

l
l

l
l

l

ll
m
J

J
m
JJ

m
Jm

m
JmJ

C

C

C
C

C

C
C

пр +=
+

=
+

=
)( 2

2

22

2

1

и сравнив его с (6.18), получим .1
прпр ll =            (6.20)

Из равенства приведенных длин в соответствии с (6.16) следует ра-
венство периодов колебаний ( 1TT = ). Физический маятник, центр кача-
ний которого расположен в пределах колеблющегося тела, называется обо-
ротным. Его можно подвешивать в любой из точек О  и 1O , расположен-
ных по обе стороны от центра масс C  на расстояниях l  и 1l .

6.4.3. Математический маятник
Математическим маятником называется материальная точка,

подвешенная на невесомой и нерастяжимой нити. На практике мате-
матическим маятником можно считать тяжелое тело, подвешенное на
легкой нити, длина которой во много раз больше линейных размеров

тела (рис. 6.5).
Если отклонить маятник от положе-

ния равновесия так, чтобы нить составляла
небольшой угол a  с вертикалью, и затем
отпустить,  то он начнет колебаться в вер-
тикальной плоскости под действием со-

ставляющей силы тяжести 1
®

F .
Математический маятник можно

рассматривать как частный случай физи-
ческого маятника. Поэтому если в фор-
мулу (6.16) для периода колебаний физи-
ческого маятникаРис. 6. 5
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==
lmg

JT p2 g
прl

p2

подставить момент инерции J  математического маятника (матери-
альной точки) относительно горизонтальной оси, проходящей через

точку O  (
2lmJ = ), то получим формулу для периода колебаний

математического маятника

,22
2

gmg
mT l

l

l pp ==                         (6.21)

где l  – длина математического маятника.
Из сопоставления формул (6.16) и (6.21) получается, что матема-

тический маятник длиной
l

l
m
J

пр = будет  иметь такой же период,

что и данный физический маятник. Поэтому приведенная длина фи-
зического маятника – это длина такого математического маятник,
период колебаний которого совпадает с периодом колебаний данного
физического маятника.

6.5. Представление гармонических колебаний с помощью
вращающегося вектора амплитуды

Гармонические колебания, описываемые уравнением
)cos( 00 aw += tAx , можно представить с помощью вращающего-

ся вектора амплитуды.
Из точки 0, взятой на оси x , под уг-

лом 0a , равным начальной фазе колеба-
ния, отложим вектор длиной А, равной
амплитуде колебания   (рис. 6.6). Если
привести этот вектор во вращение против
движения часовой стрелки с угловой ско-
ростью 0w ,  то проекция его конца будет

перемещаться по оси x  в пределах от A
до A- , причем координата проекции
будет со временем изменяться по закону
равной амплитуде колебания  (рис. 6.6).
Если привести этот вектор во вращение

Рис. 6. 6
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против движения часовой стрелки с угловой скоростью 0w , то проек-

ция его конца будет перемещаться по оси x  в пределах от A  до A- ,
причем координата проекции будет со временем изменяться по закону
гармонических колебаний. Схема, полученная таким способом, назы-
вается векторной диаграммой. Представлением гармонических коле-
баний с помощью вращающихся векторов широко пользуются при
сложении колебаний.

Если система одновременно участвует в нескольких колебатель-
ных процессах, то под сложением колебаний понимают нахождение
закона, описывающего результирующий колебательный процесс.

6.5.1 Сложение гармонических колебаний одного направления и
одной частоты

Для сложения двух колебаний одного направления и одной частоты
)(cos 1011 aw += tAx    и )(cos 2022 aw += tAx

используем метод вращающегося вектора амплитуды. Из точки 0, взя-
той на оси x  (рис. 6.7), отложим два вектора: первый вектор под уг-
лом 1a  длиной 1A , которые равны начальной фазе и амплитуде пер-

вого колебания и второй вектор под углом 2a  длиной 2A , которые
равны начальной фазе и амплитуде второго колебания.

Результирующий вектор
®

A  является диагональю па-
раллелограмма, построенного

на векторах 1
®

A  и 2
®

A ,  как на
сторонах. Длина диагонали и
tg  угла ее наклона к оси x
определяются выражениями:

),cos(2 1221
2
2

2
1

2 aa -++= AAAAA

2211

2211

21

21

coscos
sinsin

aa
aa

a
AA
AA

xx
yytg

+
+

=
+
+

= .

Уравнение результирующего колебания имеет вид
)cos( 0 aw += tAx .           (6.22)

Рис.  6. 7
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Следовательно, сумма двух гармонических колебаний одного на-
правления и одной частоты представляет собой тоже гармоническое
колебание, совершающееся в том же направлении и с той же частотой,
что и складываемые колебания. Его амплитуда зависит от разности
начальных фаз ( )12 aa -  складываемых колебаний:

1) ,2)( 12 paa n±=-  где ( ....),3,2,1,0=n тогда, 21 AAA += ;

2) ,)12()( 12 paa +±=- n  где ...),3,2,1,0( =n тогда 21 AAA -= .

6.5.2. Сложение гармонических колебаний с близкими частотами
Биениями называются периодические изменения амплитуды ко-

лебания, возникающего при сложении двух колебаний с близкими час-
тотами.

Пусть амплитуды складываемых колебаний равны A , а частоты
w  и ww D+ , причем ww <<D .  Для простоты начало отсчета вы-
брано так, чтобы начальные фазы обоих колебаний были равны нулю:

Рис. 6. 8

tAx wcos1 =     и tAx )(cos2 ww D+= .
Результирующее колебание (рис. 6. 8)

ttAx w
w cos)
2

cos2( ×
D

=                               (6.23)

является гармоническим колебанием с частотой w , и амплитудой,

изменяющейся по закону tАAб 2
cos2

wD
= . Период биений

w
p

D
=

2
бT .
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6.5.3. Сложение взаимно перпендикулярных колебаний оди-
наковой частоты

Пусть два гармонических колебания одинаковой частоты w  про-
исходят во взаимно перпендикулярных направлениях вдоль осей x  и
y .  Для простоты начало отсчета выберем так,  чтобы начальная фаза

первого колебания была равна нулю:
)(cos,cos 21 aww +== tAytAx .      (6.24)

Откуда t
A
x

wcos
1

= , =+= )(cos
2

aw t
A
y awaw sinsincoscos ×-× tt .

Заменяя во втором уравнении twcos  на
1A

x  и twsin  на

2

1

1 )
A
x(- , после несложных преобразований получим уравнение эл-

липса, произвольно расположенного относительно координатных осей:

aa 2
2
2

2

21
2

1

2

sincos2
=+-

A
y

AA
yx

A
x

.  (6.25)

Такие колебания называются эллиптически поляризованными.
Ориентация осей эллипса и его размеры зависят от амплитуд

складываемых колебаний и разности фаз a . Рассмотрим некоторые
частные случаи:

1) Если ,....)2,1,0( ±±== mmpa , то эллипс вырождает-

ся в отрезок прямой x
A
Ay

1

2±= ,  где знак плюс соответствует нулю

и четным значениям m  (рис. 6.9 а), а знак минус – нечетным значени-
ям m  (рис.6.9 б).

                              а)                  Рис. 6.9                           б)
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Результирующее колебание является гармоническим колебанием
с частотой w  и амплитудой 2

2
2

1 AA + , совершающимся вдоль пря-

мой, составляющей с осью x  угол )cos(
1

2 pa m
A
Atgarc= . Такие коле-

бания называются линейно поляризованными колебаниями.

2) Если ,....)2,1,0(
2

)12( ±±=+= mm p
a , то уравнение траек-

тории принимает вид 12
2

2

2
1

2

=+
A
y

A
x

.

Рис.  6.10

Это уравнение эллипса, оси которого
совпадают с осями координат, а полуоси
равны соответственно амплитудам 1A  и

2A  (рис. 6.10). Если 21 AA = , то эллипс
вырождается в окружность. Такие колеба-
ния называются циркулярно поляризо-
ванными колебаниями или колебания-
ми, поляризованными по кругу.

Если частоты складываемых взаимно перпендикулярных колеба-
ний различны, то замкнутые траектории результирующих колебаний
довольно сложны. Вид этих кривых, которые называются фигурами
Лиссажу, зависит от соотношения амплитуд, частот и разности фаз
складываемых колебаний

6.6. Затухающие колебания
Затуханием колебаний называется постепенное их ослабление с

течением времени, обусловленное потерей энергии колебательной сис-
темой.

Затухание механических колебаний вызывается главным образом
трением. Затухание в электрических колебательных системах вызыва-
ется тепловыми потерями на излучение электромагнитных волн, а
также тепловыми потерями в диэлектриках и ферромагнетиках вслед-
ствие электрического и магнитного гистерезиса. Закон затухания коле-
баний определяется свойствами колебательных систем.

В вязкой среде кроме квазиупругой силы kxF -=  на колеблю-
щуюся механическую систему действует еще сила сопротивления rF .
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Она пропорциональна скорости u  движения тела и противоположна
ей по направлению. При малых скоростях движения эта зависимость
линейная

urFr -= ,                                               (6.26)
где r  – коэффициент сопротивления. Если параметры, определяющие
физические свойства системы, в ходе процесса не изменяются, то
дифференциальное уравнение ее свободных затухающих колебаний
задается в виде

urkxma --=        или 02

2

=++ xk
td

dxr
td
xdm      (6.27)

или 02 2
02

2

=++ x
td

dx
td
xd

wd ,                    (6.28)

где
m
k

=0w  – циклическая частота свободных незатухающих

колебаний той же системы (при 0=d ),
m
r

2
=d  – коэффициент

затухания.
Для любой величины s , совершающей гармонические колеба-

ния, уравнение (6.28) будет иметь вид

02 2
02

2

=++ s
td

ds
td
sd

wd . (6.28 а)

В случае малых затуханий ( 0wd << ) решением уравнения
(6.28) является функция

)cos(0 awd += - teAx t ,                 (6.29)
график которой приведен на рис. 6. 11 сплошной линией.

Амплитуда колебаний
teAA d-= 0  показана пунктиром. Она

уменьшается со временем по экспоненциальному закону. Промежуток

времени
d

t
1

= ,  в течение которого амплитуда уменьшается в e  раз,

называется временем релаксации.
 Затухание нарушает периодичность колебаний, поэтому зату-

хающие колебания не являются периодическими и,  строго говоря,  к
ним не применимо понятие периода или частоты. Однако, если затуха-
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ние мало, то можно пользоваться понятием периода как промежутка
времени между двумя последовательными максимумами (или мини-

мумами) колеблющейся физи-
ческой величины (рис. 6.11).
Тогда период затухающих
колебаний, который правиль-
нее назвать условным перио-
дом затухающих колебаний,
равен

22
0

22

dw

p
w
p

-
==T ,     (6.30)

где 22
0 dww -=  – частота

затухающих колебаний.
Показателем степени затухания колебаний является декремент

затухания. Он равен отношению амплитуд, соответствующих момен-

там времени t  и Tt + , т.е.

.
)(

)( Te
TtA

tA d=
+

 (6.31)

Натуральный логарифм данного выражения называется лога-
рифмическим декрементом затухания q :

e

T

N
TTe 1

ln ====
t

dq d ,  (6.32)

где eN  – число колебаний, совершенных за время уменьшения ампли-

туды в e  раз. Таким образом, логарифмический декремент q  – вели-
чина, обратная числу колебаний, после совершения которых амплиту-
да уменьшается в e  раз. Это величина постоянная для данной колеба-
тельной системы.

По величине q  может быть определена еще одна характеристика
колебательной системы,  называемая добротностью Q .

При малых значениях q  ( 1<<q )
eNQ p

q
p
== .                       (6.33)

Из (6.33) следует, что добротность пропорциональна числу коле-
баний eN , совершаемых системой за время релаксации.

Рис. 6. 11
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Если затухание колебаний не очень велико, то оно почти совсем
не сказывается на величине условного периода. При большом коэффи-
циенте затухания r  происходит не только быстрое уменьшение ам-
плитуды, но и заметно увеличивается период колебаний. Когда сопро-
тивление становится равным критическому, т. е.

02 wmrr k ==  или 0wd = ,
то частота затухающих колебаний обращается в нуль. Следовательно,
колебания прекращаются: система, выведенная какими-либо внешни-
ми силами из положения равновесия, после прекращения действия
этих сил возвращается в положение равновесия апериодически,  т.  к.
вся механическая энергия колеблющейся системы к моменту ее воз-
вращения в положение оказывается израсходованной на преодоление
трения. При очень большом трении апериодическое движение будет
происходить весьма медленно.

6. 7.  Вынужденные колебания
Чтобы в реальной колебательной системе получить незатухаю-

щие колебания, необходимо компенсировать потери энергии. Такая
компенсация возможна при помощи какого-либо периодически дейст-
вующего фактора )(tx , изменяющегося по гармоническому закону

txtx wcos)( 0= . (6.34)
В случае механических колебаний таким фактором является вы-

нуждающая сила tFFв wcos0= .
Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний системы

имеет вид

вFrxkam +--= u                       (6.35)
или

tfx
td

dx
td
xd

wwd cos2 0
2
02

2

=++ ,      (6.36)

где
m
k

=0w  – циклическая частота свободных незатухающих

колебаний;
m
r

2
=d  – коэффициент затухания;

m
Ff 0

0 = .

Для любой величины S , совершающей гармонические колеба-
ния, уравнение (6.36) будет иметь вид
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tcosfs
td

ds
td
sd

wwd 0
2
02

2

2 =++ . (6.36 а)

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение.
Предполагая, что колебания системы будут гармоническими, решение
уравнения (6.36) будем искать в виде

)cos( jw -= tAx .  (6.37)
Из (6.37) следует, что

.)cos()cos(

,)
2

cos()sin(

22
2

2

pjwwjww

pjwwjww

+-=--=

+-=--=

tAtA
dt

xd

tAtA
dt
dx

Подставляя  теперь значения
2

2

,,
td
xd

td
dxx  в уравнение (6.36)

получим:
tftAtAtA wjww

p
jwwdpjww cos)cos()

2
cos(2)cos( 0

2
0

2 =-++-++- .  (6.38)

Рис. 6. 12

Это выражение пред-
ставляет собой как бы сло-
жение трех гармонических
колебаний, результатом ко-
торого является четвертое,
описываемое правой частью
равенства. Картина сложе-
ния колебаний становится
более наглядной, если вос-
пользоваться методом  век-
торной диаграммы.

Для этого выберем ось Ox  (рис. 6.12). Векторы амплитуд сла-
гаемых колебаний в момент времени 0=t  образуют с этой осью
углы: ( pj +- ),  (

2
pj +- ) и ( j- ). Под такими  углами к Ox  отло-

жим AAAAAA 2
032

2
1 ,2, wwdw === . Их сумма должна быть

равна ,.04 fA =  т. е.
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®®®®

=++ 0321 fAAA .                            (6.39)
Из рисунка следует, что амплитуда вынужденных колебаний и

сдвиг фаз j  между вынуждающей силой и смещением системы опре-
деляются так:

22222
0

0

4)( wdww +-
=

fA ,  (6.40)

22
0

2
ww
wd

j
-

-=tg . (6.41)

Из уравнения (6.40) видно, что амплитуда A  колебаний зависит
от частоты w  вынуждающей силы. При некоторой частоте, называе-
мой резонансной частотой резw , амплитуда А  достигает максималь-
ного значения. Это наблюдается при минимуме подкоренного выраже-
ния, стоящего в знаменателе. Продифференцировав это выражение по
w  и приравняв нулю, получим условие, определяющее резw :

08)(4 222
0 =+-- wdwww .

Это равенство выполняется при 0=w  и 22
0 2dww -±= .

Физический смысл имеет только лишь положительное значение. Сле-
довательно, резонансная частота

22
0 2dww -=рез .  (6.42)

При 2
0

2 wd <<  значение резw  практически совпадает с собст-

венной частотой 0w  колебательной системы. При 2
0

2 wd <<  значение

резw  практически совпадает с собственной частотой 0w  колебатель-
ной системы. Подставляя (6. 42) в формулу (6. 40), получим

22
0

0

2 dwd -
=

fAрез .  (6.43)
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На рис. 6.13 приведена за-
висимость амплитуды вынуж-
денных колебаний от частоты
при различных значениях d . Из
(6.42) и (6.43) следует, что чем
меньше d ,  тем выше и правее
лежит максимум данной кривой.
Если 0®w ,  то все кривые
приходят к одному и тому же,
отличному от нуля, предельно-

му значению 2
0

0
0 w×
=

m
FA ,

называемому статическим отклонением. Если ¥®d ,  то все кри-
вые асимптотически стремятся к нулю. Если 0=d , т. е. затухания
колебаний нет, то 0ww =рез , и амплитуда при этом становится беско-

нечно большой. Поскольку в реальных системах 0¹d , амплитуда
достигает своего максимального значения и остается  конечной. При-
веденная совокупность кривых называется резонансными кривыми.

Рис. 6. 13.
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ГЛАВА VII
ВОЛНЫ

Колебания, возбужденные в среде (твердой, жидкой или газооб-
разной),  распространяются в ней,  передаваясь от одной точки к дру-
гой. Процесс распространения колебаний в среде называется волно-
вым процессом (или волной).

Механическими (или упругими) волнами называются механиче-
ские возмущения, распространяющиеся в упругой среде. Упругая волна
называется гармонической, если соответствующие ей колебания частиц
среды являются гармоническими. Рассматривая механические волны,
можно получить соотношения, которые имеют общий характер и могут
быть использованы для описания волновых процессов более сложной
природы, например, при изучении электромагнитных волн.

7.1. Механические гармонические волны
В зависимости от направления колебаний частиц по отношению к

направлению распространения упругой волны различают поперечные
и продольные волны. В поперечной волне частицы среды колеблются
перпендикулярно направлению ее распространения, в продольной –
вдоль него. Упругие поперечные волны могут возникнуть лишь в сре-
де,  обладающей сопротивлением сдвигу.  Поэтому в жидкой и газооб-
разной средах возможно возникновение только продольных волн. В
твердой среде возникают как продольные, так и поперечные волны.

Рис. 7. 1
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Рассмотрим процесс образования поперечной гармонической
волны, которая распространяется в упругой среде вдоль оси x  со ско-
ростью u  (рис. 7.1).

В начальный момент времени ( 0=t ) все точки этой среды рас-
положены вдоль прямой. Точку, обозначенную 1, приведем в гармони-
ческое колебание, направленное перпендикулярно оси x , с периодом
T . Так как соседние точки связаны между собой упругими силами,
они тоже придут в колебание, но с некоторым запозданием.

Через четверть периода (
4
T

=t ) точка 1 достигнет крайнего верх-

него положения и в колебание придут все точки среды, лежащие левее
точки, обозначенной 2 . Через следующие четверть периода, (т. е. при

2
T

=t ), точка 1 вернется в положение равновесия, точка 2  достигнет

максимального отклонения, и колебания дойдут до точки 3 .
Еще через четверть периода (при TT

4
3

=t ) точка 1 достигнет мак-

симального отрицательного смещения, точка 2  вернется в положение
равновесия и колебания достигнут точки 4 .  В момент времени,  рав-
ный периоду ( T=t ), точка 1 совершит полностью одно колебание и
вернется в исходное состояние, волна достигнет точки 5. Все колеб-
лющиеся точки образуют полную волну. При дальнейших колебаниях
точек волновой процесс распространится вправо от точки 5 .

В момент времени, равный периоду ( T=t ), точки 1 и 3  имеют
одинаковое смещение (находятся в положении равновесия) и движутся
в противоположные стороны. Они находятся в противофазе. Точки 1
и 5 , имеющие одинаковое смещение и одинаковое направление дви-
жения (вверх) находятся в одинаковой фазе. Длина волны l  равна
расстоянию, на которое распространяется определенная фаза колеба-
ния за период, т. е. определяется расстоянием между точками 1 и 5

v
T uul =×= ,  (7.1)

где u  – скорость распространения волны;
T

v 1
=  – частота колеба-

ний.
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В поперечной волне каждая частица движется только вверх и
вниз около своего положения равновесия. У наблюдателя создается
впечатление, что волна «бежит», хотя в действительности происходит
только передача состояния колебательного движения и его энергии.
Поэтому основным свойством всех бегущих волн, независимо от их
природы, является перенос энергии без переноса вещества.

Графическое представление волнового процесса на рис. 7.1 имеет
совсем иной смысл, чем график смещения при гармоническом колеба-
нии (рис. 6.1а), на котором изображено смещение одной и той же точ-
ки в зависимости от времени. На каждой строчке данного графика по-
казано положение нескольких частиц  выбранный момент времени.

На рис. 7.2 представлено движение частиц среды при распро-
странении в ней продольной волны. Все рассуждения, касающиеся
поведения частиц в поперечной волне, можно отнести и к данному
случаю, заменяя смещения вверх и вниз смещениями вправо и влево.
Из рисунка видно, что при распространении продольной волны в среде
создаются чередующиеся сгущения и разрежения частиц, переме-
щающиеся в направлении распространения волны со скоростью u .
Места сгущения обведены на рисунке пунктиром. При распростране-
нии волнового процесса колеблются не только частицы,  лежащие  на
оси, а  вся  совокупность  частиц,   заключенных   в некотором объеме,
т. е. волна, распространяясь от источника колебаний, охватывает все
новые и новые области пространства. Геометрическое место точек, до
которых доходят колебания к моменту времени t , называется фрон-
том волны  (волновым фронтом).  В  каждый момент времени фронт

Рис.  7. 2
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волны отделяет область частиц, вовлеченных в волновой процесс, от
частиц, еще не вовлеченных в него. Геометрическое место точек, ко-
леблющихся в одинаковой фазе, называется волновой поверхностью.
Волновых поверхностей можно провести бесчисленное множество, а
волновой фронт, который также является волновой поверхностью, в
каждый момент времени один.

Волновые поверхности могут иметь любую форму. В простейших
случаях это плоскость или сфера. Соответственно волна в этих случаях
называется плоской или сферической. В плоской волне волновые по-
верхности представляют собой множество параллельных друг другу
плоскостей, в сферической волне – множество концентрических  сфер.

7.2. Уравнение плоской бегущей волны
Уравнением волны называется выражение, описывающее зави-

симость смещения x  колеблющейся частицы от координат zyx ,,  и
времени t

);,,( tzyxxx = .                                            (7.2)
Эта функция должна быть периодической как относительно вре-

мени t , так и относительно координат zyx ,, .
Найдем вид функции x  в случае плоской волны, предполагая,

что колебания носят гармонический характер, а ось x  совпадает с на-
правлением распространения волны (рис. 7.3). Тогда волновые по-
верхности будут перпендикулярны оси x  и, поскольку все точки вол-
новой поверхности колеблются одинаково, смещение x  будет зави-
сеть только от x  и t : ),( txxx = . Пусть точки, расположенные в
плоскости 0=x , совершают колебания по закону

tAt wx cos),0( = .  (7.3)
Колебания частиц среды в точке B , расположенной на расстоя-

нии x  от источника колебаний O , будут происходить по тому же за-
кону. Но, поскольку для прохождения волной расстояния x  требуется

время
u

t x
= , они будут отставать по времени от колебаний источни-

ка на t . Уравнение колебания этих частиц имеет вид

)(cos),(
u

wx xtAtx -= ,       (7.4)

где u  – скорость распространения волны.
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Следовательно, смещение
частиц x  является периодической
функцией времени t  и координа-
ты x . Так как точка B  выбрана
произвольно, то полученное урав-
нение позволяет определить сме-
щение любой точки среды, вовле-
ченной в колебательный процесс,
в любой момент времени. Оно
называется уравнением плоской
бегущей волны.

Если плоская волна распространяется в противоположном на-
правлении, то

)(cos),(
u

wx xtAtx += .    (7.5)

Подставляя в уравнение (7.4) выражение для скорости распро-
странения волны ( vlu = )  и циклической частоты ( vpw 2= ), по-
лучим уравнение в виде

.2cos),( úû
ù

êë
é -= xtAtx

l
pwx                  (7.6)

В общем случае уравнение плоской волны, распространяющейся
вдоль положительного направления оси x  в среде, не поглощающей
энергию, имеет вид

,)(cos),( 0 úû
ù

êë
é +-= j

u
wx

xtAtx       (7.7)

где A  – амплитуда волны; úû
ù

êë
é +- 0)( j

u
w

xt  –  фаза плоской волны;

w  – циклическая частота волны; 0j  – начальная фаза колебаний.
Для характеристики волн используется волновое число

u
w

u
p

l
p

===
T

k 22
. (7.8)

Уравнению (7.7) с учетом (7.8) можно придать вид

Рис. 7.3.
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)cos(),( 0jwx +-= kxtAtx .  (7.9)
Уравнение волны, распространяющейся вдоль отрицательного

направления оси x , отличается от (7.9) только знаком слагаемого kx .

Скорость
dt
dx

=u  в этих уравнениях представляет собой ско-

рость перемещения фазы волны, и ее называют фазовой скоростью.
Действительно, пусть в волновом процессе фаза постоянна

constxt =+- 0)( j
u

w . Для нахождения скорости ее перемещения

разделим выражение для фазы на w  и продифференцируем по време-

ни. Получим 01
=- dxdt

u
, откуда

dt
dx

=u .

7. 3. Стоячая волна
Если несколько волн одновременно распространяются в среде,

свойства которой не изменяются под действием создаваемых ими воз-
мущений, то выполняется принцип суперпозиции (наложения): ка-
ждая волна ведет себя так, как-будто другие волны отсутствуют.
Результирующее смещение частиц среды в любой момент времени
равно геометрической сумме смещений, которые получают части-
цы, участвуя в каждом из слагающих волновых процессов.

Большой практический интерес представляет наложение двух
плоских волн с одинаковыми частотами w  и амплитудами A

)2(1 xtсоsA
l
pwx -=      и )2(2 xtсоsA

l
pwx +=     (7.10)

распространяющихся навстречу друг другу вдоль оси x . Сложив эти
уравнения, с учетом того, что bababa sinsincoscos)cos( m=± , по-
лучим уравнение результирующей волны, называемой стоячей волной

txA w
l
pxxx cos2cos221 =+= .  (7.11)

Амплитуда стоячей волны

l
p xAAст

2cos2= (7.12)

является периодической функцией координаты x  и не зависит от вре-
мени.
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В точках среды, где p
l
p mx

±=
2 ,...)2,1,0( =m амплитуда

волны достигает максимального значения  ( AAст 2= ).  Такие точки
называются пучностями ( П ) стоячей волны. Координаты пучностей

2
lmxП ±= .            (7.13)

В точках среды, где p
l
p )

2
1(2

+±= mx ,...)2,1,0( =m ампли-

туда волны обращается в ноль ( 0=стA ). Такие точки называются

узлами (У ) стоячей волны. Координаты узлов:

2
)

2
1( l

+±= mxу .  (7.14)

Расстояния между двумя соседними узлами и между двумя со-
седними пучностями одинаковы и равны половине длины l  бегущей

волны. Эту величину называют длиной стоячей волны
2
ll =ст .

Таким образом,  сложение двух бегущих волн дает так называе-
мую стоячую волну, узлы и пучности которой находятся все время в
одних и тех же местах.

Рис. 7. 4

Рассмотрим процесс
образования стоячей вол-
ны, возникающей при на-
ложении бегущей и отра-
женной волн. Пусть бегу-
щая волна движется слева
направо вдоль оси x  и,
отражаясь от границы раз-
дела сред, расположенной
где-то за пределами ри-
сунка, возвращается  на-
встречу бегущей.  В каж-
дой точке оси x  фаза бе-
гущей, а, следовательно, и

отраженной волны,  изменяется с течением времени.  В какой-то мо-
мент, обозначим его 0=t , в рассматриваемой области пространства
эти волны встретятся в одинаковой фазе (рис. 7.4). Амплитуда резуль-
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тирующей волны возрастет в два раза. Через четверть периода

(
4
T

=t ) обе волны сдвинутся на
4
l

, встретятся в противофазе, и по-

гасят друг друга ( 0=A  во всех точках волны). Еще через четверть

периода (
2
T

=t ) волны, сдвинутые еще на
4
l

, снова усилят друг дру-

га. Результирующая волна будет находиться в противофазе с волной,

наблюдаемой при 0=t . В момент T
4
3

=t  вновь две волны,  нахо-

дящиеся в противофазе, погасят друг друга. Через период T=t  кар-
тина повторится.

Характеристики бегущей и стоячей волн приведены в табл. 7.1.

Таблица 7.1

В бегущей волне

)2cos( xtA
l
pwx -=

В стоячей волне

txA w
l
p

x cos)2cos(2=

Амплитуда колебаний

Все точки среды колеблются с одина-
ковыми амплитудами A

Все точки среды колеблются с разными

амплитудами
l
p xAAст

2cos2=

Фаза колебаний

Фаза колебаний )2( xt
l
p

w -

зависит от координаты x  рассматри-
ваемой точки

Все точки между двумя узлами колеблются в
одинаковой фазе w . При переходе через
узел фаза колебаний изменяется на p .

Перенос энергии
Энергия колебательного движения
переносится в направлении распро-
странения волны.

Переноса энергии нет, лишь в пределах

стl  происходят взаимные превращения

энергии.
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Часть II. МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕРМОДИНАМИКА

Молекулярная физика и термодинамика – разделы физики, в
которых изучаются зависимости свойств веществ от их строения,
взаимодействия между частицами, из которых они состоят, и характе-
ра движения этих частиц. Для исследования физических свойств мак-
роскопических систем, состоящих из огромного числа атомов и моле-
кул, применяют два качественно различных и дополняющих друг дру-
га метода: статистический (молекулярно-кинетический) и термо-
динамический. Первый лежит в основе молекулярной физики, второй
– термодинамики.

В молекулярной физике изучаются строение и свойства вещест-
ва, исходя из молекулярно-кинетических представлений, согласно
которым все тела состоят из атомов, молекул или ионов, находящихся
в непрерывном хаотическом движении. Идея об атомном строении
вещества была высказана еще древнегреческим философом Демокри-
том (460–370 г. до н.э.). Атомистика возродилась вновь лишь в ХV11
в. в работах М.В. Ломоносова, взгляды которого на строение вещества
и тепловые явления близки к современным. Строгое развитие молеку-
лярной теории относится к середине Х1Х в. и связано с работами не-
мецкого физика Р. Клаузиуса (1822–1888), английского  физика  Дж.
Максвелла  (1831–1879)    и   австрийского   физика  Л.  Больцмана
(1844–1906).

Процессы, изучаемые молекулярной физикой, являются резуль-
татом совокупного действия огромного числа частиц. Законы их пове-
дения являются статистическими закономерностями и изучаются с
помощью статистического метода. Он основан на том,  что в конеч-
ном счете свойства макроскопической системы определяются свойст-
вами ее частиц, особенностями их движения и усредненными значе-
ниями их динамических характеристик (скорости, энергии и т. п.). На-
пример, температура тела зависит от скорости беспорядочного движе-
ния его молекул,  но т.  к.  в любой момент времени разные молекулы
имеют различные скорости, то она может быть выражена только через
среднее значение скорости движения молекул. Таким образом, макро-
скопические характеристики тел имеют физический смысл лишь в
случае большого числа частиц.

Термодинамика – раздел физики, изучающий общие свойства
макроскопических систем, находящихся в состоянии термодинамиче-
ского равновесия, и процессы перехода между этими состояниями. В
отличие от молекулярной физики в термодинамике не рассматривают-
ся микропроцессы, лежащие в основе этих превращений. Термодина-
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мика базируется на двух началах – фундаментальных законах, уста-
новленных в результате обобщения опытных данных.

Область применения термодинамики значительно шире, чем мо-
лекулярно-кинетической теории, ибо нет таких областей физики, хи-
мии, в которых нельзя было бы пользоваться термодинамическим ме-
тодом. Однако, с другой стороны, термодинамический метод несколь-
ко ограничен: термодинамика ничего не говорит о микроскопическом
строении вещества, о механизме явлений, а лишь устанавливает связи
между макроскопическими свойствами вещества. Молекулярно-
кинетическая теория и термодинамика взаимно дополняют друг друга,
образуя единое целое, но отличаясь различными методами исследова-
ния.
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Глава I
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ И ИХ ПАРАМЕТРЫ

Мысленно выделенная макроскопическая система, рассматри-
ваемая методами термодинамики, называется термодинамической
системой. Все тела, не включенные в состав исследуемой системы,
называются внешними телами или внешней средой. Обмен энергией и
веществом может происходить как между частями внутри самой сис-
темы, так и между системой и внешней средой. В зависимости от воз-
можных способов изоляции системы различают несколько видов тер-
модинамических систем.

Термодинамическая система называется открытой, если она мо-
жет обмениваться веществом с внешней средой. Типичные примеры
таких систем – все живые организмы, а также жидкость, масса которой
непрерывно уменьшается вследствие испарения или кипения. В даль-
нейшем мы будем рассматривать только закрытые системы, химиче-
ский состав и масса которых не изменяются.

Термодинамическая система называется изолированной, если
она не обменивается с внешней средой ни энергией, ни веществом.
Система, изолированная в механическом отношении, т. е. не способная
к обмену энергией с внешними системами путем совершения работы,
называется замкнутой (например, газ, заключенный в сосуд постоян-
ного объема). Адиабатной называется система, которая не может об-
мениваться энергией с другими системами путем теплообмена (напри-
мер, тело, окруженное теплоизолирующей оболочкой). Систему, изме-
нение состояния которой в каком-либо процессе происходит так быст-
ро, что она не успевает обмениваться энергией с внешней средой,
можно приближенно считать адиабатной.

1.1. Термодинамические параметры
Для описания состояния системы вводят физические величины,

которые называются термодинамическими параметрами или парамет-
рами состояния системы. Обычно это давление р, объем V , темпера-
тура T , концентрация n  и др.

Давление p  – физическая величина, определяемая силой, дейст-
вующей на единицу площади поверхности тела по направлению нор-
мали к этой поверхности

.
dS
dFp n= (1.1)
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Единица давления  – Па (Паскаль) ( 21
11

м
HПa = ).

Удельным объемом u  называется величина, обратная плотности

r  тела .1
r

u =  Так как
V
m

=r , то
m
V

=u ,  т.  е.  удельный объем

однородного тела равен объему тела, масса которого равна единице.
Если давление и объем – ясные и простые физические величины,

то гораздо более сложным и менее наглядным является понятие тем-
пературы. Строго говоря, оно имеет смысл только для равновесных
состояний системы (состояний термодинамического равновесия),
которые не изменяются с течением времени. Температура всех частей
равновесной системы одинакова. При соприкосновении двух тел с раз-
личными температурами происходит передача теплоты от тела с
большей температурой телу с меньшей температурой. Когда темпера-
туры обоих тел выравниваются, теплообмен прекращается.

Температура системы является мерой интенсивности теплового
движения ее частиц: средняя кинетическая энергия теплового движе-
ния >< kE  частиц пропорциональна абсолютной температуре систе-
мы T . Поэтому иногда говорят, что температура характеризует
степень нагретости тела.

Измерение температуры можно производить только косвенным
путем. Целый ряд физических свойств тела (длина, объем, плотность,
упругие свойства, электрическое сопротивление и т. д.) зависят от
температуры. Функциональная зависимость какого-либо свойства
термометрического тела (воздуха,  спирта,  ртути,  масла и т.  д.)  от
температуры является основой для ее измерения.

В настоящее время используются две температурные шкалы.
Международная стоградусная температурная шкала (шкала Цель-
сия) градуирована в градусах Цельсия (0С) по двум реперным точкам –
температурам t  замерзания и кипения воды при нормальном давлении

Па51001325,1 × , которые принимаются  соответственно равными 0
и .100 0С

Термодинамическая температурная шкала (шкала Кельвина),
градуированная в градусах Кельвинах ( К ), определяется по одной
реперной точке – тройной точке воды – температуре, при которой лед,
вода и насыщенный пар  при давлении Па609  находятся в термоди-
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намическом равновесии. Температура этой точки Т  по данной шкале
равна .16.273 К

Термодинамическая температура Т  и температура t  по стогра-
дусной шкале связаны соотношением

.15,273+= tT (1.2)
Температура KT 0=  (по стоградусной шкале Ct 015,273-= )

называется абсолютным нулем температуры или нулем по термо-
динамической шкале температур.

Нормальным считается состояние, термодинамические парамет-
ры которого имеют значения

КTмVПар M 15,273,104,22;10013,1 335 =×=×= -

1.2. Термодинамические процессы
Под термодинамическим процессом понимают всякое измене-

ние состояния рассматриваемой термодинамической системы, харак-
теризующееся изменением ее термодинамических параметров. Термо-
динамический процесс называется равновесным, если при его проте-
кании система проходит непрерывный ряд бесконечно близких термо-
динамически равновесных состояний. Реальные процессы изменения
состояния системы всегда происходят с конечной скоростью и поэто-
му не могут быть равновесными. Однако очевидно, что реальный про-
цесс изменения состояния системы будет тем ближе к равновесному,
чем медленнее он совершается, поэтому равновесные процессы назы-
вают квазистатическими.

Любой процесс может быть проведен и в обратном направлении.
Процесс называется обратимым, если при его проведении в обратном
направлении система проходит через те же состояния, что и при пря-
мом процессе, но в обратной последовательности. Обратимыми явля-
ются только равновесные процессы. Понятия равновесного состояния
и обратимого процесса играют большую роль в термодинамике. Все
количественные выводы термодинамики строго применимы только к
равновесным состояниям и обратимым процессам.

Процесс, при котором система после ряда изменений возвращается в
исходное состояние, называется круговым процессом или циклом.

Среди физических величин, характеризующих состояние систе-
мы, необходимо особо отметить функции состояния, изменение ко-
торых при термодинамических процессах не зависит от вида этих про-
цессов. Функции состояния однозначно определяются значениями па-
раметров начального и конечного состояний (внутренняя энергия, эн-

. (1.3)



Физика. Механика. Молекулярная физика и термодинамика

119

тропия). Всякий раз, когда система оказывается в данном состоянии,
эти характеристики принимают присущее этому состоянию значение,
независимо от предыстории системы.

1.3. Уравнение состояния идеального газа
Состояние термодинамической системы определяется значения-

ми трех параметров: давления р , объема V  и температуры T . Эти
параметры закономерно связаны друг с другом и изменение одного из
них влечет за собой изменение других. Иначе говоря, параметры со-
стояния связаны между собой определенной функциональной зависи-
мостью

0),,( =TVрf .                                      (1.4)
Это соотношение называется уравнением состояния. В термо-

динамике конкретный вид функции f  предполагается известным из
опыта. Теоретический вывод уравнения состояния проводится только
методами статистической физики. В этом состоит тесная взаимосвязь
статистического и термодинамического методов исследования.

Простейшим объектом, для которого в термодинамике может
быть рассмотрено уравнение состояния, является идеальный газ, час-
тицы которого обладают следующими свойствами:

1) размеры молекул газа пренебрежимо малы и их принимают за
материальные точки; 2) молекулы не взаимодействуют друг с другом;
3) при взаимных столкновениях и соударениях со стенками сосуда мо-
лекулы газа ведут себя как абсолютно упругие шары.

Реальные газы при малых плотностях с хорошим приближением
можно считать идеальными.  Некоторые газы,  такие,  как воздух,  азот,
кислород даже при обычных условиях, т. е. при комнатной температу-
ре и атмосферном давлении мало отличаются от идеального газа. Осо-
бенно близки по своим свойствам к идеальному газу гелий и водород.

Экспериментально установлено, что для 1 моля идеального газа
выполняется уравнение Клапейрона (уравнение состояния 1 моля
идеального газа)

TRpVM = , (1.5)

где MV  – молярный объем (объем 1 моля) газа; R  – универсальная
газовая постоянная. Универсальность R  вытекает из закона Аво-
гадро, согласно которому при одинаковых давлениях и температу-
рах молярные объемы различных газов одинаковы. Подставив в (1.5)
значения MVp,  и T , соответствующие нормальным условиям (1.3),
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получим значение универсальной газовой постоянной

Кмоль
ДжR

×
= 31,8 .

От уравнения (1.5) для 1моля легко перейти к уравнению для лю-
бой массы m  газа. При одинаковом давлении и температуре v  молей
газа будут занимать в v  раз больший объем,  чем один моль:

MvVV = . Умножив (1.5) на
M
mv =  ( M  – молярная масса газа) и

заменив MvV  на V , получим уравнение состояния идеального газа
(уравнение Менделеева – Клапейрона)

TR
M
mpV = . (1.6)

Разделим обе части уравнения (1.5) на число Авогадро AN  (чис-
ло частиц, содержащихся в 1 моле)

T
N
R

N
Vp

AA

M = или kT
n
p
= ,                  (1.7)

где n
V
N

M

A =  – концентрация молекул (число частиц газа, содержащих-

ся в единичном объеме);
К

Дж
Кмоль

мольДж
N
Rk

A

23
23 1038,1

1002,6
31,8 -×=

×
==  –

постоянная Больцмана. Ниже будет показано,  что k  представляет
собой коэффициент пропорциональности между средней энергией те-
плового движения молекул и абсолютной температурой.

Из (1.7) следует, что при постоянной температуре давление
газа прямо пропорционально концентрации его молекул

Tknp = .  (1.8)
Это еще одна форма записи уравнения состояния идеального

газа.

1.3.1. Физический смысл универсальной газовой постоянной R

Универсальная газовая постоянная
Кмоль

ДжR
×

= 31,8  имеет раз-

мерность работы, отнесенной к 1 молю и температуре К1 . Выясним
ее физический смысл.
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Рис. 1.1

Пусть в цилиндре под поршнем находится 1  моль газа,  с пара-
метрами состояния MV , p  и T  (рис. 1.1). При нагревании на К1  газ,
изобарически расширяясь, сдвинет поршень на расстояние D l . Сле-
довательно, сила SpF ×= , действующая на поршень с площадью
поперечного сечения S , совершит работу

VpSpFA D=D=D×= ll ,  (1.9)
где lD×=D SV  – изменение объема газа.

После нагревания газ займет объем ,VVV М D+=1  давление его
не изменится. Запишем уравнения состояния 1 моля газа до нагревания
и после него:

RTpVM = и )1()( +=D+ TRVVp M .
Вычтем из второго уравнения первое:

RVp =D .
Полученная разность совпадает с выражением (1.9) для работы

газа. Следовательно, универсальная газовая постоянная численно
равна  работе,  которую совершает 1 моль идеального газа изоба-
рически расширяясь при нагревании на К1 : AR = .
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Глава II
МОЛЕКУЛЯРНО-КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ИДЕАЛЬНЫХ

ГАЗОВ

Кинетическая теория газов основана на статистическом методе
исследования физических свойств газов и построена на следующих
положениях статистической физики:

а) в системе частиц выполняются законы сохранения импульса,
энергии, момента импульса, электрического заряда (для систем заря-
женных частиц)  и числа частиц (для закрытых систем,  в которых не
происходят химические и другие превращения);

б) все частицы системы считаются «меченными», т. е. предпола-
гается возможность отличать друг от друга тождественные частицы
(например, молекулы одного и того же вещества);

в) все физические процессы в системе протекают в пространстве
и времени непрерывно (например, энергия молекулы под влиянием
внешних воздействий может изменяться на любую величину, т. е. не-
прерывно);

г) каждая частица системы может иметь совершенно произволь-
ные значения координат (в пределах объема системы) и компонент
скорости совершенно независимо от того, каковы значения этих харак-
теристик у других частиц системы.

2.1. Основное уравнение молекулярно-кинетической теории
идеального газа для давления

Согласно кинетической теории, газ представляет собой совокуп-
ность большого числа молекул, движущихся хаотично и упруго стал-
кивающихся друг с другом  и со стенками сосуда. Соударения молекул
между собой приводят лишь к перераспределению их скоростей и
энергий. При ударе молекул о стенку возникает сила давления.

Рассмотрим подробно процесс взаимодействия молекул идеального
газа со стенками сосуда, в котором он находится. Выделим на стенке
площадку dS  (рис. 2.1) и через ее середину перпендикулярно стенке
проведем ось x . Молекула массой 0m , падающая на площадку dS  под

углом ij  со скоростью
®

iu , отскакивает от нее под тем же углом и с тем

же значением скорости. Разложив векторы
®

iu  на две составляющие
®

ixu  и
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®

iyu , заметим, что после удара изменяется знак только нормальной (пер-

пендикулярной стенке) составляющей скорости
®

ixu .

 Тангенциальная составляющая iy
®

u

(а также и iz
®

u ) остается без изменений.
Следовательно, при взаимодействии со
стенкой изменяется нормальная состав-
ляющая импульса частицы:

ixixixix mmmdp uuu 000)1( 2-=--= .

Если за время td  взаимодействия
частицы со стенкой о площадку dS  уда-
рится iN  частиц, то изменение нормаль-
ной составляющей их импульса будет в

iN  раз больше:

iixix Nmdp u02-= .

Рис. 2. 1

Рис. 2.1 а

До площадки dS  за время td  доле-
тят частицы i -й группы (падающие на
площадку под углом ij ), находящиеся от

нее на расстоянии, не большем, чем tu dix

(рис. 2.1а). Поэтому iN  определится про-

изведением концентрации таких частиц in
на объем выделенного цилиндра

dSdnN ixii tu
2
1

= .

Ввиду полной хаотичности движения
частиц можно считать, что только полови-
на из них движется к стенке (другая поло-
вина – от стенки). Поэтому в выражении

для iN  стоит множитель
2
1

.
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Из двух последних формул следует, что
dSdnmdp ixiix tu 2

0-= .         (2.1)
Согласно второму закону Ньютона ((2.6) из части 1 «Механика»),

изменение импульса частиц за время соударения td  происходит под
действием возникающего за это время импульса силы ( dpdf =× t ).
Поэтому

dSdnmdpdf ixiixix tut 2
0-== , откуда dSnmf ixiix

2
0 u-= ,

где ixf  – нормальная составляющая силы, действующей со стороны
стенки на молекулы i - й группы.

Сила, действующая со стороны молекул i - й группы на стенку
(по третьему закону Ньютона), равна

dSnmf ixiix
2

0 u= .                      (2.2)

Если молекулы, движущиеся к площадке dS , разбиты на k
групп, то, согласно принципу суперпозиции, результирующая сила

å å
= =

==
k

i

k

i
ixiixx dSnmfF

1 1

2
0 )( u .

Сумму, входящую в последнее выражение, можно представить так:

nn
N

N
n

Vn

nV
n x

k

i
iix

k

i
ixik

i
ixi >=<

×
=

×

××
=×

åå
å ==

=

21

2

1

2

1

2 u
uu

u ,

где n  – концентрация молекул; VnN ×=  – общее число молекул,
содержащихся в объеме газа V ; VnN ii ×=  – число частиц i  – й

группы; å
=

×>=<
k

i
iixx N

N 1

22 1
uu  – среднее значение квадрата нор-

мальной составляющей скорости. Следует учитывать, что

(
22 >>¹<< xx uu ).

Следовательно, сила, действующая на площадку dS  в направле-
нии оси x , определяется выражением

dSnmF xx ><= 2
0 u ,

а давление в этом направлении, согласно (1.1)
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><== 2
0 x

x
x nm

dS
Fp u .

Аналогично определяются давления в направлении y  и z :

><== 2
0 y

y
y nm

dS
F

p u  и ><== 2
0 z

z
z nm

dS
F

p u .

 Ввиду полной хаотичности движения рppp zyx === ,
поэтому, сложив три выражения для давления, получим

><= 2
03 unmp , где ><+><+>>=<< 2222

zyx uuuu  – сред-
нее значение квадрата скорости поступательного движения моле-
кул газа (чаще его обозначают через квu ).

Отсюда ><= 2
03

1
unmp .

(2.3)
Это основное уравнение кинетической теории идеального га-

за для давления. Оно устанавливает связь между макроскопическим
параметром р  (измеряемым на опыте) и характеристиками микрочас-

тицы ( u,,0 nm ).

2.1.1. Средняя кинетическая энергия поступательного движе-
ния молекул газа

Уравнение (2.3) можно записать так

><=
><

= 0

2
0

3
2

23
2

кEnmnp u .                 (2. 4)

Давление равно
3
2  средней кинетической энергии поступа-

тельного движения молекул, заключенных в единичном объеме.
Следовательно, давление, рассматриваемое ранее как силовая характе-
ристика, является также энергетической характеристикой.

С учетом выражений для концентрации
V
Nn =  и массы газа

0Nmm = ,  формулы (2. 4) и (2. 3) можно представить в виде

кк ЕENVp
3
2

3
2

>=<=× ;  (2. 5)
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><= 2

3
1

umVp ,  (2.6)

где кЕ  – полная кинетическая энергия поступательного движения
всех молекул.

Один моль газа имеет массу M  и занимает объем MV , поэтому
для одного моля

><= 2

3
1

uМVp M .    (2.7)

Из сравнения (2.7) с уравнением Клапейрона (1.5) получаем

><= 2

3
1

uMRT ,

откуда
0

2 33
m
kT

M
RT

кв ==><= uu .                           (2.8)

Средняя квадратичная скорость является одной из характеристик
движения всей совокупности молекул. Она не имеет смысла для одной
молекулы или небольшого их числа.

Из основного уравнения молекулярно-кинетической теории для
давления (2.4) и уравнения состояния идеального газа (1.8) получаем,
что средняя кинетическая энергия поступательного движения одной
молекулы идеального газа

kTmEк 2
3

2

2
0

0 =
><

>=<
u

 (2.9)

зависит только от его термодинамической температуры T . Из (2.9)
видно, что:

1) 00 >=< кE  при 0=T . Следовательно, абсолютный нуль
(начало отсчета температуры) – температура, при которой хаотическое
движение молекул прекращается;

2) термодинамическая температура не может быть отрицательной
0³T , т. к. 0>³< кE ;
3) температура, как и давление, является статистической величи-

ной. Нельзя говорить о температуре одной или нескольких молекул;
4) линейная зависимость >< 0кE  от T  несправедлива при

сверхнизких температурах, близких к температуре KT 0= . В этой
области температур неприменимы выводы кинетической теории газов
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и вообще результаты классической статистической физики. Там дейст-
вуют законы квантовой статистики.

Следовательно, в области температур, далеких от K0 , тер-
модинамическая температура является мерой средней кинетиче-
ской энергии поступательного движения молекул идеального газа.

2.2.  Статистические распределения
Процессы, изучаемые молекулярной физикой, являются резуль-

татом совокупного действия огромного числа частиц. Законы их пове-
дения являются статистическими закономерностями и изучаются с
помощью статистического метода. Он основан на том,  что в конеч-
ном счете свойства макроскопической системы определяются свойст-
вами ее частиц, особенностями их движения и усредненными значе-
ниями их динамических характеристик (скорости, энергии и т. п.). На-
пример, температура тела зависит от скорости беспорядочного движе-
ния его молекул,  но т.  к.  в любой момент времени разные молекулы
имеют различные скорости, то она может быть выражена только через
среднее значение их скорости. Таким образом, макроскопические ха-
рактеристики тел имеют физический смысл лишь в случае большого
числа частиц.

2.2.1. Закон равномерного распределения энергии по степеням
свободы

Рассмотрим, как средняя кинетическая энергии поступательного
движения одной молекулы идеального газа (2.9) распределяется между
степенями ее свободы.

Числом степеней свободы тела ( i ) называется наименьшее
число независимых координат, которые необходимо задать для того,
чтобы полностью определить его положение в пространстве.

Точка, движущаяся вдоль прямой, обладает одной степенью
свободы ( 1=i ), т. к. ее положение определяется одной координатой.
При движении по плоскости положение точки задается двумя коорди-
натами, следовательно, она имеет две степени свободы ( 2=i ). При
движении в пространстве материальная точка имеет три степени сво-
боды ( 3=i ): координаты yx, и z . Абсолютно твердое тело имеет
шесть степеней свободы ( 6=i ): его пространственное положение
определяется тремя координатами центра масс, двумя координатами,
определяющими положение определенной оси, проходящей через
центр масс и какую-либо другую фиксированную точку тела, и углом
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поворота тела вокруг этой оси по отношению к некоторому начально-
му положению. Таким образом, абсолютно твердое тело обладает тре-
мя степенями свободы поступательного движения и тремя степенями
свободы вращательного движения.

Если тело не абсолютно твердое и его части могут смещаться
друг относительно друга, то необходимо рассматривать дополнитель-
ные степени свободы колебательного движения.

Рис. 2.2

Молекулу одноатомного газа (рис. 2.2. а) можно рассматривать
как материальную точку, обладающую тремя степенями свободы

)3( =i  поступательного движения. Молекулу двухатомного газа (рис.
2.2.  б)  в первом приближении следует представить как систему двух
материальных точек, жестко связанных недеформируемой связью.
Кроме трех степеней свободы поступательного движения такая систе-
ма имеет еще две степени свободы вращательного движения вокруг
осей y  и z (вращение вокруг оси x , проходящей через оба атома,
лишено смысла). Следовательно, двухатомный газ обладает пятью
степенями свободы ( 5=i ). Трехатомные (рис. 2.2 в) и многоатомные
нелинейные молекулы имеют шесть степеней свободы )6( =i : три
поступательных и три вращательных. Значения i  для жестких молекул
идеального газа приведены в табл. 2.1.

Таблица 2. 1.
Число степеней сво-

боды
Одноатомный

газ
Двухатомный газ Многоатомный газ

Поступательных 3 3 3
Вращательных -- 2 3

Всего 3 5 6
Согласно молекулярно-кинетической теории, движение молекул

носит беспорядочный характер; эта беспорядочность относится ко
всем видам движения молекул, ни один из которых не имеет преиму-
щества перед другими.  При  статистическом  равновесии  движений
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энергия  в   среднем распределяется между всеми видами движения.
Независимо от общего числа степеней свободы молекулы три из них
всегда поступательные. Поэтому на каждую поступательную степень

свободы приходится одинаковая энергия, равная
3
1  значения средней

кинетической энергии поступательного движения молекулы идеально-
го газа (2.9)

kTkTEko

2
1

32
3

3
=

×
=

><
>=< e .  (2.10)

В классической статистической физике выводится закон Больц-
мана о равномерном распределении энергии по степеням свободы
молекул: для системы, находящейся в состоянии термодинамиче-
ского равновесия на каждую поступательную и вращательную
степени свободы приходится в среднем кинетическая энергия, рав-

ная
2

kT , а на каждую колебательную степень свободы – в среднем

энергия, равная kT .
Энергия колебательных степеней свободы вдвое больше, по-

скольку колебательная система обладает равными по величине сред-
ними значениями как кинетической, так и потенциальной энергии.

В реальных газах нет жесткой связи между атомами,  поэтому
следует учитывать также степени свободы колебательного движения
атомов внутри молекулы.

Таким образом, средняя кинетическая энергия молекулы

kTiEk 20 >=< ,  (2.11)

где i – сумма числа поступательных, числа вращательных и удвоенно-
го числа колебательных степеней свободы молекулы

колебвращпост iiii 2++= .
Внутренняя энергия идеального газа определяется кинетической

энергией движения его частиц. Для одного моля

RTikTNiNEU AAkM 220 ==>=< .       (2.12)

Очевидно, для любой массы m  газа, т. е. для любого числа мо-

лей
M
m , внутренняя энергия
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RTi
M
mU

2
= .  (2.13)

В реальных газах внутренняя энергия включает в себя еще и по-
тенциальную энергию молекул, которая зависит от расстояния между
частицами и от характера сил межмолекулярного взаимодействия.

2.2.2.  Распределение Больцмана для частиц во внешнем силовом
поле

Если на молекулы идеального газа не действуют внешние силы,
то вследствие теплового движения они равномерно распределяются по
всему занимаемому объему. Поэтому в равновесном состоянии в каж-
дой единице объема содержится в среднем одинаковое число молекул

nVN = , температура T  и давление p  ( nkTp = ) во всех частях
объема одинаковы.

Во внешнем поле на каждую молекулу газа действует сила.  По-
этому распределение частиц по занимаемому объему становится неод-
нородным. Найдем закон изменения давления идеального газа с высо-
той в однородном поле тяготения. Будем считать, что газ находится в
состоянии термодинамического равновесия, так что его температура
T  всюду одинакова.  На высоте h  выделим мысленно вертикальный
столб газа высотой dh  и площадью основания, равной единице

Рис. 2.3

(рис. 2.3). Разность давлений p  и
dpp +  на нижнее и верхнее основа-

ния выделенного столба,  т.  е.  на вы-
сотах h  и dhh +  равна весу газа,
заключенного в цилиндре высотой
dh  с единичной площадью основа-
ния, т. е.

dhgdp r=- ,  (2.14)
где r  – плотность газа на высоте h
( dh  настолько мало, что при измене-
нии высоты в этом пределе плотность
можно считать постоянной).

Подставим в (2.14) выражение для плотности (
RT
pM

V
m

==r ),

полученное из уравнения состояния идеального газа (1.6)
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dhp
RT

gMdp -=  или dh
RT

gM
p

dp
-= .

Интегрируя последнее выражение по высоте от 0  до h  и по
давлению от 0p  до p , получим

RT
Mghpp -=- 0lnln        или )exp(0 RT

Mghpp -= ,      (2.15)

где p  – давление на высоте h ; 0p  – давление на высоте 0=h . Если

с помощью барометра измерить давления p  и 0p , то с помощью
формулы (2. 15) по изменению давления можно определить высоту

p
p

Mg
RTh 0ln= .

Поэтому выражение (2.15) называется барометрической форму-
лой. Барометр, специально проградуированный для отсчета высоты
над уровнем моря, называется высотомером (или альтиметром). Он
широко применяется в авиации, при восхождении на горы и т. п.

 Барометрическая формула (2.15) позволяет получить соотно-
шение между концентрациями газа на различной высоте. Используя
уравнение состояния идеального газа (1.8),  получим

)exp(0 RT
Mghnn -= ,  (2.16)

где n  и 0n  – концентрации молекул на высотах h  и 0=h . Так как

ANmM 0=  ( AN  – постоянная Авогадро; 0m  – масса одной молеку-

лы), а AkNR = , то

)exp( 0
0 kT

ghmnn -= . (2.17)

Из полученной формулы следует, что:
1) 0nn ®  при ¥®T , т. е. при повышении температуры моле-

кулы газа стремятся равномерно распределиться по высоте;
2) 0®n  при ®T 0,  т.  е.  при абсолютном нуле все молекулы

должны были бы расположиться на поверхности Земли.
Существующее в атмосфере распределение молекул воздуха по

высоте устанавливается в результате действия двух противоположных
факторов: во-первых, под действием силы тяжести mg  молекулы воз-
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духа стремятся опуститься на поверхность Земли; во-вторых, тепловое
движение, характеризуемое величиной kT , стремится распределить
молекулы воздуха равномерно по высоте.

Выражение (2.17) можно записать в виде

)exp(0 kT
E

nn п-= ,        (2.18)

где пEghm =0  – потенциальная энергия молекулы на высоте h  над

землей; 0n  –  концентрация молекул в том месте,  где потенциальная
энергия принята равной нулю; n  – число молекул в единице объема в
той части пространства, в которой потенциальная энергия молекулы
равна пE .

Выражение (2.18) называется распределением Больцмана (рас-
пределение частиц по значениям потенциальной энергии) во внешнем
потенциальном поле. Из него следует, что при постоянной температу-
ре плотность газа больше там, где меньше потенциальная энергия его
молекул.

Как доказал Больцман, закон распределения молекул по значени-
ям потенциальной энергии справедлив не только для поля силы тяже-
сти, но и для любого другого поля потенциальных сил. Формулу
(2.18) называют законом Больцмана, а описываемое им распределе-
ние  молекул –  распределением Больцмана.

2.2.3. Закон Максвелла для распределения молекул газа по
скоростям

В основное уравнение кинетической теории идеального газа (2.3)
входит средняя квадратичная скорость. Смысл ее заключается в том,
что это та скорость, которой должны были бы обладать все молекулы
(если бы величины их скоростей были одинаковы, а направления рав-
новероятны),  чтобы давление газа было таким,  каким оно в действи-
тельности является.

На самом деле скорости молекул неодинаковы. На это указывают и
опытные факты. Если бы молекулы, находящиеся у поверхности Земли,
имели одинаковые скорости с вертикальной составляющей yu , то они

поднялись бы до высоты
g

h y

2

2u
= , после чего вернулись бы к Земле с пер-

воначальной kE ,  т.  е.  вели бы себя так же,  как любое тело,  брошенное
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вверх. При таких условиях на высоте h  атмосфера имела бы резкую гра-
ницу, за пределами которой ее не было бы. Опыт показывает, что резкой
границы у атмосферы не существует, ее плотность убывает с высотой в
соответствии с барометрической формулой.

Благодаря беспорядочным движениям и взаимным столкновени-
ям молекулы газа каким-то образом распределяются по скоростям.
Среди них есть и очень быстрые и очень медленные. Теория и опыт
показывают, что несмотря на полную хаотичность движения молекул
и случайный характер их столкновений распределение частиц по ско-
ростям оказывается не случайным, не произвольным, а вполне опреде-
ленным, однозначным и единственно возможным.

Если диапазон скоростей N  молекул разбить на малые интерва-
лы ud , то на каждый интервал скорости будет приходиться некоторое
число молекул )(udN ,  имеющих скорость,  заключенную в этом ин-
тервале. Очевидно, что:

1) число частиц )(udN  будет тем больше, чем больше интервал

ud , т. е. )(udN ~ ud ;
2) число молекул )(udN  зависит и от самого значения скорости

u , (в одинаковых по величине интервалах при различных абсолютных
значениях скорости число частиц будет различным), т.е.

)(udN )(uf= ;
3) )(udN  пропорционально числу частиц N , т. е. NdN ~)(u .

Следовательно,
)(udN uu dfN )(= .

Откуда uu
u df

N
dN )()(

= ,              (2.19)

где
N

dN )(u
 – представляет долю частиц газа, скорости которых лежат

в интервале скоростей от u  до uu d+ , функция )(uf  называется
функцией распределения, вид которой необходимо определить.

Поскольку =)(uf
N

dN )(u
  при 1=ud , то функция распреде-

ления )(uf  определяется долей частиц, скорости которых за-
ключены в единичном интервале вблизи скорости u .
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Применяя методы теории вероятностей, Максвелл в 1860 г. уста-
новил вид функции распределения – закон распределения молекул
идеального газа по скоростям

2
30 )

2
(4)(

kT
mf
p

pu = )
2

exp(
2

02

kT
m u

u - .                  (2.20)

Рис. 2.4

В показателе экспоненты
стоит взятое со знаком минус от-
ношение кинетической энергии

молекулы (
2

2
0um ), движущейся

со скоростью u , к величине,  ха-
рактеризующей среднюю энергию

молекул газа ( kT ).
График функции (2.20) при-

веден на рис. 2. 4. Поскольку при
возрастании u  множитель вида

2au-e  убывает быстрее, чем рас-

тет множитель
2u , функция, начинаясь в нуле (из-за

2u ), достигает
максимума и затем асимптотически стремится к нулю.

Проинтегрируем выражение (2.19) ò ò
¥ ¥

=
0 0

)()(
uu

u df
N

dN . Оче-

видно, что ò ò
¥ ¥

===
0 0

1)(1)(
N
NdN

NN
dN uu . Поэтому функция )(uf

удовлетворяет условию нормировки ò
¥

=
0

1)( uu df .

Следовательно, площадь, охватываемая кривой, равна единице.
Конкретный вид функции распределения зависит от рода газа

(массы 0m  молекулы) и от параметра состояния (температуры T ).
Давление и объем газа на распределение молекул по скоростям не
влияют.

Закон распределения молекул по скоростям позволяет опреде-
лить  некоторые характерные для данного состояния газа скорости.

Средняя арифметическая скорость ><u определяется по формуле
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òò
¥¥

=>=<
00

)()(1 uuuuuu dfdN
N

.

Подставляя в эту формулу функцию распределения )(uf  и ин-
тегрируя, получим

M
RT

m
kT

pp
u

88

0

=>=< .                              (2.21)

Значение средней арифметической скорости используется, на-
пример, для определения средней длины свободного пробега молекул
газа >< l , средней кинетической энергии молекул и т. д.

Скорость, при которой функция распределения молекул идеаль-
ного газа по скоростям максимальна, называется наиболее вероятной

скоростью вu . Из условия 0)(
=

u
u

d
fd

 получаем

M
RT

m
kT

в
22

0

==u .            (2.22)

Из (2.22) следует, что с ростом температуры T  (или при умень-
шении массы молекулы 0m ) максимум кривой )(uf  смещается в
сторону больших скоростей, а сама кривая располагается ниже, поэто-
му охватываемая ею площадь не изменяется.

Рис. 2.5

На рис. 2.5 сопоставле-
ны две кривые распределе-
ния, которые можно тракто-
вать либо как относящиеся к
различным температурам 1T
и 2T  (при одинаковых мас-
сах), либо как относящиеся к
различным массам молекул

01m  и 02m  (при одинако-
вых температурах).
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Средняя квадратичная

скорость ><= 2uuкв опре-
деляется по формуле (2. 8):

0

2 33
m
kT

M
RT

кв ==><= uu

.Скорости (2.20), (2.21) и (2.8),
характеризующие состояние га-

за, приведены в табл. 2.2 и на рис. 2.6.
Таблица 2.2

Наиболее вероят-

ная скорость вu
Средняя арифметическая

скорость ><u
Средняя квадратичная скорость

><= 2uuкв

M
RT

m
kT

в
22

0

==u вM
RT

m
kT u

pp
u 13,188

0

==>=< вкв m
kT

M
RT

uuu 22,133

0

2 ===><=

2. 3.  Опытное обоснование молекулярно-кинетической теории
Основные положения и выводы молекулярно-кинетической тео-

рии подтверждаются экспериментально в опытах Броуна, Штерна и
Ламмерта.

Броуновское движение

Рис. 2.7

Шотландский ботаник
Р.  Броун,  наблюдая под микро-
скопом взвесь цветочной пыль-
цы в воде,  обнаружил,  что час-
тицы пыльцы оживленно и бес-
порядочно двигались, то враща-
ясь, то перемещаясь с места на
место, подобно пылинкам в сол-
нечном луче (рис. 2.7).

Впоследствии оказалось, что подобное сложное зигзагообразное
движение характерно для любых частиц малых размеров (~1 мкм),
взвешенных в газе или жидкости. Интенсивность этого движения, на-
зываемого броуновским, повышается с ростом температуры среды, с
уменьшением вязкости и размеров частиц (независимо от их природы).
Лишь через 80  лет после обнаружения этого эффекта ему было дано
объяснение: броуновское движение взвешенных частиц вызывается
ударами молекул среды, в которой они взвешены. При хаотичном
движении молекул взвешенные частицы, получая толчки с разных сто-
рон, совершают такие причудливые перемещения. Таким образом,

Рис. 2.6
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броуновское движение является подтверждением выводов молекуляр-
но-кинетической теории о хаотическом тепловом движении атомов
и молекул.

Опыт Штерна
Впервые скорости движения молекул были экспериментально

определены немецким физиком О. Штерном в 1920 г.  Его опыты так-
же позволили оценить распределение молекул по скоростям. Вакуум-
ная установка Штерна (рис. 2.8) состояла из двух коаксиальных ци-
линдров, на оси которых была натянута платиновая проволока, покры-
тая слоем серебра. Внутренний цилиндр имел узкую вертикальную
щель. При нагревании проволоки током испаряющиеся молекулы сере-

Рис. 2.8.

-бра вылетали через щель узким пучком и попадали на внутреннюю
поверхность наружного цилиндра, давая четкое изображение щели O .
Затем прибор приводили во вращение вокруг оси цилиндров. За время
движения частиц серебра от щели до поверхности наружного цилинд-
ра последний успевал повернуться на некоторый угол j , и изображе-
ние щели смещалось от точки O . Зная угловую скорость w  вращения
цилиндров, радиусы R  и r  внешнего и внутреннего цилиндров, легко
вычислить  скорость движения молекул серебра при данной темпера-
туре. Действительно, при скорости движения частиц u  расстояние

( rR - ) между цилиндрами они пролетали за время
u

rRt -
=  и по-

падали на поверхность внешнего цилиндра,  который за это время ус-

певал повернуться на угол
u

wwj
rRt -

=×= , откуда

j
wu )( rR -= .
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По этой формуле, измерив на опыте угловое смещение j , можно
определить скорость молекулы u . Опыты показали, что вместо резко-
го смещенного изображения щели получилась широкая полоса, что
свидетельствует о том, что скорости движения молекул различны. По
распределению плотности осажденного слоя можно судить о распре-
делении молекул по скоростям. Результаты опыта подтвердили спра-
ведливость закона Максвелла.

Недостаток метода Штерна состоял в том,  что в нем измеряли
скорость молекул не в газе, а в молекулярном пучке, возникшем при
прохождении молекул через щель.  В пучке молекулы движутся в оп-
ределенном направлении, в то время, как закон Максвелла справедлив
для беспорядочного движения.

Опыт Ламмерта
Этот опыт позволил более точно определить закон распределения

молекул по скоростям. Молекулярный пучок формировался источником
и через щель попадал в вакуумную камеру (рис.  2.9).  Между щелью и
приемником были помещены два диска с прорезями, повернутыми друг
относительно друга на угол j . Очевидно, что при неподвижных дисках
пучок атомов не попадал на приемник. Если же диски приводили во
вращение, то атомы, имеющие определенную скорость, проходили
сквозь щель во втором диске.  Это происходило в том случае,  если
за время,  в течение которого атомы  двигались между дисками, второй

Рис. 2.9

диск успевал повернуться на
угол j ,  так что прорезь ока-
зывалась на пути пучка ато-
мов.  Если диски вращались с
угловой скоростью npw 2= ,
где n  –  частота их вращения,
то угол tnt pwj 2== .   Но

u
lt = ,

где l  – расстояние между дисками; u  – скорость атомов.
Изменяя угловую скорость вращения дисков и измеряя число

частиц, попадающих в мишень, можно выявить закон распределения
скоростей молекул. Этот опыт также подтвердил справедливость мак-
свелловского распределения молекул по скоростям.



Физика. Механика. Молекулярная физика и термодинамика

139

2.4. Явления переноса в термодинамически неравновесных
системах

В кинетической теории мы рассматривали газы, находящиеся в
состоянии равновесия, которое характеризуется равномерным распре-
делением молекул по объему (равномерной концентрацией), одинако-
вой средней кинетической энергией всех частиц и отсутствием в сис-
теме потоков вещества и энергии. Беспорядочность теплового движе-
ния молекул газа даже в равновесном состоянии приводит к тому, что
они перемещаются из одних точек пространства в другие. При пере-
мещении частицы сталкиваются, величина и направление их скоростей
изменяются, что приводит к передаче импульса и энергии. Если в ка-
кой-то области пространства возникает неоднородность какой-либо
физической величины (плотности, температуры или скорости упоря-
доченного движения отдельных слоев газа), то перемещения и столк-
новения молекул приводят к выравниванию пространственного рас-
пределения этой физической величины и устранению неоднородности.
Возникают потоки вещества, энергии или импульса упорядоченного
движения частиц. Эти потоки, характерные для неравновесных со-
стояний газа, являются физической основой особых процессов, объе-
диненных общим названием явлений переноса (все они связаны с
переносом какой-либо физической величины). К этим явлениям отно-
сятся диффузия, теплопроводность и внутреннее трение.

2.4.1. Среднее число столкновений  и средняя длина свобод-
ного пробега молекул

Частицы газа при своем движении непрерывно сталкиваются
друг с другом. Расстояния l , которые пролетают молекулы от одного
столкновения до следующего, называются длиной свободного пробе-
га. В общем случае длина пути между последовательными столкнове-
ниями различна, поэтому вводится понятие средней длины свободно-
го пробега молекулы >< l , которое является характеристикой всей
совокупности частиц газа при заданных значениях давления и темпе-
ратуры.

За время tD  молекула проходит в среднем путь tS D>=< u ,
где ñáu  – средняя арифметическая скорость. Если за это время части-
ца испытает в среднем ñáZ  столкновений, то средняя длина ее сво-

бодного пробега определится выражением
><
D><

>=<
Z

tu
l .
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Для определения ñáZ представим себе молекулу в виде шарика
диаметром d , который движется среди других «застывших» молекул.
За время tD  эта молекула пройдет путь,  длиной tDñáu , и испытает
соударения со всеми неподвижными частицами, центры которых на-
ходятся на расстояниях не дальше, чем d , от траектории ее движения
(рис. 2.10).

Иными  словами,  за время tD   движущаяся  частица  столкнется с
теми молекулами, центры которых лежат внутри «ломаного» цилиндра

радиусом d  и высотой tDñáu .
Если n  – концентрация молекул
газа, то среднее число соударе-
ний молекулы в единицу време-
ни определяется как

tdnVnZ ц Dñá=×=ñá up 2 .
При учёте движения других

молекул оказывается, что это
число в 2  раз больше

tdnZ Dñá=ñá up 22 .
Тогда средняя длина сво-

бодного пробега

22
1

dnp
>=< l . (2.23)

Средняя длина пробега ñál зависит от давления и от температу-
ры. Из (2. 23) следует, что при постоянной температуре, когда соглас-
но формуле nkTp = , давление p  газа пропорционально концентра-
ции молекул, величина ñál  обратно пропорциональна давлению

ñál ~
p
1

. Зависимость ñál от температуры описывается формулой

Сёзерленда ,
cT

T
+

>>=<< ¥ll

где с – постоянная Сёзерленда, характерная для каждого газа (имеет
размерность температуры); >< ¥l  – средняя длина свободного  про-
бега молекул при cT >> .

Рис. 2.10
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2.4.2. Диффузия.  Закон Фика.
Диффузией называется явление самопроизвольного взаимного

проникновения и перемешивания частиц двух соприкасающихся
газов, жидкостей и даже твердых тел. В химически чистых газах
при постоянной температуре диффузия возникает из-за неоднородно-
сти плотности в различных частях объема газа. В смеси газов диффу-
зия вызывается различием в концентрациях отдельных газов в разных
частях объема смеси. При постоянной температуре явление диффузии
заключается в переносе массы газа из мест, где его концентрация
больше в места, где она меньше.

В простейшем одномерном случае диффузия возникает в хими-
чески однородном газе, плотность r  которого изменяется вдоль од-
ной координаты x ,  т.  е. )(хrr = .  Мысленно выделим в газе пло-
щадку, перпендикулярную оси х . Молекулы газа проникают через эту
площадку в обоих направлениях – слева направо и справа налево. Од-
нако большее число молекул движется с той стороны, где плотность
больше. Поэтому можно говорить о массе газа, перенесенной в опре-
деленном направлении. Перенос вещества путем диффузии осуществ-
ляется только вдоль оси x и описывается законом Фика, установлен-
ным экспериментально

dtdS
dx
dDdm ^-=
r

, (2.24)

где dm  – масса вещества, диффундирующего за время dt  через пло-
щадку ^dS , расположенную перпендикулярно направлению переноса

вещества; r  –  плотность газа;
dx
dr

 – градиент (перепад) плотности

вдоль оси x ; D  – коэффициент диффузии. Знак минус в формуле
указывает на то, что перенос массы происходит в направлении убыва-
ния плотности r , т. е. вдоль положительного направления оси x  при

0<
dx
dr

 и в обратном направлении при 0>
dx
dr

.

Из уравнения (2. 24) следует, что коэффициент диффузии D
численно равен массе газа, продиффундировавшей за единицу времени
через единичную площадку, расположенную нормально к потоку
диффузии при градиенте плотности, равном единице.

Масса вещества, переносимая в единицу времени через единицу
площади, т. е. плотность потока массы, mj  равна
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dtdS
dmjm ×

=
^

=
dx
dD r

-                     (2.25)

или rgradDjm -= .                         (2.25
а)

Выведем закон Фика на основании молекулярно-кинетической тео-
рии газов и установим связь коэффициента диффузии D  со средней дли-
ной свободного пробега >< l .  Будем считать,  что концентрация газа в
направлении оси х  убывает слева направо ( 21 nn > ) (рис. 2.11). Мыс-
ленно выделим в газе площадку dS , перпендикулярную оси x . Пусть
за время dt  через эту площадку слева направо проникает 1N  моле-

кул, а в обратном направлении – 2N  молекул, причем 21 NN > . Все
молекулы, находящиеся слева и справа от площадки на расстоянии не
больше средней длины свободного пробега >< l , достигают ее без
столкновений.

Если в том сечении,
где расположена площадка
dS , концентрация частиц
n , то в сечении A  она

больше на ñál
dx
dn ,  а в се-

чении B  на столько же

меньше (
dx
dn  – градиент

концентрации). За время dt  при средней арифметической скорости
движения молекул ><u  через площадку dS  пройдет столб газа
объемом dtdSV ×><×= u , следовательно,

dStd
dx
dnnN ××><÷

ø
ö

ç
è
æ ><+= ul

6
1

1
,

dSdt
dx
dnnN ××><÷

ø
ö

ç
è
æ ><-= ul

6
1

2 .

Ввиду полной хаотичности движения частиц можно считать, что

только
6
1  часть всех молекул движется вдоль оси х  по направлению к

Рис. 2. 11
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площадке. Поэтому в выражениях для 1N  и 2N  стоит множитель
6
1 .

Тогда

dtdS
dx
dnNN ×××><×><=- ul

3
1)( 21 .

Масса газа, продиффундировавшего через площадку dS , опре-
деляется выражением 021 )( mNNdm ×-= , где 0m  –  масса одной
молекулы. Поэтому

dtdS
dx
dldtdS

dx
mdndm ×><×><=×
×

><×><=
r

uu
3
1

3
1 0l ,

где
dx
d

dx
mdn r

=
× 0  – градиент плотности.

Сравнив последнюю формулу с законом Фика (2.24), получаем,

что коэффициент диффузии >><<= lu
3
1D

(2.26)
пропорционален средней длине >< l  свободного пробега молекул и
средней арифметической скорости их движения ><u .

Единица коэффициента диффузии – .
2

с
м

2.4.3. Внутреннее трение (вязкость). Закон Ньютона
Внутреннее трение (вязкость) возникает между слоями газа

или жидкости, перемещающимися параллельно друг другу с раз-
личными по модулю скоростями.

Рис.2. 12

Рассмотрим два слоя жидкости
1 и 2, движущихся параллельно друг

другу со скоростями
®

1u  и
®

2u , при-
чем 21 uu >  (рис. 2.12). Благода-
ря хаотическому тепловому движе-
нию молекулы переходят из слоя
в слой и «переносят» импульсы

®

um  своего упорядоченного дви-
жения. При переходе молекул из слоя 1, движущегося быстрее, в слой
2, частицы переносят большие импульсы и соударения между молеку-
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лами приводят к ускорению упорядоченного движения слоя 2. При
переходе из слоя 2, движущегося медленнее, в слой 1 перешедшие час-
тицы ускоряют свое упорядоченное движение, а молекулы слоя 1 за-
медляются. В результате этих процессов переноса импульса молекул
между слоями 1  и 2   возникают силы внутреннего трения,  которые
подчиняются закону Ньютона

Sd
dx
ddF ×-=
u

h ,  (2.27)

где h  – коэффициент внутреннего трения (динамическая вязкость);

dx
du  –  градиент скорости (показывает,  как быстро меняется скорость

при переходе от слоя к слою в направлении, перпендикулярном на-
правлению движения слоев); dS  – площадь трущихся слоев. Сила F
считается положительной, если она ускоряет слой и отрицательной,
если тормозит.

Закон Ньютона можно записать и для импульса dp , переносимо-
го частицами при переходах между слоями с различными скоростями
направленного движения

dtdS
dx
ddtdFdp ××-=×=
u

h .  (2.28)

Знак минус указывает на то, что импульс переносится из быстро
движущихся слоев в слои, движущиеся медленно. Коэффициент вязко-
сти равен силе внутреннего трения, действующей на единицу поверх-
ности слоя при градиенте скорости равном единице.

На основании кинетической теории можно показать, что сила
внутреннего трения

dS
dx
dnmdF ×>><<=
u

ul03
1

,

где  <u >  средняя скорость теплового движения молекул.
Сравнив последнюю формулу с законом Ньютона (2. 27) получа-

ем, что коэффициент вязкости

>><<>=><<= uruh ll
3
1

3
1

0nm  (2.29)

пропорционален средней длине свободного пробега молекул >< l ,
средней арифметической скорости их движения ><u  и плотности
газа nm ×= 0r .
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Единица коэффициента вязкости – пуаз (
см

кг
).

2.4.4. Теплопроводность. Закон Фурье.
Теплопроводность – явление переноса теплоты от слоев газа,

обладающих более высокой температурой, и, следовательно, более
высоким значением энергии, к слоям с более низкой температурой.
Хаотическое тепловое движение молекул приводит к направленному
переносу внутренней энергии газа. Молекулы, попавшие из нагретых
частей объема газа в более холодные, отдают часть своей энергии ок-
ружающим частицам. И наоборот, частицы, движущиеся медленнее,
попадая из холодных частей объема газа в более нагретые, увеличива-
ют свою энергию за счет соударений с молекулами, имеющими боль-
шие скорости и энергии.

В простейшем одномерном случае явление теплопроводности
возникает в газе, температура которого зависит только от одной коор-
динаты х , т. е. )(хТТ = . При этом перенос внутренней энергии газа
путем теплообмена  осуществляется только вдоль оси х  и описывает-
ся законом Фурье, полученным экспериментально

dtdS
dx
dTKQ ^-=d ,  (2.30)

где Qd  – количество теплоты, которое передается путем теплопро-

водности за время dt  через площадку ^dS , расположенную перпен-

дикулярно направлению переноса внутренней энергии;
dx
dT  – градиент

температуры; K  – коэффициент теплопроводности. Знак минус в
формуле указывает на то, что  перенос внутренней энергии происходит
в направлении убывания температуры.

Коэффициент теплопроводности численно равен количеству теп-
лоты, переносимой в единицу времени через единичную площадку,
расположенную перпендикулярно направлению теплового потока при
градиенте температуры равном единице.

Количество теплоты, переносимое в единицу времени через еди-
ницу площади, т. е. плотность теплового потока q , равна

dtdS
Qq
×

=
^

d =
dx
dTK-                                    (2.31)

или
gradTKq -= .
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Закон Фурье, выведенный с помощью молекулярно-кинетической
теории, имеет вид

dtdS
dx
dTKdtdS

dx
dTCQ V ^^ -=××ñá×ñá-= rud l

3
1 .

Сравнивая последнюю формулу с законом Фурье (2. 30), получа-
ем, что коэффициент теплопроводности

VCK ××ñá×ñá= ru l
3
1 , (2.32)

пропорционален средней арифметической скорости ><u  движения
частиц, средней длине их свободного пробега молекул >< l , плотно-
сти газа r  и удельной теплоемкости газа VC  при постоянном объеме.

VC  определяет величину внутренней энергии вещества при данной

температуре  ( TCU V=  ).

Единица коэффициента теплопроводности -
сКм

Дж .

В табл. 2.3 приведены уравнения явлений переноса и выражения
для коэффициентов переноса. Внешнее сходство математических вы-
ражений всех трех явлений обусловлено одинаковостью механизма
перемешивания молекул при их хаотическом движении и столкнове-
ниях друг с другом.

Таблица 2. 3
Явление
переноса

Переносимая
величина

Уравнение переноса Коэффициент переноса

Диффузия Масса Закон Фика

dtdS
dx
dDdm ^-=
r

rgradDjm -=

>><<= lu
3
1D

Внутреннее
трение (вяз-

кость)

Импульс Закон Ньютона

Sd
dx
ddF ×-=
u

h

dtdS
dx
ddp ××-=
u

h

>><<= urh l
3
1

Теплопро-
водность

Теплота (внут-
ренняя энер-

гия)

Закон Фурье

dtdS
dx
dTKQ ^-=d

q = TgradK-

VcK ××ñá×ñá= ru l
3
1

Коэффициенты переноса связаны следующими соотношениями:
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.VV CDCK ××=×= rh
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Глава III
ПЕРВОЕ НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ

Первоначально термодинамика возникла как наука о превраще-
ниях теплоты в работу. Однако законы, лежащие в ее основе, имеют
настолько общий характер, что термодинамические методы с большим
успехом применяются для исследования многочисленных физических
и химических процессов, для изучения свойств вещества и излучения.
Термодинамика не вдается в рассмотрение микроскопической картины
рассматриваемых явлений, она опирается на два основных закона (на-
чала), являющихся обобщением огромного количества данных.

Первое начало устанавливает количественные соотношения,
имеющие место при превращениях энергии из одних видов в другие.
Второе начало определяет условия, при которых возможны эти пре-
вращения, т. е. определяет возможные направления процессов.

3.1. Внутренняя энергия системы
Полная энергия Е  термодинамической системы включает в се-

бя кинетическую энергию мех
кЕ  механического движения системы как

целого или ее макроскопических частей, потенциальную энергию
внешн
пЕ  системы во внешнем поле (гравитационном или электромаг-

нитном) и внутреннюю энергию U
+= мех

кЕЕ +внешн
пЕ U .  (3.1)

В неподвижных термодинамических системах, не подверженных
действию внешних полей, значения полной и внутренней энергий сов-
падают.

Внутренняя энергия включает в себя энергию всевозможных
видов движений внутри системы и энергию взаимодействия всех вхо-
дящих в нее частиц (молекул, атомов, ионов и т. д.). Согласно (2. 13)

( RTi
M
mU

2
= ) внутренняя энергия идеального газа зависит только от

его температуры, следовательно, является однозначной функцией со-
стояния системы. Значение U  в каком-либо произвольно выбранном
состоянии не зависит от того,  каким образом система пришла в это
состояние. Иначе говоря, изменение внутренней энергии 21-DU  при
переходе системы из состояния 1 в состояние 2  не зависит от вида
процесса перехода и равно разности значений U  в этих состояниях
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1221 UUU -=D - . Поэтому если в результате какого-либо процесса
система возвращается в исходное состояние, то изменение ее внутрен-
ней энергии равно нулю: 0=ò dU . Следовательно, элементарное

изменение внутренней энергии является полным дифференциалом.

3.2. Работа и теплота
Закрытая термодинамическая система может обмениваться энер-

гией с внешними телами только двумя качественно различными спо-
собами: путем совершения работы и теплообменом. Первый способ,
как известно из механики, осуществляется при силовом взаимодейст-
вии между телами. Энергия, передаваемая при этом системе, называет-
ся работой, совершенной над системой.

Если термодинамическая система неподвижна, то для соверше-
ния над ней работы необходимо перемещение взаимодействующих с
ней тел, что вызывает изменение внешних параметров состояния сис-
темы (ее объема и формы). Очевидно, что работа 1А , совершаемая над
системой (например, газом) внешними силами, численно равна и про-
тивоположна по знаку работе А , совершаемой  самой системой про-
тив внешних сил: 1А А-= .

Рис. 3. 1

В качестве примера рассмот-
рим работу,  совершающую-
ся при расширении или сжа-
тии газа, заключенного в
сосуд с подвижным  порш-
нем площадью S  (рис. 3.1).

При внешнем давлении внешнр  на поршень действует сила

SpF внешнвнешн ×= .

При перемещении поршня на малое расстояние dl  газ совер-
шает элементарную работу Ad  против этой силы

dVpdlSpdlFА внешнвнешнвнешн =××=×=d ,
где dlSdV ×= – изменение объема газа.

Если изменение объема газа происходит квазистатически, то в
любой момент времени газ находится в равновесии с внешней средой
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и его давление внешнрр = . Элементарная работа газа в равновесном
процессе изменения его объема равна

dVрА ×=d .  (3.2)
Следовательно, работа расширения или сжатия газа равна

произведению давления, под которым он находится, на изменение
его объема.

Давление p  газа всегда положительно ( 0>р ). Поэтому при рас-
ширении ( 0>dV ) газ совершает положительную работу ( 0>Ad ), а при
сжатии ( 0<dV ) –отрицательную ( 0<Ad ). Во втором случае положи-
тельную работу совершают силы внешнего давления.

Энергия, передаваемая системе внешними телами при теплооб-
мене, называется теплотой, полученной системой от внешней среды.
Теплообмен может происходить между телами (или частями одного
тела), нагретыми до различной температуры. Существует три вида те-
плообмена: 1) конвективный; 2) теплопроводность и 3) теплообмен
излучением. Конвективный теплообмен – обмен энергией между
движущимися неравномерно нагретыми частями газов, жидкостей или
газами, жидкостями и твердыми телами. Теплопроводность – переда-
ча теплоты от одной части неравномерно нагретого тела другой. Теп-
лообмен излучением (радиационный теплообмен) происходит без
непосредственного контакта тел, обменивающихся энергией, и заклю-
чается в испускании и поглощении телами электромагнитной энергии.

В отличие от внутренней энергии системы, которая является од-
нозначной функцией ее состояния, понятия теплоты и работы
имеют смысл только в  процессе изменения состояния системы.
Они являются энергетическими характеристиками этого процесса.
Значения их зависят от вида процесса.  Работа и теплота не являются
видами энергии системы, нельзя говорить о «запасе работы» или «за-
пасе теплоты» в теле. Поэтому Аd  и Qd  не являются полными диф-
ференциалами, не являются функциями состояния, а являются функ-
циями процесса.

Существует качественное различие между способами обмена
энергией  при совершении работы и при теплообмене. Совершение
работы над системой может изменить любой вид энергии системы.
Если энергия сообщается системе в виде теплоты, то она идет на уве-
личение скорости теплового движения частиц (атомов, молекул, ио-
нов) и, соответственно, внутренней энергии системы. При любом виде
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теплообмена происходит обмен энергией непосредственно между хао-
тически движущимися частицами тел при их столкновении.

Часто оба способа передачи энергии (в форме работы и в форме
теплоты) осуществляются одновременно. Например, при нагревании
газа в сосуде с подвижным поршнем, ему сообщается теплота и он
совершает работу против внешнего давления. Бывает и так, что одна
из форм передачи энергии отсутствует. Примером может служить ци-
линдр с подвижным поршнем, наполненный газом и со всех сторон
окруженный теплоизоляционной оболочкой. Отсутствие теплообмена
с внешней средой не исключает возможности совершения газом рабо-
ты расширения при увеличении его объема.

3.3. Первый закон термодинамики
Существование двух способов передачи энергии термодинамиче-

ской системе позволяет с энергетической точки зрения проанализиро-
вать равновесный процесс перехода системы из какого-либо состояния
1 в другое состояние 2 . Из закона сохранения энергии следует, что
изменение внутренней энергии системы 1221 UUU -=D -  в таком

процессе равно сумме работы 1
21-A , совершаемой над системой внеш-

ними телами, и теплоты 21-Q , сообщенной системе

21
1

2121 --- +=D QAU .  (3.3)

Поскольку 1
21-A 21--= A , где 21-A  – работа, совершаемая самой

системой против внешних сил в том же процессе перехода, то выраже-
ние (3. 3) можно записать иначе

=-21Q 2121 -- +D AU .      (3.4)
Это математическая форма записи первого закона (первого на-

чала) термодинамики: количество теплоты, сообщенное системе,
расходуется на изменение ее внутренней энергии и на совершение
системой работы против внешних сил.

Обычно этот закон записывают для изменения состояния систе-
мы, вызванного сообщением ей малой теплоты Qd , совершением
системой элементарной работы

Ad  и приводящего к малому из-
менению dU  внутренней энергии
(рис. 3.2)
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AdUQ dd += .     (3.5)
Как уже отмечалось, отличие в записи малых величин тепло-

ты ,Qd  работы Ad  и изменения внутренней энергии dU  имеет
не формальный характер, а выражает глубокое физическое различие
этих величин.

Первое начало термодинамики является частным случаем закона
сохранения и превращения энергии, записанным для термодинамиче-
ской системы. Теплота и работа – две единственно возможные формы
передачи энергии: теплота – микроскопическая форма, а работа – мак-
роскопическая.

Все  физические величины, входящие в первое начало термоди-
намики (3.5) могут быть положительными, отрицательными и равными
нулю (например, в адиабатной термодинамической системе 0=Qd ).
Если к системе подводится теплота, то 0>Qd ;  а если отводится,  то

0<Qd . На одних участках процесса перехода системы из состояния
1 в состояние 2  теплота может подводиться, а на других отводиться
от нее. Общее количество теплоты 21-Q , сообщаемое системе в про-
цессе 21- , равно алгебраической сумме элементарных количеств
теплоты Qd , сообщаемых системе на всех участках процесса 21- :

ò=-

2

1
21 QQ d .

Если система совершает работу над внешними телами, то счита-
ется, что 0>Ad , если же над системой внешние силы совершают ра-
боту, то 0<Ad . Работа 21-A , совершаемая системой  в конечном
процессе 21- , равна алгебраической сумме элементарных работ Ad ,
совершаемых системой на всех участках этого процесса:

21-A Adò=
2

1

.

Если система, например рабочее тело в периодически действую-
щем двигателе, совершает круговой процесс 11- , то 011 =D -U  и,
следовательно,

1111 -- = QA .
Значит нельзя построить периодически действующий двигатель

(двигатель первого рода), который совершал бы работу большую, чем
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та энергия, которая подводится к двигателю извне. Невозможность
создания вечного двигателя первого рода также является формули-
ровкой первого закона термодинамики.

3.4. Графическое изображение термодинамических процессов
и работы

Термодинамические процессы удобно изучать и сравнивать друг
с другом, используя их графическое изображение. Это особенно на-
глядно для простых систем, т. к. уравнение состояния такой системы

0),,( =TVpf  позволяет по любым значениям двух параметров  со-
стояния, например, V  и T , определить значение третьего параметра
р . Для графического изображения процесса, совершаемого системой,

можно воспользоваться системой координат на плоскости, по осям
которой откладываются два независимых параметра состояния. Кроме
наиболее распространенной Vp -  диаграммы, по осям которой от-

кладываются объем V  и давление p , применяют также Tp - и

TV -  диаграммы. Термодинамический процесс на Vp -  диаграмме

(рис. 3.3) изображается кривой 21- , на которой точки ),(1 11 Vp и

Рис. 3 .3

),(2 22 Vp  характеризуют начальное
и конечное состояния системы. Эле-
ментарная работа dVрА ×=d  графи-
чески изображается площадью мень-
шей криволинейной трапеции (узкой
полоской на рисунке).

Работа, совершаемая системой в

процессе 21-  равна ò ×=-

2

1

21

V

V

dVpA

Она  измеряется   площадью, ограниченной  кривой процесса
21- , осью абсцисс и ординатами 1V   и 2V  точек 1 и 2 . Из рисунка

видно, что величина работы 21-A  зависит от того, каким образом
система переходит из состояния 1 в состояние 2 ,  т.  е.  от вида
процесса 21- .

Графически можно изображать только равновесные процессы.
При неравновесных процессах нельзя говорить о параметрах состоя-
ния всей системы, т. к. в разных ее частях они различны.

.
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3.5. Теплоемкость вещества
Одной из основных характеристик, описывающих тепловые

свойства вещества, является его теплоемкость *С  – физическая ве-
личина, определяемая количеством теплоты Qd , которое необ-
ходимо подвести к веществу или отнять от него для изменения
его температуры на К1

dT
QС d

=* . (3.6)

Теплоемкость вещества зависит от массы вещества, химического
состава, термодинамического состояния, а также от вида процесса пе-
редачи ему теплоты Qd . Тепловые свойства однородных веществ
удобно характеризовать удельной и молярной теплоемкостями.
Удельной теплоемкостью c называется теплоемкость единицы мас-
сы m  вещества

dT
Q

mm
Cc d1*

== .  (3.7)

Откуда dTcmQ =d (3.7 а)

Единица удельной теплоемкости –
Ккг

Дж
×

.

Молярной теплоемкостью С называется теплоемкость 1 моля
вещества

m
M

v
CC ==

* cM
dT

Q
=

d
,  (3.8)

где
M
mv =  – количество вещества; M  – молярная масса вещества;

c  – удельная теплоемкость вещества в том же процессе.

Откуда dTC
M
mQ =d .                           (3.8

а)

Единица молярной теплоемкости –
Кмоль

Дж
×

.
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Величина теплоемкости газа зависит от вида процесса нагревания
тела. Поэтому различают теплоемкость VC  при постоянном объеме и

теплоемкость pC  при постоянном давлении.
3.6. Применение первого начала термодинамики к изопроцес-

сам в идеальном газе
Для равновесных процессов изменения состояния газа первое на-

чало термодинамики (3. 5) с учетом (3. 8 а) можно записать в виде

pdVdUdTC
M
m

+= . (3.9)

Применим это уравнение к изопроцессам в идеальном газе. Зако-
ны изопроцессов получим из уравнения Менделеева-Клапейрона (1.6)

RT
M
mpV = .

3.6.1. Изохорный процесс ( constV = )
Практически изохорный процесс осуществляется при изменении

температуры газа, находящегося в толстостенном сосуде постоянного
объема. Для такого процесса уравнение состояния идеального газа

(1.6) удобно записать в виде
V
R

M
m

T
p
= .  Все величины,  стоящие в

правой части уравнения, постоянные. Следовательно,

const
T
p
=  или Tconstp ×= (3.10)

давление данной массы газа при постоянном объеме возрастает
линейно с ростом температуры.

Закон Шарля )1(0 tpp a+= , установленный эксперименталь-
но, также описывает линейную зависимость давления р  газа от тем-

пературы t  (где 0p  – давление при C00 ;
1

15,273
1 -= Кa  – термиче-

ский коэффициент давления).
На рис. 3.4 изображены Tр - , Vp - и TV -  диаграммы изо-

хорного процесса при различных значениях объема V  газа.
Поскольку в изохорном процессе объем газа не изменяется

( 0=dV ),  газ работы не совершает ( 0== pdVAd ).  Поэтому вся
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теплота, сообщаемая газу, идет на изменение его внутренней энергии.
Первое начало термодинамики (3.9) имеет вид

Рис. 3.4

dTC
M
mdU V= ,                        (3.11)

где VC  – молярная теплоемкость газа в изохорном процессе или
молярная теплоемкость при постоянном объеме (изохорная тепло-
емкость).

Теплоемкость VC  зависит от химического состава газа и его
температуры. Однако в не очень широких областях изменения темпе-
ратуры можно считать, что constCV » . Тогда при изохорном нагре-

вании газа от температуры 1T  до температуры 2T  изменение внутрен-
ней энергии газа и сообщенная ему теплота равны

),( 121221 TTC
M
mUUU V -=-=D -          (3.12)

)( 1221 TTC
M
mQ V -=- .       (3.13)

Так как внутренняя энергия является функцией только
температуры, то соотношение (3. 11) справедливо для любого процесса
изменения состояния идеального газа. Поэтому для любого равновес-
ного процесса первый закон термодинамики можно записать в виде

pdVdTC
M
mdTC

M
m

V += .  (3.14)
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Для 1 моля  идеального газа
pdVdTCdTC V += .      (3.14 а)

3.6.2. Изобарный процесс ( constp = )
Практически изобарный процесс осуществляется, например, при

нагревании или охлаждении газа, находящегося в цилиндре с подвиж-
ным поршнем, на который действует постоянное внутреннее давление.

Для такого процесса уравнение состояния идеального газа удобно
записать в виде

p
R

M
m

T
V
= .  Все величины, стоящие в правой части урав-

нения, постоянные. Следовательно, const
T
V

=  или TconstV ×= ,    (3.15)

объем данной массы газа при постоянном давлении возрастает
линейно с ростом температуры.

Закон Гей-Люссака )1(0 tVV a+= , установленный экспери-

ментально, также описывает линейную зависимость объема V  от тем-
пературы t  (где 0V  – объем при C00 ; 1

15,273
1 -= Кa  – термический

коэффициент объемного расширения).
На рис. 3.5 изображены Tр - , Vp - и TV -  диаграммы изо-

барного процесса при различных значениях давления p  газа.

Согласно (3.8а) элементарная теплота Qd ,  сообщаемая газу в
изобарном процессе, равна

Рис. 3.5



Л.Б. Сулеева

158

dTC
M
mQ p=d ,     (3.16)

где pC  – молярная теплоемкость газа при постоянном давлении,
которую также называют изобарной теплоемкостью.

Чтобы найти элементарную работу Ad , совершаемую газом в
изобарном процессе, продифференцируем уравнение состояния газа
(1.6) при constp =

dTR
M
mdVp = .

Следовательно, dTR
M
mdVpA ==d .

(3.17)
Подставим  выражения  (3. 16)  и  (3. 17)  в  первое  начало тер-

модинамики (3.14):

=dTC
M
m

p +dTC
M
m

V dTR
M
m

.  (3.18)

Отсюда следует, что
RCС VP =- .        (3.19)

Это соотношение называется уравнением Майера. Для удель-
ных теплоемкостей pс  и Vc  оно имеет вид:

M
Rcc Vp =- .        (3.19 а)

Физический смысл уравнения Майера заключается в том, что при
изобарном нагревании газа к нему должна быть подведена большая
теплота, чем при таком же изохорном нагревании. Разность значений
теплоты должна быть равна работе, совершенной газом при изобарном
расширении.

Работа, совершаемая газом при изобарном процессе расширения 21-

)( 1221

2

1

VVpdVpA
V

V

-== ò-  (3.20)

измеряется  площадью,  закрашенной  на  рис. 3.5. Также, в соответст-
вии с (3.17), работу можно выразить формулой
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)( 1221 TTR
M
mA -=- .  (3.21)

Если в интервале температур 12 ТТТ -=D  молярная теплоем-

кость РС  не изменяется, то из (3.16) можно получить выражение для

теплоты 21-Q , сообщаемой газу в изобарном процессе 21- ,

)( 1221 TTC
M
mQ P -=- .  (3.22)

3.6.3. Изотермический процесс ( constT = )
Изотермический процесс расширения или сжатия газа может проис-

ходить в условиях, когда теплообмен между газом и внешней средой
осуществляется при постоянной разности температур. Для этого теплоем-
кость внешней среды должна быть достаточно велика и процесс расшире-
ния (или сжатия) должен происходить весьма медленно.

В уравнении состояния идеального газа RT
M
mpV =  при изо-

термическом процессе все величины, стоящие в правой части уравне-
ния, постоянные. Следовательно

constVp = , (3.23)
при постоянной температуре для данной массы газа произведение
давления на объем газа есть величина постоянная.

Закон Бойля-Мариотта, установленный экспериментально, дает
такую же зависимость.  На Vp -  диаграмме такой процесс графиче-
ски изображается изотермой, имеющей вид равнобочной гиперболы
(рис. 3.6). Внутренняя энергия идеального газа в изотермическом про-
цессе не изменяется (т. к. 0=dT )

0== dTC
M
mdU V ,

следовательно, вся теплота, сообщаемая газу, расходуется на соверше-
ние газом работы против внешних сил

ò== --

2

1

2121

V

V

dVpAQ .              (3.24)
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Выразим р  из уравнения состояния (1.6)
V
RT

M
mp =  и под-

ставим полученное выражение в (3.24)

ò òò ===== --

2

1

2

1

2

1
1

2
2121 ln

V

V

V

V

V

V V
VRT

M
m

V
dVRT

M
m

V
dVRT

M
mdVpAQ . (3.25)

Работа изотермического расширения газа зависит не от разности
объемов, между которыми происходит расширение, как при изобарном
процессе, а от их отношения. Если газ изотермически расширяется
( 12 VV > ),  то к нему подводится теплота ( 021 >-Q ) и газ совершает

положительную работу ( 021 >-A ), которая измеряется площадью,
закрашенной на рис. 3.5.

Поскольку при изотермическом процессе constpV = , то

2211 VpVp =  и
2

1

1

2

p
p

V
V

= . Выражение (3.24) для работы и теплоты

можно записать

2

1

1

2
2121 lnln

p
p

RT
M
m

V
V

RT
M
mAQ === -- .  (3.26)

3.7. Адиабатный процесс ( 0=Qd )
Большой практический интерес представляет адиабатный процесс,

в котором система не обменивается теплотой с окружающей средой

Рис. 3.6



Физика. Механика. Молекулярная физика и термодинамика

161

( 0=Qd ). Практически адиабатными можно считать процессы быстрого
расширения или сжатия газа. Следует отметить, что условие отсутствия
теплообмена нельзя формулировать в виде 0=Q . Это равенство гово-
рит лишь о том, что в целом за весь процесс  алгебраическая сумма коли-
честв теплоты, подведенной к системе и отведенной от нее, равна нулю.
Оно вовсе не исключает теплообмена между системой и внешней средой
на отдельных участках рассматриваемого процесса.

Из первого начала термодинамики (3.5) AdUQ dd +=  для
адиабатного процесса ( 0=Qd )  получаем,  что система совершает
работу за счет убыли ее внутренней энергии: dUА -=d .

Подставим сюда выражения для dU (3.11) и δА (3.2):

dTC
M
mdVp V-= .                 (3.27)

Работа, связанная с изменением объема газа, сопровождается из-
менением его температуры. Знак «минус» в уравнении означает, что
увеличение объема (расширение) сопровождается понижением темпе-
ратуры, а уменьшение объема (сжатие) – повышением.

При адиабатном процессе теплоемкость вещества равна нулю

             ( 0==
dT
QCад
d

, т. к. 0=Qd , а 0¹dT ).

Найдем связь между параметрами состояния (например, р  и V )
идеального газа в адиабатном процессе. Для этого исключим T  из
уравнения (3.27), записанного в виде

0=+ dVpdTC
M
m

V   (3.28)

Продифференцируем уравнение Менделеева-Клапейрона

( RT
M
mpV = )

dTR
M
mdpVdVp =+ .

Откуда
R

M
m

dpVdVpdT +
= .
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Подставим выражение для dT  в (3. 28)

0)( =++ dVpdpVdVp
R

CV .

Учитывая (3.19) VP CCR -= , можно записать

0=+ dVpCdpVC PV .
Разделим переменные в последнем уравнении, поделив обе части

на произведение VpCV

0=+
p

dp
V
dV

C
C

V

p     или 0=+
p

dp
V
dVg ,          (3.29)

где
V

P

C
С

=g  – безразмерная величина, называемая показателем

адиабаты или коэффициентом Пуассона.
Проинтегрируем дифференциальное уравнение (3. 29), полагая
const=g

constpV lnlnln =+g  или constpV =g .      (3.30)
Это уравнение адиабаты или уравнение Пуассона.
Найдем соотношение между другими параметрами газа при адиа-

батном процессе. Выразим сначала р , а потом V  из уравнения со-
стояния 1 моля газа ( RTpV = ) и подставим их в уравнение адиабаты

constV
V
RT

=g  или constVT =-1g .  (3.30 а)

constTp
p

RT
p == - ggg 1)(  или constpT =

-

g
g1

. (3.30 б)

Линия, изображающая адиабатный процесс на Vp -  диаграмме
называется адиабатой (синяя линия на рис. 3. 7). Для сравнения на
этом же рисунке красной линией изображена изотерма при температу-

ре газа в состоянии 1. Так как 1>=
V

P

C
С

g , то адиабата идет круче

изотермы. Объясняется это тем, что при адиабатном сжатии (процесс
31- ) увеличение давления происходит не только за счет уменьшения
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объема, как при изотермическом сжатии, но и за счет увеличения тем-
пературы сжимаемого газа. При адиабатном расширении газа (процесс

21- ) его температура уменьшается, и давление падает быстрее, чем
при соответствующем изотермическом расширении.

Работа, которую совершает
газ при адиабатном процессе 21-

)( 2121 TTC
M
mА V -=- ,   (3.31)

измеряется площадью, закрашен-
ной на рисунке.  Подставим в фор-
мулу для работы выражение

1-
=
g

RCV , полученное из урав-

нения Майера VP CCR -=  и
формулы для показателя адиабаты

V

P

C
С

=g

)1(
1

)1(
)1(

)(
1 1

21121
2121 T

TVp
T
TTR

M
mTTR

M
mА -

-
=-

-
=-

-
=- ggg

.

Из уравнений (3. 30 а) и (3. 30 б) следует, что

g
g

g
-

- ==
1

2

11

2

1

1

2 )()(
p
p

V
V

T
T .

Поэтому

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
-

-
=ú

û

ù
ê
ë

é
-

-
=

-
-

-
g
g

g

gg

1

2

1111

2

111
21 )(1

1
)(1

1 p
pVp

V
VVpА .        (3.32)

3.7.1. Значения молярных теплоемкостей и показателя адиа-
баты идеальных газов

Молекулярно-кинетическая теория позволила при помощи закона
равномерного распределения энергии по степеням свободы вычислить

внутреннюю энергию идеального газа RTiUM 2
=  (2.12). Из этого

Рис. 3.7
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уравнения легко найти молярные теплоемкости PC  и VC . Согласно

(3.11) и (3. 19),
dT

dUC M
V =  и RCC VP += . Поэтому

RiCV 2
= , и

2
)2( RiCP

+
=  (3.33)

Соответственно, показатель адиабаты
i

i
C
C

V

P 2+
==g               (3.34)

Значения VC , PC  и g  для идеальных газов с различными степе-
нями свободы приведены в табл. 3.1.

Таблица 3. 1
i

Кмоль
ДжCV ×

,
Кмоль

ДжCP ×
,

g

3 (одноатомный газ) 12,5 20,8 1,67
5 (двухатомный газ) 20,8 29,1 1,40

6 (многоатомный газ) 24,9 33,2 1,33
Однако классическая теория теплоемкости газов сильно расхо-

дится с опытными данными. Из теории вытекает независимость теп-
лоемкости от температуры. Экспериментальные же данные указы-
вают на то, что теплоемкость всех веществ, в т. ч. и газов, увеличива-
ется с ростом температуры. При  достаточно низких температурах она
быстро убывает с охлаждением и стремится к нулю при KT 0® . При
средних и высоких температурах классическая теория дает занижен-
ные значения теплоемкости многоатомных газов по сравнению с
опытными данными. Причина всех этих трудностей заключается в том,
что при определении числа степеней свободы частиц учитываются не
все их реальные характеристики. В квантовой теории теплоемкости
многие эти трудности преодолены.

3. 8. Политропный процесс ( constC = )
Политропный процесс – термодинамический процесс, проте-

кающий без изменения теплоемкости С . Найдем уравнение полит-
ропы. Из определения теплоемкости (3. 8 а) и первого начала термоди-
намики для моля1  идеального газа (3. 14 а) получаем

dVpdTCdTCQ V +==d  или dVpdTCC V =- )( .    (3.35)
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Исключим dT . Для этого продифференцируем уравнение состояния
( RTpV = ) для моля1  идеального газа dTRdpVdVp =+ .

Откуда
VP CC
dpVdVp

R
dpVdVpdT

-
+

=
+

= . Это выражение подставим в (3.35)

dVpdpVdVp
CC

CC

VP

V =+
-
- )(   или dpV

CC
CC

dVp
CC
CC

VP

V

VP

V

-
-

-=-
-
-

)1(

Раскроем скобки и разделим переменные, умножив обе части

уравнения на
Vp
1

p
dpCC

V
dVCC VP )()( --=-  или

0=+
-
-

p
dp

V
dV

CC
CС

V

P  или 0=+
p

dp
V
dVn ,

(3.36)

где
V

P

CC
CС

n
-
-

=  –  показатель политропы ( C  –  теплоемкость газа в

данном процессе). Интегрируя дифференциальное уравнение (3.36),
получим

constpV n lnlnln =+  или constVp n = .    (3.37)
Это уравнение политропы.

Все рассмотренные выше изопараметрические процессы являются ча-
стными случаями политропного процесса. Действительно, при 0=n
уравнение политропы описывает изобарный процесс ( constр = ).
При 1=n  – изотермический процесс ( constVр = ). При g=n  это

адиабатный процесс ( constVр =g ). При ±¥=n  уравнение полит-
ропы описывает изохорный процесс. В этом можно убедиться, если
уравнение (3.37) nn VpVp 2211 = ,  преобразовать к виду

2

1

21

1

1 )()( VpVp nn = . При ±¥=n  получаем 21 VV = .  Все эти про-

цессы изображены на Vp -  диаграмме (рис. 3.8).
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Рис. 3.8
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Глава IV
ВТОРОЕ НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ

Для описания термодинамических процессов одного первого нача-
ла термодинамики недостаточно. Выражая всеобщий закон сохранения
и превращения энергии, первое начало не позволяет определить направ-
ление протекания процессов. В самом деле, процесс самопроизвольной
передачи теплоты от холодного тела не противоречит первому началу,
если только уменьшение внутренней энергии одного тела равно энергии,
полученной другим телом. Однако опыты показывают, что такой про-
цесс не происходит. Например, при опускании раскаленного куска же-
леза в холодную воду никогда не наблюдается дальнейшее нагревание
железа за счет соответствующего охлаждения воды. Обобщение огром-
ного экспериментального материала привело к дальнейшему развитию
термодинамики. Было сформулировано второе начало (второй закон)
термодинамики, позволившее превратить термодинамический метод
исследования физических явлений в один из самых мощных методов,
применяемых в физике. Однако для того, чтобы можно было перейти к
изучению второго начала термодинамики, необходимо рассмотреть
предварительно целый ряд вопросов.

4.1. Обратимые и необратимые процессы
Для анализа условий преобразования теплоты в работу с помощью

тепловых двигателей важно понятие обратимого и необратимого процес-
сов. Термодинамический процесс, совершаемый системой, называется
обратимым, если он может быть проведен в обратном направлении так,
что все изменения, возникающие во внешних телах в результате прямого
процесса, будут устранены в результате обратного процесса, т. е. ни в
самой системе, ни в окружающей среде не останется никаких измене-
ний. При проведении обратимого процесса в обратном направлении
система проходит те же состояния, что и в прямом процессе, но в обрат-
ной последовательности. Процесс, который не удовлетворяет указанным
выше условиям, называется необратимым.

Примером необратимого процесса является торможение тела под
действием силы трения. При этом энергия механического движения тела
как целого уменьшается и расходуется на увеличение энергии теплового
движения частиц тела и окружающей среды – они нагреваются. Други-
ми словами, за счет начальной кинетической энергии тела кЕ  возраста-

ет внутренняя энергия U  тела и среды =DU кЕ . Это прямой про-
цесс. Он протекает самопроизвольно. Для осуществления обратного
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процесса возвращения системы в исходное состояние необходимо, что-
бы остановившееся тело вновь пришло в движение за счет энергии, вы-
делившейся при охлаждении его самого и окружающей среды. Опыт
показывает, что хаотическое движение частиц не может самопроизволь-
но привести к возникновению упорядоченного движения всех частиц
тела как целого. Для осуществления такого движения необходим допол-
нительный, так называемый компенсирующий процесс. Он должен за-
ключаться в охлаждении тела и окружающей среды до первоначальной
температуры,  т.  е.  в отдаче ими некоторому другому телу теплоты

=Q кЕ  и в совершении над рассматриваемым телом работы, равной

кЕ . Поэтому, хотя в результате прямого и обратного процесса система
тело – среда возвращается в исходное состояние, состояния внешних тел
изменяются. Следовательно, все процессы, сопровождающиеся трени-
ем, являются необратимыми.

Процесс теплообмена между двумя телами с различной темпера-
турой приводит к выравниванию средних энергий теплового движения
частиц обоих тел. Энергия частиц более нагретого тела уменьшается, а
более холодного – увеличивается. В итоге температуры тел выравни-
ваются. Этот процесс идет самопроизвольно при тепловом контакте
между телами. Обратный процесс (нагревание одного тела за счет ох-
лаждения другого, имеющего такую же температуру) самопроизвольно
идти не может. Для его осуществления используется холодильное уст-
ройство, работа которого неизбежно приведет к изменению состояния
других внешних тел. Поэтому процесс теплообмена при конечной
разности температур является необратимы. Можно показать, что
процессы диффузии и растворения, радиоактивного распада ядер так-
же являются необратимыми.

В термодинамике доказывается, что необходимым условием об-
ратимости термодинамического процесса  является его равновес-
ность, т. е. всякий обратимый процесс всегда является равновесным
(квазистатическим). Однако не всякий равновесный процесс обяза-
тельно обратим. Например, квазистатический процесс равномерного
движения тела по шероховатой горизонтальной поверхности под дей-
ствием взаимно уравновешенных сил тяги и трения является необра-
тимым.

Более того, одни и те же процессы в зависимости от условий их про-
ведения могут быть и обратимыми и необратимыми. Рассмотрим процесс
растяжения пружины, один конец В  которой закреплен (рис. 4.1).
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Рис. 4.1

Если приложить силу
®

F  к свободному концу А  пружины, то он
первым начнет растягиваться. Последним растянется закрепленный ко-
нец B . Процесс будет обратимым, если при сжатии пружины первым
начнет сжиматься конец B , а последним сожмется конец A .  При бы-
стром растяжении и сжатии пружины первым «почувствует» и прило-
жение, и отсутствие силы свободный конец А , поэтому он первым нач-
нет и растягиваться, и сжиматься. Следовательно, быстрый процесс рас-
тяжения–сжатия пружины является необратимым. Аналогично необра-
тимыми являются быстрые процессы расширения и сжатия газа.

Если пружину растягивать настолько медленно, что в любой мо-
мент времени деформация и напряжение успеют распространиться
вдоль всей ее длины, то любое промежуточное состояние растянутой
пружины будет равновесным и совершенно неважно идет процесс в
прямом или обратном направлении. Следовательно, медленное растяже-
ние и сжатие пружины – процессы обратимые. Аналогично обратимы-
ми являются процессы медленного расширения и сжатия газа.

4.2. Круговые процессы. Цикл Карно
Тепловые двигатели служат для превращения теплоты в меха-

ническую работу. Все тепловые машины (двигатели внутреннего сго-
рания, паровые и газовые турбины, холодильные машины и т. д.) рабо-
тают циклически. Круговым процессом (циклом) называется такой
процесс, при котором система после прохождения ряда промежуточ-
ных состояний, возвращается в исходное, первоначальное состояние.
На VP -  диаграмме цикл изображается замкнутой кривой.

Если к газу, находящемуся в баллоне под поршнем, подвести неко-
торое количество теплоты Qd , то согласно первому началу термодина-
мики (3.5) оно расходуется на изменение внутренней энергии газа
( dTCdU V= ) и на совершение им работы ( PdVA =d ) при расширении.

Чтобы наилучшим образом превратить теплоту в работу процесс
лучше вести изотермически, тогда ( 0=dU  и AQ dd = ) вся подво-
димая теплота пойдет на совершение газом работы.
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Рис. 4.2

Если газу дать возможность изо-
термически расшириться от объема 1V
до объема 2V ,  то он переместит пор-
шень и при этом совершит полезную
положительную работу 21-A , которая
равна площади под кривой 21 -- a
(рис. 4.2).

Для возвращения газа в исходное
состояние 1  его необходимо сжать.
При этом газ совершит отрицательную
работу 12-А , определяемую площадью
под кривой 12 -- б . Суммарная рабо-
та газа 1221 -- -= ААА  равна площади

121 ---- ба . Она будет положительной, если изотерма сжатия
газа ( 12 -- б ) окажется ниже изотермы его расширения ( 21 -- a ).
Следовательно, сжатие газа должно происходить при более низкой
температуре, чем расширение ( 21 TT > ). Поэтому для работы тепловой
машины необходимы: нагреватель (1), холодильник (2) и рабочее тело
(3) (рис. 4.3). Рабочим телом является газ или пар. Температуры нагре-

вателя 1Т  и холодильника 2Т  в процессе ра-
боты теплового двигателя должны оставаться
постоянными.

4.2.1. Идеальная тепловая машина
Карно

Анализируя работу тепловых двигателей,
французский инженер Саади Карно в 1824 г.
пришел к выводу, что наивыгоднейшим цик-
лом является обратимый круговой процесс,
состоящий из двух равновесных изотермиче-
ских и двух равновесных адиабатных расши-

рений и сжатий. Идеальная тепловая машина Карно может совершать
работу, например, по поднятию песка. Машина (рис. 4.4) состоит из
цилиндра, заполненного рабочим телом (газом). На поршне, имеющем
возможность перемещаться вертикально, укреплен столик С  с пес-

Рис. 4.3
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ком, который можно сбрасывать бесконечно малыми порциями на по-
лочки П , мимо которых он перемещается.

Стенки цилиндра совершенно не проводят тепло, а дно является
хорошим проводником тепла. С машиной связаны два резервуара теп-
ла – нагреватель, имеющий температуру 1Т , и холодильник, имеющий

температуру 2Т .  Эти резервуары настолько велики,  что отдача или
получение ими теплоты не изменяет их температуру. Кроме того, для
работы машины Карно необходима теплоизолирующая подставка. Рас-
смотрим цикл Карно подробно.

Рис. 4.4
1)  На столик С  насыпают песок.  Рабочий газ,  уже нагретый до

температуры нагревателя 1Т , сжимается поршнем до объема 1V . Дав-

ление его принимает значение 1р . Это состояние газа изображается
точкой 1 на Vp -  диаграмме. Цилиндр ставят на нагреватель и,
сбрасывая песок на полочки, дают возможность газу медленно, а, зна-
чит, обратимо, изотермически расшириться до объема 2V  за счет

тепла 1Q , полученного от нагревателя. Кривая 21-  представляет
процесс изотермического расширения газа. Расширяющийся газ пере-
местил поршень и совершил положительную работу 12A , определяе-
мую площадью под изотермой 21- .

2)  Горячий газ сразу не соединяют с холодильником,  чтобы не
было необратимых потерь энергии на теплопроводность. Поэтому ци-
линдр снимают с нагревателя, ставят на теплоизолирующую подставку
и,  сбрасывая песок на полки,  предоставляют газу возможность адиа-
батно расшириться. Работа расширения газа совершается за счет
уменьшения его внутренней энергии, поэтому температура газа пони-
жается. Процесс прекращают, когда температура рабочего тела сни-
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зится до температуры холодильника 2Т . Это состояние газа изобража-

ется точкой ),(3 33 Vp  на Vp -  диаграмме. Кривая 32 -  представ-
ляет процесс адиабатного расширения газа. Расширяющийся газ пере-
местил поршень и совершил положительную работу 23A , определяе-

мую площадью под адиабатой 32 - . На этом заканчивается процесс
расширения, в котором газ за счет тепла 1Q , полученного от нагрева-
теля, и своей внутренней энергии совершил полезную работу

231213 ААА += .
3) Чтобы избежать необратимых потерь энергии на теплопровод-

ность процесс сжатия газа тоже проводится в два этапа.  Цилиндр с
рабочим телом, охлажденным до температуры холодильника, ставят на
холодильник и, сбрасывая бесконечно малыми порциями песок с по-
лочек на столик, сжимают изотермически. При достижении газом
состояния, изображаемого точкой ),(4 44 Vp , лежащей на одной

адиабате с точкой ),(1 11 Vp , цилиндр снимают с холодильника. Теп-

лота 2Q , в которую превратилась работа сжатия газа, передалась хо-
лодильнику. Кривая 43-  представляет процесс изотермического
сжатия газа. Газ совершил отрицательную работу 34А , определяемую

площадью под изотермой 43- .
4) Цилиндр с рабочим телом переносят на теплоизолирующую под-

ставку, и, продолжая сбрасывать песок с полочек, проводят дальнейшее
сжатие газа адиабатно. Температура газа повышается. Процесс прекра-
щают, когда тело вернется в исходное состояние 1. Кривая 14 -  пред-
ставляет процесс адиабатного сжатия газа. Газ совершил отрицательную
работу 41А , определяемую площадью под адиабатой 14 - .

Суммарная работа газа, совершенная за цикл

2141342312 QQAAAAA -=--+= ,        (4.1)

определяется площадью фигуры 14321 ---- .
Газ, имеющий температуру нагревателя, соединяют с нагревате-

лем, и цикл  повторяется.

4.2.2. Теорема Карно
Последовательные термодинамические процессы в цикле Карно

приведены в табл. 4.1.
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Таблица 4. 1
Процесс Формула работы в данном процессе

Изотермическое расширение 21-
( 121 , VVconstT >= )

1
1

2
112 ln Q

V
VTR

M
mA ==

Адиабатное расширение 32-
( 12,0 TTQ <=d )

)( 1223 TTC
M
mA V --=

Изотермическое сжатие 43-
( 342 , VVconstT <= )

2
3

4
234 ln Q

V
VRT

M
mA -==

Адиабатное сжатие 14-
( 21,0 TTQ >=d )

232141 )( ATTC
M
mA V -=--=

Экономичность цикла теплового двигателя характеризует тер-
мический коэффициент полезного действия (h ) – величина, равная
отношению работы А , совершенной в обратимом цикле, к количеству
теплоты Q , сообщенному в этом процессе рабочему телу нагревате-
лем. Следовательно, КПД двигателя, работающего по циклу Карно (с
учетом (4.1))

1

21

1 Q
QQ

Q
A -
==h .  (4.2)

Определим величины 1Q  и 2Q . Воспользуемся уравнением Пуассона

(3.30 а), описывающим адиабатный процесс constVT =-1g .
Запишем уравнение адиабаты для состояний газа, изображаемых

точками ),,(2 122 TVp  и ),,(3 233 TVp : 1
32

1
21

-- = gg VTVT .

Откуда получаем, что 1

2

3

2

1 )( -= g

V
V

T
T

.

(4.3)
Из уравнения адиабаты, записанного для состояний газа, изобра-

жаемых точками ),,(4 244 TVp  и ),,(1 111 TVp
1

11
1

42
-- = gg VTVT , получаем 1

1

4

2

1 )( -= g

V
V

T
T

       (4.4)
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Из (4.3) и (4.4) следует
2

3

V
V

1

4

V
V

=  или a
V
V

V
V

==
4

3

1

2

(4.5)
Тогда формулы работы при изотермических процессах 21-  и

43-  можно записать в виде

11
1

2
112 lnln QaRT

M
m

V
V

TR
M
mA === ,  (4.6)

22
3

4
234 lnln QaRT

M
m

V
VRT

M
mA -=== .  (4.7)

Формула (4.2), с учетом (4.6) и (4.7), принимает вид

aRT
aRTaRT

ln
lnln

1

21 -
=h ,

откуда
1

21

T
TT -

=h .

(4.8)

Из (4.2) и (4.8) получаем
1

2

1

2 11
T
T

Q
Q

-=-=h .

(4.9)
Следовательно 1=h  при 02 =Т .  Так как абсолютный нуль не

достижим, то 1<h  (всегда).
Тепловая машина Карно – идеальная машина. Все процессы в ней

проводились медленно, а значит, обратимо. Не приводились в контакт
тела, имеющие разные температуры, поэтому не было необратимых
потерь энергии на теплопроводность. Реальные машины, работе кото-
рых сопутствуют необратимые потери энергии, имеют еще меньший
h . Следовательно,

.... процнеобрпроцобр hh > .  (4.10)
На основании вышеизложенного формулируется теорема Карно,

которая содержит три положения:
1) h  цикла Карно зависит только от температуры нагревателя и

холодильника;
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2) h  не зависит от рабочего тела (для идеального газа легче счи-
тать h , т. к. для него известно уравнение состояния);

3) машины, работающие по обратимому циклу экономичнее ма-
шин, работающих по необратимому циклу .... процнеобрпроцобр hh > .

4.3. Неравенство Клаузиуса
Согласно теореме Карно, .... процнеобрпроцобр hh >

или £
-

машины
любойQ

QQ
)(

1

21

машины
обрT

TT
)(

1

21 - .

Следовательно,
1

2

1

2 11
T
T

Q
Q

-£-   или
1

2

1

2

T
T

Q
Q

³ .

Умножим обе части последнего неравенства на дробь
2

1

T
Q

, получим

1

1

2

2

T
Q

T
Q

³  или -
1

1

T
Q

0
2

2 £
T
Q

 или +
1

1

T
Q

0
2

1
2 £

T
Q

,

где 2Q  – теплота, отданная холодильнику; 2
1
2 QQ -=  – теплота, при-

нимаемая рабочим телом от холодильника. Отношение  количества
теплоты, полученного системой от какого-либо тела, к температуре

этого тела
T
Q

, Клаузиус назвал приведенным количеством теплоты.

Последнее неравенство можно записать в виде

ò £ 0
i

i

T
Qd

.  (4.11)

Это неравенство Клаузиуса: сумма элементарных приведен-
ных количеств теплоты, полученных системой в ходе цикла извне,
равна нулю, если цикл обратим и меньше нуля, если необратим.

4.4. Энтропия
Пусть Qd  – элементарное количество теплоты, сообщаемое на-

гревателем системе при малом изменении ее состояния, а T  – темпе-
ратура нагревателя. Если процесс обратим, то температура системы
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тоже равна T . Обозначим элементарное приведенное количество теп-

лоты
T
Qd

 в обратимом процессе через dS

dS
T
Q
=

d
,  (4.12)

где S  – энтропия. Покажем, что изменение энтропии dS  является
полным дифференциалом. Действительно, для 1 моля идеального газа

dV
T
pTdC

T
pdVdTC

T
QdS V

V +=
+

== lnd
.

Подставим в эту формулу выражение для T  (
R

pVT = ), полу-

ченное из уравнения состояния RTpV =

)ln(lnlnln RC
VV VTdVdRTdCdV

pV
pRTdCdS V=+=+= .

Из этого выражения видно, что dS  – полный дифференциал. Та-
ким образом, температура Т  является интегрирующим делителем,
который обращает элементарную теплоту Qd  в полный дифференци-
ал dS . Следовательно, энтропия S  является функцией состояния
системы, в отличие от теплоты Q , являющейся функцией процесса.
Энтропия имеет фундаментальное значение в физике.

4.4.1. Свойства энтропии
1) По характеру изменения энтропии можно судить о направ-

лении процесса теплообмена.
Действительно, из (4.12) следует, что dS  и Qd  имеют один и

тот же знак. Следовательно, если энтропия системы возрастает
( 0>dS ), значит, ей сообщили какое-то количество теплоты
( 0>Qd ); если энтропия убывает ( 0<dS ), значит, у нее отобрали
теплоту ( 0<Qd ).

2) Приращение энтропии в ходе процесса равно сумме приве-
денных количеств теплоты при обратимом процессе и больше

этой суммы, если процесс необратим
T
QdS d

³ .
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Рассмотрим изменение энтропии в ходе цикла, состоящего из об-
ратимой и необратимой ветвей (рис. 4.5). Такой цикл в целом необра-
тим, поэтому для него выполняется неравенство Клаузиуса

Рис. 4.5

( ò < 0
T
Qd

):

ò ò <+
2

,1

1

,2

0
необр обр T

Q
T
Q dd

.     (4.13)

При обратимом процессе 12 -  энтропия является функцией со-
стояния, поэтому ее изменение определяется разностью значений в
начальном и конечном состояниях процесса

21

1

,2

SS
T
Q

обр

-=ò
d

.      (4.14)

Подставив (4.14) в (4.13), получим ò <-+
2

,1
21 0)(

необр

SS
T
Qd

.

Следовательно, для необратимого процесса выполняется неравенство

ò>-
2

,1
12

необр T
QSS d

,  которое для любого процесса (и обратимого и

необратимого) принимает вид

ò³-
2

1
12 T

QSS d
.            (4.15)

Для каждого элементарного процесса можно записать

T
QdS d

³ .                (4.16)

3) Энтропия изолированной системы может только возрас-
тать, если в ней протекают необратимые процессы, или оста-
ваться постоянной, если процессы обратимы. Убывать энтропия не
может:

0³dS . (4.17)



Л.Б. Сулеева

178

Изолированная (адиабатная) система не обменивается теплотой с
окружающей средой ( 0=Qd ). Следовательно, если адиабатный про-
цесс обратим, то энтропия системы не изменяется

0==
T
QdS d

   и constS = .

Объясняется это тем, что энтропия, подобно внутренней энергии,
является аддитивной функцией состояния системы: энтропия сис-
темы равна сумме энтропий всех тел, входящих в состав системы.
При передаче теплоты Qd  от тела 1 телу 2  в обратимом процессе
температуры обоих тел одинаковы (процесс равновесный). Поэтому
изменение 2dS  энтропии тела 2 , получающего теплоту Qd , равно и

противоположно по знаку изменению 1dS  энтропии тела 1, отдающе-
го теплоту Qd :

021 =+= dSdSdS .  (4.18)
Если адиабатный процесс необратим, то

0>>
T
QdS d

. (4.19)

Обобщая (4.17) и (4.18), можно записать 0³dS .
4) Обратимый адиабатный процесс является изоэнтропным

(он протекает без изменения энтропии).

Рис. 4. 6.

Цикл Карно, состоящий из двух
изотерм и двух адиабат,  можно рас-
сматривать как цикл, состоящий из
двух изотерм и двух изоэнтроп. На

ST -  диаграмме он изображается в
виде прямоугольника, стороны кото-
рого параллельны осям координат
(рис. 4.6).

Из формулы dSTQ =d
следует, что теплота 1Q , полученная системой от нагревателя при
протекании изотермического процесса 21- , равна

)( 1211 SSTQ -= ,
где 1S  – энтропия системы в начале процесса, 2S  – энтропия в конце
процесса.



Физика. Механика. Молекулярная физика и термодинамика

179

Теплота 2Q , отданная холодильнику в изотермическом процессе
43 - , равна

)( 2122 SSTQ -= .
Общее количество теплоты, полученной системой за цикл

12341122121212121 ))(()()( SSSTTSSTSSTQQ =--=---=- ,
определяется площадью прямоугольника, заштрихованного на рисунке.

5) В табл. 4.2 приведены выражения для изменения энтропии в
различных процессах перехода идеальных газов из состояния 1 в
состояние 2.

Таблица 4.2
Изохорный

( constV = )
Изобарный

( constp = )
Изотермический
( constT = )

Адиабатный
constS = )

1

2
21 ln

T
T

C
M
mS V=D -

,

1

2
21 ln

p
pC

M
mS V=D -

1

2
21 ln

V
VC

M
mS p=D -

1

2
21 ln

T
TC

M
mS p=D -

1

2
21 ln

V
V

R
M
mS =D -

2

1
21 ln

p
p

R
M
mS =D -

0=DS

Они выведенные из формулы

)lnln()lnln(
1

2

1

2

1

2

1

2
21

2

1

2

1
V
VC

p
pC

M
m

V
VR

T
TC

M
m

V
dVR

M
m

T
dTC

M
mS pVV

V

V

T

T
V +=+=+=D òò-

,(4.20)

которая получена из выражения для изменения энтропии в равновес-
ных процессах:

ò ò
+

==-=D -

2

1

2

1
1221 T

AdU
T
QSSS dd ,

где

dTC
M
mdU V= ,

V
dVRT

M
mpdVA ==d .

Для вывода формулы использованы выражения: Vp CCR -=

и
1

2

21

12

p
p

VT
VT

= .

6) Энтропия является мерой связанной энергии.
В обратимом изотермическом процессе работа совершается за

счет убыли свободной энергии F  системы
)()( UTSddUTSddUTdSdUQA -=-=-=-= dd

или



Л.Б. Сулеева

180

dFTSUdA -=--= )(d ,
(4.21)
где TSUF -=  – свободная энергия системы  (энергия Гельм-
гольца).

Величина TS  представляет собой ту часть внутренней энергии
системы,  которая не может быть превращена в работу в обратимом
изотермическом процессе. Это как бы «обесцененная» часть внутрен-
ней энергии, которую часто называют связанной энергией. При одной
и той же температуре величина связанной энергии тем больше, чем
больше энтропия системы.

7) Энтропия является мерой вероятности состояния термо-
динамической системы.

Термодинамическая вероятность W состояния системы опреде-
ляется количеством способов реализации этого состояния. Или, иначе
говоря, вероятность определенного макросостояния равна числу все-
возможных микросостояний (микрораспределений частиц по коорди-
натам и скоростям, соответствующих данному состоянию), которыми
оно может быть осуществлено. Термодинамическая вероятность

1³W , поэтому она не является вероятностью в математическом
смысле, которая 1£ .

Поясним понятие вероятности состояния на примере. Рассмотрим
сосуд, разделенный перегородкой на две равные части. Пусть в нем
находятся четыре молекулы, обозначенные буквами А, Б, В, Г. Части-
цы с равной вероятностью могут находиться как в левой, так и в пра-
вой половине сосуда. Каждое размещение молекул является некото-
рым микросостоянием газа. Вероятности всех микросостояний одина-
ковы. Возможные варианты размещения молекул в обеих частях сосу-
да приведены в табл. 4.3.

Таблица 4.3

Состояние
Способы реализации

состояния
Число способов реализа-
ции данного состояния

Число молекул Молекулы находящиеся
Слева справа Слева справа

4 0 А, Б, В, Г - 1
3 1 А, Б, В

А, Б, Г
А, В, Г
Б, В, Г

Г
В
Б
А

4

2 2

А, Б,
А, В
А, Г
Б, В

В, Г
Б, Г
Б, В
А, Г

6
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Б, Г
В, Г

А, В
А, Б

1 3
Г
Б
В
А

А, Б, В
А, В, Г
А, Б, Г
Б, В, Г

4

0 4 - А, Б, В, Г 1

Из таблицы видно, что число микросостояний (6) максимально
при равновесии системы (2 молекулы слева и 2 справа). Значит, равно-
весное состояние системы является наиболее вероятным.

Больцман доказал, что между величиной термодинамической ве-
роятности W  системы и величиной ее энтропии S  существует зави-
симость, которая называется формулой Больцмана

,lnWkS = (4.22)
энтропия какого-либо состояния системы определяется логариф-
мом числа микросостояний, которыми это состояние может
быть реализовано.

4.5. Второе начало термодинамики
Первое начало термодинамики, выражая закон сохранения и пре-

вращения энергии, не позволяет установить направление протекания
термодинамических процессов. Оно не исключает возможности такого
процесса, единственным результатом которого было бы превращение
теплоты, полученной от некоторого тела, в эквивалентную ей работу.
Например, первое начало допускает построение периодически дейст-
вующего двигателя, совершающего работу за счет охлаждения одного
источника теплоты (например, за счет внутренней энергии океанов).
Такой двигатель называется вечным двигателем второго рода. Обоб-
щение огромного экспериментального материала привело к выводу о
невозможности построения вечного двигателя второго рода и получило
название второго закона (второго начала) термодинамики.

Существует несколько эквивалентных друг другу формулировок
второго закона термодинамики. Ограничимся следующими двумя:

1) нельзя создать периодически действующую машину, кото-
рая бы все тепло переводила в работу

£
-

1

21

Q
QQ

1

21

T
TT -

; (4.23)

2) теплота самопроизвольно переходит от тела с большей
температурой к телу с меньшей температурой 0³dS . (4. 24)
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Первая формула содержит обе формулировки. Действительно,
если 02 =Q  (машина не отдает тепло холодильнику), то

1

211
T

TT -
£ ,

следовательно, 02 =T , но абсолютный нуль не достижим.

Если 21 QQ =  (первое тело все полученное тепло отдает второ-

му), то 0
1

21 ³
-
T

TT
, следовательно, 21 TT >  и 0

12

>-=
T
Q

T
QdS .

Второй закон термодинамики не является таким же всеобъемлю-
щим и универсальным законом, как первый. Первое начало термоди-
намики – это частный случай закона сохранения энергии, применен-
ный к тепловым процессам, поэтому он выполняется для всех систем
и процессов без исключения.  Второй закон может быть применен
только к изолированным системам конечных размеров.
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Глава V
РЕАЛЬНЫЕ ГАЗЫ И ПАРЫ

Понятие об идеальном газе, представляющем собой множество
хаотически движущихся молекул, размерами которых и взаимодейст-
вием друг с другом пренебрегают, является удобной абстракцией. Оно
дало возможность построить молекулярно-кинетическую теорию, рас-
смотреть явления переноса, вопросы вычисления теплоемкостей и др.
В определенных рамках выводы этой теории хорошо подтверждаются
экспериментально.

При невысоких давлениях и температурах разреженные газы по
своим свойствам хорошо приближаются к идеальному. При больших
давлениях возникает значительное сжатие газа, и суммарный объем
молекул становится сравнимым с объемом, занимаемым газом.
Так, при нормальных условиях ( Паp 510= ) в 31 м  газа содержится

251068,2 ×  частиц, которые занимают объем примерно 3410 м-  и им

можно пренебречь. При давлении атм100  (~ Па.710 ) объем самих
частиц занимает приблизительно половину объема газа и его необхо-
димо учитывать. Кроме того, сближение молекул при сжатии газа при-
водит к заметному проявлению сил межмолекулярного взаимодейст-
вия. Установлено, что между молекулами вещества одновременно
действуют силы притяжения пpF  и силы отталкивания oтF , качествен-
ная зависимость которых от расстояния r  между частицами приведе-
на на рис. 5.1.

Рис. 5.1.

Силы отталкивания считаются
положительными, а силы притяже-
ния – отрицательными, F  – резуль-
тирующая этих сил.

На расстоянии 0rr =  резуль-

тирующая сила 0=F ,  т.  е.  силы
притяжения и силы отталкивания
уравновешивают друг друга. При

0rr <  преобладают силы отталки-

вания ( 0>F ), при 0rr >  – силы



Л.Б. Сулеева

184

притяжения ( 0<F ). На расстоянии мr 910->  силы межмолеку-
лярного взаимодействия практически отсутствуют ( 0®F ).

5.1 Уравнение Ван-дер-Ваальса
В уравнении, описывающем состояние реального газа, должны

быть учтены объем молекул и силы межмолекулярного взаимодейст-
вия. Поэтому голландским физиком Ван-дер-Ваальсом были внесены
две поправки в уравнение состояния идеального газа (1.5)

RTpVM = . Рассмотрим их.
1. Учет собственного объема молекул
При сближении частиц возрастают силы отталкивания. Они про-

тиводействуют взаимному проникновению молекул в занятые ими
пространства. Поэтому свободный объем, в котором могут двигаться
молекулы реального газа, должен быть уменьшен на величину b , про-
порциональную их собственному объему. Следовательно, вместо ве-
личины MV  в уравнении (1.5) следует поставить величину ( bVM - ).

Постоянная b  должна быть больше
суммарного объема всех молекул газа,  т.  к.
даже при плотной «укладке» молекул-
шариков между ними остаются незаполнен-
ные промежутки. Пусть в сосуде находятся
только две молекулы радиусами r . С какой
бы стороны одна молекула не приближалась
к другой,  никогда  ее  центр  не  проникнет
в  сферу  радиуса dr =2  (рис. 5.2), а это

Рис. 5.2

значит, что для центров обеих молекул недоступен объем радиуса d ,

т.  е.  объем, равный восьми объемам молекул ( 8
3
4

3
4 33 ×== rdV pp ),

а в расчете на одну молекулу – учетверенный ее объем.

2. Учет притяжения молекул
Силы взаимного притяжения молекул приводят к появлению до-

полнительного давления на газ, называемого внутренним давлением
p¢ . Поэтому в уравнении состояния (1.5.) давление p  следует заме-

нить величиной ( 1pp + ).
По вычислениям Ван-дер-Ваальса внутреннее давление пропор-

ционально квадрату концентрации молекул или обратно пропорцио-
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нально квадрату молярного объема газа ( MV ) 2
1

MV
ap = , где a  – по-

стоянная величина, зависящая от природы газа.
Введя обе поправки в уравнение (1.5), получим уравнение со-

стояния 1 моля реального газа (уравнение Ван-дер-Ваальса)

RTbV
V
ap M
M

=-+ )()( 2 .  (5.1)

Для произвольного количества v  газа (
M
mv = ) можно записать

RT
M
mb

M
mV

V
a

M
mp =-+ )()( 22

2

,                  (5.2)

где a  и b  – постоянные величины, определяемые экспериментально;

mV
M
mV =  – объем, занимаемый газом.

Уравнение Ван-дер-Ваальса также является приближенным, т. к.
при его выводе был сделан целый ряд упрощений. Это не единствен-
ное уравнение, описывающее реальные газы. Существуют и другие, но
они не рассматриваются из-за их сложности.

5.2. Изотермы Ван-дер-Ваальса и их анализ
Уравнение Ван-дер-Ваальса (5.2) является уравнением третьей

степени относительно объема V . Поэтому для заданных значений
давления p  и температуры T  оно имеет три корня,  два из которых
могут быть комплексными. Поскольку объем – вещественная величи-
на, то заданным значениям p  и T  соответствуют или три значения
объема V , или одно.

Для анализа уравнения (5.2) построим изотермы Ван-дер-
Ваальса для четырех различных температур 4321 TTTT >>> . (со-
ответственно изотермы 4,3,2,1 и  на рис. 5.3). Исследуя графики
можно сделать три вывода:

1. При высоких температурах ( 1T ) изотерма 1  реального газа
только некоторым искажением формы отличается от изотермы иде-
ального газа. Изобара АD , построенная при constp =1  (и всякая
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другая) пересекает ее в одной
точке )(D . Следовательно,
каждому значению p  при

данной температуре 1T  соот-
ветствует единственное значе-
ние объема V , т.е. уравнение
Ван-дер-Ваальса имеет один
вещественный корень.

2.  На изотермах,  полу-
ченных при невысоких темпе-
ратурах, ( 432 , TиTT ) имеют-

ся перегибы. Изобара AD  пересекает изотерму 4  в трех точках
СиBA, . Это соответствует трем вещественным значениям объема

21, VV  и 3V  при давлении 1p  и температуре 4T .
3. При повышении температуры и переходе от изотермы 4 к изо-

термам 3 и 2 изгибы на кривых сглаживаются. Расстояние между точ-
ками А и С уменьшается, и на изотерме 2 обе точки сливаются в одну
– точку перегиба К. Изобара constpk = ,  проведенная в этой точке,
является касательной к изотерме. Температура Т2, соответствующая
изотерме с точкой перегиба, называется критической температурой.

5.3. Критическое состояние вещества. Фазовые переходы
Физическую сущность выводов, полученных при анализе теоре-

тических изотерм Ван-дер-Ваальса, можно выяснить при рассмотре-
нии экспериментальных изотерм.

Рис. 5. 4

На рис. 5.4 приве-
дены экспериментальная
(красная) и теоретическая
(синяя) изотермы. На
участках 1-2 и 3-4  кри-
вые совпадают. На участ-
ке 2-3 наблюдается раз-
личие. Эксперимент по-
казывает, что на этом
участке  при уменьшении

объема газа его давление не изменяется.  Но в это время (уже в точке
2 ) на стенках сосуда с газом начинает конденсироваться жидкость. В

                 Рис. 5. 3
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точке 3  весь газ превращается в жидкость. Следовательно, в условиях,
соответствующих участку изотермы 32 - , наблюдается два агрегат-
ных состояния вещества –  газообразное и жидкое.  Газ в этом случае
называется насыщенным паром,  а его давление  – давлением насы-
щения нp . Если на этом участке приостановить изменение объема, то
процессы испарения и конденсации будут динамически уравновеше-
ны. При сжатии жидкости (участок 43- ) незначительное уменьше-
ние ее объема приводит к большому увеличению давления, т. к. жид-
кость практически несжимаема.

Состояния, соответствующие участкам a-2  и c-3  теоретиче-
ской изотермы, при некоторых условиях практически осуществимы, но
неустойчивы (метастабильны). Участок a-2  соответствует пару,
находящемуся под давлением, большим, чем давление насыщенного
пара при той же температуре. Он называется пересыщенным паром.
Участок c-3  соответствует жидкости, находящейся под давлением,
меньшим давления насыщенного пара при данной температуре Т. Это
перегретая жидкость.

Рис. 5. 5

Если при различных темпе-
ратурах получить серию экспери-
ментальных изотерм и соединить
крайние точки их горизонтальных
участков, то получится колоколо-
образная кривая (рис. 5.5). Эта
кривая и участок критической изо-
термы, лежащей слева от точки
перегиба К , делят ( Vp, ) диа-
грамму  на три области:  область
двухфазных состояний (под коло-
колообразной  кривой), область

жидкого состояния (слева) и область пара (справа). Выше критической
изотермы находится газ, который никаким сжатием не может  быть
превращен в жидкость.

Объем kV  и давление kp , соответствующие точке K , называ-
ются критическими. Состояние с критическими параметрами:

227
;3;

27
8

b
aPbV

Rb
aT KKK === ,            (5.3)
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называется критическим (где а  и b  – поправки Ван-дер-Ваальса, R –
молярная газовая постоянная).

Таким образом, уравнение Ван-дер-Ваальса описывает газооб-
разное состояние вещества, процесс перехода газа в жидкость и  сжа-
тие жидкости.

5. 4. Внутренняя энергия реального газа

Внутренняя энергия идеального газа (2.13) RTi
M
mEU kид 2

==

целиком определяется кинетической энергией теплового движения
молекул и зависит только от его температуры.

Поскольку, согласно (3.33) RiCV 2
= , то TC

M
mE Vk = ,        (5.4)

где VC  –  молярная теплоемкость газа при постоянном объеме, i  –
число степеней свободы молекул газа.

При вычислении внутренней энергии реальных газов, кроме ки-
нетической кЕ , необходимо учитывать потенциальную энергию ПE ,
обусловленную силами межмолекулярного взаимодействия

Пk EEU += .  (5.5)
Силы молекулярного сцепления вызывают появление дополни-

тельного внутреннего давления 2
1

MV
ap = , а их работа приводит к из-

менению потенциальной энергии

.dV
V
adVpАdE M
М

п 2
1 === d

Проинтегрируем полученное выражение C
V
aE
M

П +-= .

(5.6)
При безграничном увеличении объема расстояния между молеку-

лами возрастают и потенциальную энергию следует принять равной
нулю, поэтому и постоянная интегрирования C  принимает нулевое
значение ( 0=C ).

Складывая (5.4) и (5.6) получим, что, внутренняя энергия реаль-
ного газа
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M
VM V

aTCU -= .      (5.7)

зависит от  его температуры T и объема V .
Из первого закона термодинамики ( AdUQ dd += ) следует, что

при адиабатном расширении газа ( 0=Qd ) без совершения рабо-
ты ( 0=Ad ) (расширение газа в вакуум)

0=dU  и constU = .              (5.8)
внутренняя энергия газа не изменяется.

Это равенство формально справедливо как для идеального, так и
для реального газов, но его физический смысл для обоих случаев раз-
личен.

Для идеального газа равенство 21 UU =  означает равенство тем-

ператур ( 21 TT = ), т. е. при адиабатном расширении идеального газа
в вакуум его температура не изменяется.

Из уравнения (5.7) следует, что внутренняя энергия реального га-
за не изменится, если адиабатное изменение его объема будет сопро-
вождаться изменением температуры газа, причем VD  и TD  будут
иметь разные знаки. Следовательно, при адиабатном расширении
реального газа в вакуум он охлаждается, а при адиабатном сжа-
тии в вакуум – нагревается.

5.4.1. Эффект Джоуля – Томсона

Рис. 5.6

Наличие потенциальной
энергии взаимодействия молекул
реального газа проявляется при
адиабатном дросселировании.
Английские физики Джоуль и
Томсон провели эксперимент, в
котором газ пропускали по хоро-
шо теплоизолированной трубке
B  с пористой перегородкой D
(дросселем) (рис. 5.6). С помо-
щью подвижных поршней 1 и 2,
перемещающихся без трения,
давления газа 1p  и 2p  слева и)
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справа от перегородки поддерживали постоянными ( >1p 2p ). Под

действием перепада давлений 21 ppp -=D  газ продавливался через
перегородку, температура его несколько изменялась. Это явление, за-
ключающееся в изменении температуры реального газа при расшире-
нии (без теплообмена и совершения внешней работы), получило на-
звание эффекта Джоуля-Томсона.

Опыты показали,  что для каждого газа в зависимости от его со-
стояния перед дросселем ( 11,Tp ) и перепада давлений в дросселе

( 21 ppp -=D ) изменение температуры 12 TTT -=D  может быть
различным. Если температура газа понижается ( 0<DT ), эффект счи-
тается положительным; если газ нагревается  ( 0>DT ) эффект счи-
тается отрицательным, если температура газа при расширении не
изменяется, то эффект Джоуля-Томсона равен нулю. Температура,
вблизи которой эффект меняет свой знак, называется температурой
инверсии.

Положительный эффект Джоуля-Томсона используется при сжа-
тии газов для получения низких температур. Глубокого охлаждения
газов достигают двумя путями:

1. Температура газа понижается при его расширении вследствие
совершения работы против внутренних сил сцепления молекул.

2. Температура газа понижается при адиабатном расширении
вследствие совершения работы против внешних сил.

Первый способ примененяют для охлаждения газа ниже темпера-
туры инверсии и ниже критической температуры. В настоящее время
подвергнуты сжижению и отвердеванию все газы, включая и гелий,
критическая температура которого KTk 5= .

По второму способу охлаждение газа проводится с совершением
внешней работы в поршневых или турбинных машинах – детандерах.
Наиболее эффективны холодильные машины, разработанные П.Л. Ка-
пицей.

Сейчас уже получены температуры, близкие к абсолютному ну-
лю, – порядка тысячный долей градуса выше нуля. Низкие температу-
ры широко используются как в научных, так и в технических целях.
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	Проанализируем графики. Точка, выведенная из положения равновесия  на расстояние , обладает только потенциальной энергией , она неподвижна, поэтому ее кинетическая энергия равна нулю. Предоставленная самой себе под действием квазиупругой силы точка начинает ускоренно двигаться к положению равновесия, поэтому ее кинетическая возрастает, а потенциальная энергия убывает. В положении равновесия () вся потенциальная энергия точки переходит в кинетическую (). Положение  точка проходит по инерции и дальше движется замедленно. Ее кинетическая энергия убывает, а потенциальная, наоборот, возрастает. На расстоянии  вся кинетическая энергия переходит в потенциальную, точка останавливается и затем начинает движение в противоположную сторону. Полная энергия системы в течение всего времени движения остается постоянной  (6.12).
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	Гармонические колебания, описываемые уравнением , можно представить с помощью вращающегося вектора амплитуды.
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