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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Развитие горнодобывающей промышленности, в целом, способствует раз-

витию экономики Республики Казахстан, поэтому необходимость поддержания 

устойчивости горного массива и сохранения контуров существующих горных 

выработок является важной научно-технической задачей.  

Большую актуальность приобретают исследования направленные на наи-

более полный учет всех свойств слоя массива, их анизотропии и неоднородно-

сти свойств материала по толщине слоя и переменной жесткости, изучение 

процессов деформирования  горных массивов и связанные с ними, разработка 

достаточно простых и достоверных методик оценки устойчивости и напряжен-

но-деформируемого состояния выработки в массиве горных пород.  

Вопрос применения теоретических выкладок на практике является одним 

из самых сложных, так как при создании механико-математической модели 

наиболее точный и полный учет всех свойств слоя массива, учет анизотропии и 

неоднородности свойств материалов по толщине слоя и переменной жесткости 

может быть осуществлен на основе решения нелинейных уравнений трехмер-

ной теории упругости. Применение высокопроизводительных вычислительных 

машин, создание эффективного, аналитического и системного математического 

обеспечения позволяют применить пространственные подходы к расчету тон-

костенных слоистых гибких тел.  

Эффективность разработки месторождений полезных ископаемых и безо-

пасность работ горняков во многом зависят от соответствия принимаемых тех-

нологических решений конкретным горно-геологическим ситуациям и от сте-

пени учета закономерностей геомеханических процессов в массиве.  

Изучение геомеханических условий отработки месторождений полезных 

ископаемых является одной из сложных задач механики горных пород. Этот 

вопрос особенно актуален для рудных месторождений, размещенных в горно-

складчатых областях, где существующие структурно-геологические и петро-

графические неоднородности массивов руды и пород месторождений форми-

руют весьма сложную геомеханическую ситуацию. 

Массивы пород горно-складчатых областей имеют исключительно слож-

ное геологическое строение и определение их физико-механических свойств 

очень затруднительно. Обычно изучение физико-механических свойств и со-

стояний массива пород проводят в два этапа. На первом этапе исследуют керны 

разведочных скважин, определяя практически все необходимые физико-

механические свойства пород. Затем, в процессе проведения участковых разве-

дочных, подготовительных и нарезных выработок, а так же кернового бурения 

промышленной разведки, устанавливают физико-механические свойства пород 

и пространственную периодичность изменчивости еѐ механических парамет-

ров.  

Существующие отечественные и зарубежные нормативные документы по 

оценке устойчивости и напряженно-деформируемого состояния выработки в 

массиве горных пород базируются на стандартных методиках расчета с приме-
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нением методов макромеханики на основе специальных гипотез крепей и с 

применением методов микромеханики на действие статических нагрузок. В то 

же время, применение методов микромеханики на основе геометрической не-

линейной теории при сложном нагружении  по критическим деформациям на 

действие динамических и сейсмических нагрузок  свидетельствуют о необхо-

димости совершенствования самой модели теории горного давления примени-

тельно к условиям эксплуатации. 

В связи с чем, исследование устойчивости и колебании выработки в мас-

сиве горных пород при разработке рудных месторождений с составлением ма-

тематической модели и разработкой инженерной методики расчета является ак-

туальной и имеющей народнохозяйственное значение задачей. 

Данная монография предназначена для научных работников и 

специалистов проектных и производственных организаций, а также 

преподавателей, докторантов, магистрантов и студентов технических 

специальностей. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Объектом исследования являлась одиночная выработка в массиве горных 

пород при разработке рудных месторождений, а предметом - прочность, устой-

чивость, прогибы и колебания выработки как изгиб всей конструкции. 

Необходимость проведения аналитического исследования напряженно-

деформированного состояния, устойчивости и колебаний выработки произ-

вольного сечения по критическим деформациям потребовала решения следую-

щих задач:  

- построение механико-математических моделей расчета устойчивости вы-

работки в условиях эксплуатации; 

- на основании геометрической нелинейной теории М.А.Био нахождение 

толщины второй зоны выработки, где происходит формирование новых по-

верхностей; 

- исходя из общей задачи Коши, при граничных условиях механики де-

формируемого твердого тела и по аналогии теории горного давления и тонко-

стенных конструкций построение механико-математической модели выработки 

под действием статических и динамических нагрузок (включая и сейсмиче-

ские); 

- установление контакта выработки с рыхленным и нетронутым массивом 

методом прямых и обратных интегральных преобразований Фурье; 

- на основании метода академика А.Н.Крылова, рассматривая модель ста-

ционарного объекта с запаздывающим аргументом, получение фундаменталь-

ных функции выпучивания и колебания для одного участка, затем сопряжения 

трех участков выработки в условиях эксплуатации;  

- разработка инженерной методики оценки напряженно-деформированного 

состояния и устойчивости горной выработки при эксплуатационных нагрузках. 

Методическую основу приведенных исследований составили методы: 

- аналитический и численный, использующий математический аппарат 

плоской и пространственной задач; 

- методы микромеханики в составной среде; 

- методы макромеханики с однородным анизотропным телом с эффектив-

ными механическими и геомеханическими характеристиками, определенными 

экспериментально; 

- метод равенства грузовых  площадок при равномерном  и неравномерном 

давлении; 

- метод равенства внешних и внутренних сил при равномерном и неравно-

мерном давлении; 

- метод определения устойчивости по предельному состоянию; 

- метод достоверности и надежности разработанных механико-

математических моделей эффективного освоения и управления недропользова-

нием.  

Разработанные механико-математические модели, составленные про-

граммные комплексы и формулы для определения напряженно-
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деформированного состояния и устойчивости рыхленного массива в зависимо-

сти от изменения формы критической деформации и физико-механических 

свойств отрабатываемого материала дают возможность прогнозировать и 

управлять геомеханическими процессами в массиве горных пород при разра-

ботке рудных месторождений, а также разработанная на этой основе методика 

инженерного расчета могут быть использованы инженерно техническими ра-

ботниками проектных и научно-исследовательских организаций при проекти-

ровании выработок различного вида и назначения, решения конкретных про-

граммных задач при разработке рудных месторождений. 

При ряде упрощающих предположений полученные результаты согласу-

ются с существующими точными решениями, полученными другими авторами, 

а разработанные механико-математические модели напряженно-

деформированного состояния, основные положения и алгоритмы решения пре-

образуются в известные соотношения для цилиндрических оболочек с тремя 

зонами возмущения. 

Монография является составной частью плановых научно-

исследовательских работ кафедры «Математика» КазНТУ имени К.И. Сатпаева, 

проведенных в 2001-2010 годах. 



10 

 

Глава 1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 

И УСТОЙЧИВОСТИ ГОРНЫХ ВЫРАБОТОК С МНОГОСЛОЙНЫ-

МИ КРЕПЯМИ 

 

1.1. Современное состояние вопроса исследования  устойчивости горных 

выработок  

 

При создании механико-математических моделей выработки горного мас-

сива как трехслойной цилиндрической оболочки для каждой модели в принци-

пе может быть подобран материал (из резины, пенопласта, стеклотекстолита), 

наиболее полно соответствующий ее назначению, полю действующих нагрузок, 

НДС и условиям эксплуатации. В таких цилиндрических моделях удачно соче-

таются простота, компактность, разработанность, всесторонне достаточная ис-

следованность основополагающих теоретико-аналитических, расчетно-

аналитических и расчетно-проектных формул, уравнений и положений мас-

штабных уровней. 

Изучение геомеханических условий обработки месторождений полезных 

ископаемых является одной из сложных задач механики горных пород. Этот 

вопрос особенного актуален для месторождений рудных металлов, размещен-

ных в горно-складчатых областях, где существенные структурно-геологические 

и  и петрографические неоднородности массивов руды и пород месторождений 

формируют весьма сложную геомеханическую ситуацию. Породные массивы 

горно-складчатых областей имеют исключительно сложное геологическое 

строение и определение физико-механических свойств очень затруднительны. 

Обычно изучение физико-механических свойств и состояний массива пород 

проводят в два  этапа [1]: 

 - исследуют керны разведочных скважин, определяя практически все не-

обходимые физико-механические свойства пород; 

 - в процессе проведения участковых разведочных, подготовительных и 

нарезных выработок, а так же кернового бурения промышленной разведки ус-

танавливают физико-механические свойства пород и пространственную перио-

дичность изменчивости механических параметров пород. 

В монографии выработки в толще горных пород представлены в виде мно-

гослойных,  анизотропных оболочек типа Тимошенко в нелинейной постановке 

с конечными деформациями, где физико-механические свойства пород соответ-

ствуют физико-механическим свойствам многослойных анизотропных оболо-

чек. 

Оболочкой называют трехмерные тела, ограниченные двумя поверхностя-

ми, линейные размеры которых значительно превышают расстояние между ни-

ми. Это расстояние называется толщиной оболочки. Обозначим толщину обо-

лочки через h  и будем считать еѐ постоянной. 

Под теорией оболочек типа Тимошенко будем понимать теории, которые 

приводят в общем случае к решению гиперболических дифференциальных 

уравнений в частных производных десятого порядка. Число публикаций по 
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данной проблеме чрезвычайно велико и достаточно полные сведения приведе-

ны в обзорных работах [2], [3], [4], [5]. 

Будем полагать, что материал каждого слоя оболочки в процессе деформа-

ции остается упругим и подчиняется обобщенному закону Гука для анизотроп-

ного тела. Учет анизотропии материала является одним  из существенных мо-

ментов, поскольку в нашей модели [6] анизотропные свойства цилиндрической 

оболочки обладают анизотропными свойствами естественного несущего слоя и 

не несущего слоя горного массива. 

Отнесем срединную поверхность S  недеформированной оболочки к орто-

гональной системе координат 21 ,   с коэффициентами Ляме 
1A  и 2A . После 

деформации S преобразуется в новую поверхность *S , точки которой будем оп-

ределять теми же криволинейными координатами 21  и , но не ортогональны-

ми. Коэффициенты первой квадратичной формы поверхности *S  обозначим че-

рез *

2

*

1 , AA  и * , где *  - угол между 21  и на S . Нормальные кривизны 11k  и 12k  

поверхности S  в направлениях 1  и 2  и кручение этой поверхности 12k  опре-

деляется через коэффициенты второй квадратичной формы ijb  по формулам: 

jiijij AAbk : . Вместо нормальной кривизны и кручения поверхности *S  введем 

величины, пропорциональные им: jiijij AAbk :**  , где *

ijb  - коэффициенты второй 

квадратичной формы этой поверхности. Компоненты тангенциальной деформа-

ции ij  и изгибной деформации определяются формулами Х.М.Муштари [26]: 

  ijijijijii kkxAAAAAA  *
1221

**
2

*
1

21* ,2cos,21                                (1.1) 

Здесь и далее все индексы принимают значения 1 и 2. 

Введем обозначения: 1u  и 2u  - перемещения в направлениях осей 1  и 2 ; 

w  - прогиб; 1,, El iij   и 3E  - углы поворота координат оболочки в процессе де-

формации: 

  

     ,11,1,
1

,
1

,
1

2112221121222121212111

11

1

12

2

1

21

1

1

2

1

1211

2

1

21

2

1

1

1

11

llllEllEukuk
w

A

wk
A

AA

uu

A
lwk

A

AA

uu

A
l

































 (1.2) 

Пользуясь обозначениями (1.1) для компонентов конечных тангенциаль-

ных деформаций поверхности можем получить формулы [26]. 

kikikikiikij llllll   22112                         (1.3) 

Компоненты конечных изгибов при произвольных деформациях можно 

вывести также как в монографии [7], но нужно воспользоваться тождествами: 

   

    

    121112211112321

122211121231111

12112211112121

1221

,12121

,2211

HlllEE

GllElE

FlElE













        (1.4) 

При этих обозначениях выражения кривизны координатных линий после 

деформации будут иметь вид: 
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21122111

2

1

21

21

1

2
3

1

22
2

1

21
1

1
1

21*
12

12121211

2

1

21

12

1

1
3

1

12
2

1

11
1

1
1

21*
11 ,

GkHk
A

AA

F
E

l
E

l
EAJk

HkGk
A

AA

F
E

l
E

l
EAJk













































































          (1.5) 

Здесь J  - инвариант, связанный с относительным изменением площади 

поверхности S  соотношением  21 SJ  , где 
2
12221112211141 ,,421   JJJJJ  

Формулы (1.5) несколько упрощаются для малых деформаций, т.е. при 

пренебрежении удлинениями и сдвигом по сравнению с единицей, так как то-

гда можно положить 21122212212 ,1,,1 lHlGFJ   . Если допус-

тимо пренебрежение квадратами удлинений и квадратом сдвига по сравнению с 

единицей, то такую теорию назовем квадратичной. В этом случае величина 

1s  и ею можно пренебречь по сравнению с единицей. Следовательно, в 

формулах (1.5) можно положить J=1. Это упрощение допустимо также при 

произвольных деформациях, так как при этом можно пренебречь относитель-

ным изменением объема   по сравнению с единицей для всех материалов. То-

гда при принятии гипотезы Кирхгоффа-Лява это приводит к равенству J = 1. 

 

1.2   Условия неразрывности конечных деформаций.  

Линеаризация уравнений устойчивости  нелинейной теории 

 

Символы Кристоффеля деформированной поверхности i

jkA*~
 выражаются 

формулами 
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*
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       (1.6) 

Здесь *

2

*

1 , AA  вносятся из (1.1). Приращение символов Кристоффеля при 

деформации 

i

jk

i

jk
i

jk AAA
~~

*

  определяются из формул: 

 

 

  .
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Подставляя (1.6) в формулу Гаусса для s. [8] 
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и воспользовавшись той же формулой для s, получим одно из условий не-

разрывности конечных деформаций оболочки 
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(1.8) 

Другая форма этого условия получится перестановкой индексов 1 и 2. По-

ложив в (1.6) ijijij xkkJ  *,1 , получим окончательную формулу. Третья сим-

метрическая форма получится, если произвести симметризацию (1.8). 

В работе [9] формула Гауссовой кривизны, выведенная Бибербахом, взята 

с опечаткой в виде:  
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и на основании чего были допущены неточности при выводе уравнения 

неразрывности деформации (1.8). 

Вычитая из уравнений Кодацци для s 
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соответствующие уравнения для s,  и воспользовавшись (1.1) и (1.6) получим 

еще два условия неразрывности конечных деформаций оболочки: 
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 (1.9) 

Смешанные компоненты второго метрического тензора i

kb*  поверхности 

s определяются формулами: 

   




  2,1212,212 *
1222

*
2212

1
21
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2

*
1122

*
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1*
1 kkAAJbkkJb     (1.10) 

При исследовании устойчивости оболочки используется нелинейные урав-

нения равновесия. Они составляются с учетом изменения срединной поверхно-
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сти оболочки под действием нагрузки. Обычно учитываются только повороты 

линейных элементов срединной поверхности оболочки [10], [11]. В некоторых 

случаях, например, для цилиндрических оболочек приходится учитывать так же 

удлинения [12]. Уравнения равновесия оболочки произвольной формы с учетом 

поворотов и удлинений линейных элементов ее срединной поверхности выве-

дены в Муштари-Галимова. Такого рода уравнения с учетом сдвига срединной 

поверхности приведены в [13]. В работе Галимова К.З. были получены общие 

уравнения равновесия оболочки произвольной формы с учетом поворотов, уд-

линений и сдвигов при больших деформациях и изгибах, отнесенные к ортого-

нальным координатам срединной поверхности s недеформированной оболочки 

в виде: 
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i
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ii MbAMbAATT                      (1.13) 

где j

k

i

jk bA *,  следует подставить из (1.7) и (1.10); ikik MT ,  - усилия и моменты, а 
iN - перерезывающие усилия, определяемые по обычным формулам 
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
                                                (1.14) 

Здесь суммирование по i и k не производится; 21, HH  — коэффициенты Ляме 

недеформированной оболочки, 3

** , kij   - обобщенные напряжения В.В. Новожи-

лова. Формулировка геометрических и смешанных граничных условий в ком-

понентах деформаций дана в работе [27]. Здесь они  не приводятся.  
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Следовательно, на наш взгляд уравнения (1.11) – (1.13) есть наиболее об-

щие уравнения равновесия оболочки при больших деформациях и изгибах при 

использовании гипотезы Кирхгоффа-Лява. 

Тем не менее, в литературе существуют многочисленные варианты общих 

уравнений равновесия гибких оболочек, причем каждый раз авторы претендуют 

на предложения новых уравнений, которые, вообще говоря, либо являются ча-

стными случаями известных уравнений, либо совпадают с ними, либо отлича-

ются от них только тем, что записаны в другой координатной системе. 

В виду этого мы решили более подробно остановиться на некоторых из 

них и линеаризировать их в смысле Новожилова. Для чего запишем систему 

(1.11)-( 1.13) относительно координатной системы, отнесенной к ортогональ-

ным координатам срединной поверхности деформированной оболочки 
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i
i MbAMbAATT                     (1.17) 

где j

ik

j

ik

j

ikB  * ,  j

ik  - символы Кристоффеля для деформированной оболочки, 

отнесенные к ортогональным криволинейным координатам срединной поверх-

ности *s , *

iL ,. - проекции векторов координат на деформированной срединной 

поверхности. Здесь для проекций векторов усилий и моментов введены обозна-

чения В.В. Новожилова. 
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z
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h
ikik  



                      (1.18) 

где izik  ,  - составляющие напряжения 
21

,    по направлениям единичных 

векторов 321 ,, kkk  срединной поверхности по деформации s. 

Сделаем следующие предположения относительно системы (1.1)-( 1.7). 

1). Удлинения, сдвиги малы по сравнению с единицей, причем будем учитывать 

удлинения, сдвиг и поворот срединной поверхности; 

2). Удлинения, сдвиги малы по сравнению с единицей, учитываем удлинения и 

поворот срединной поверхности; 
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3). Удлинения, сдвиги малы по сравнению с единицей, учитываем только пово-

рот срединной поверхности; 

4). Удлинения, сдвиги и углы поворотов малы по сравнению с единицей, учи-

тываем только поворот срединной поверхности. 

Если воспользуемся первым предложением, то имеем: 
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    (1.19) 

где *

ijk  будут определяться формулами работы Муштари-Галимова. Тогда под-

ставляя (1.19) в (1.15)-( 1.17) и отнеся поверхностные силы к двум возможным 

случаям: поверхностная нагрузка консервативная и она же следящая, получим: 
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       * * * * * * * * * * *

11 22 12 12 12 11 21 21 22 12 21 0.M M k M k k M k k T T                      (1.22) 
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Эта система уравнений полностью совпадает с уравнениями равновесия 

оболочки, предложенными В.М.Даревским [68]; если в (1.21) не будем учиты-

вать момент внешних сил как величину третьего порядка малости и положим 

iij   . Если воспользуемся вторым предположением, то имеем: 
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Тогда, подставляя (1.23) в (1.15) и (1.17) или  полагая 0w  в (1.20)- (1.22), по-

лучим: 
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Система (1.24)-( 1.26) есть уравнения равновесия оболочки в координат-

ной системе на *s , выведенные К.З.Галимовым и Х.М.Муштари [26]. 

Если воспользуемся третьим предположением, то имеем: 
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Тогда, подставляя (1.27) в (1.15) и (1.17) или в (1.20)-( 1.22), получим 
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                                   (1.29) 
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Система (1.24)-( 1.26) есть уравнения равновесия оболочки в координат-

ной системе на *S , приведенные в работах А. Лява, А.С. Вальмира. 

Пусть срединная поверхность S недеформированной оболочки задана криволи-

нейными координатами , а,p, причем  = const,  = const ее линии кривизны. 

Тогда из (1.28)-( 1.30)  для малых деформаций имеем 
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Если использовать приведенные уравнения равновесия оболочки (1.15)-

(1.17) для исследования устойчивости и принять, как обычно делается, что по-

теря устойчивости обусловлена только действием тангенциальных усилий *

ijT , 

то в них можно отбросить компоненты деформации в коэффициентах при мо-

ментах и перерезывающих усилиях *

2

*

1 , NN . Если с помощью двух последних 

уравнений исключим *

2

*

1 , NN  в первых трех уравнениях, то получим систему 

трех уравнений, для которых перемещения, деформации, повороты, усилия и 

моменты представим в виде: 
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Здесь первые слагаемые соответствуют так называемому основному на-

пряженному состоянию, а вторые являются дополнительными величинами.  

Будем далее пренебрегать всеми величинами, содержащими множитель  , сте-

пень которых выше первой. Тогда уравнения возмущенного состояния тонкой 

оболочки в системе координат на *s  будут такими: 
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Величины 
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Вводим для тангенциальных усилий, определяемых ij  обозначения 
/*/*

, ii ST  

и, используя формулы (1.З), на основании закона Гука будем иметь: 
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Если в уравнениях (1.38) коэффициенты при силовых факторах определим 

с точностью до первых степеней величин порядка деформаций и отнесем по-

верхностную нагрузку к двум возможным случаям: когда она консервативна и 

когда она следящая, то, учтя (1.39), получим уравнения равновесия возмущен-

ного состояния оболочки в виде [13]: 
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В уравнениях (1.40)  ,,,,, 2121  - обычные обозначения для компонент 

тангенциальной и изгибной деформаций срединной оболочки В.В.Новожилова, 

В.М.Даревского. Если поверхностная нагрузка, будучи по направлению следя-
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щей или консервативной, изменяет свою интенсивность так, что на деформиро-

ванный элемент поверхности 2121 AA приходится такая же величина нагруз-

ки, то в уравнениях (1.40) будут отсутствовать члены 
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321 ,, XXX введены обозначения 321 ,, qqq . 

Если воспользуемся вторым предположением 3, то в уравнениях (40) надо 

отбросить величины, умноженные на 1 и 0 . Так как в этом случае 001  , 

то из (1.40) имеем уравнения равновесия оболочки в виде Муштари-Галимова. 
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Если воспользуемся третьим предположением 3, то из (1.41) получим [10] 
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где   
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1.3. Вариационные уравнения нелинейной теории и их линеаризации в 

задачах устойчивости 

 

В литературе встречаются уравнения равновесия гибких оболочек, выве-

денные из принципа начала возможных перемещений. При этом предполагают, 

линейный закон распределения перемещений по толщине оболочки и выража-

ют деформации в виде (1.3). 

Такое предположение можно считать вполне разумным с физической точ-

ки зрения. 

Остановимся на некоторых уравнениях равновесия и уравнениях возму-

щенного состояния оболочки, выведенных из принципа начала возможных пе-

ремещений и попытаемся получить их из уравнений равновесия и из уравнений 

возмущенного состояния гибких оболочек, приведенных в 3 и 4. 

Если перепишем уравнения равновесия оболочки (1.31) - (1.33) в системе 

координат на срединной поверхности S недеформированной оболочки„ учтя 

только повороты линейных элементов, то внутренние усилия и моменты опре-

деляются формулами [15]: 
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Здесь и далее символ 
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Представим компоненты ,iu  вектора перемещений u  линейным законом по 

толщине оболочки 

  ,,, 222111  zvuzvu                    (1.49) 

Подставляя (1.49) в (1.48) имеем: 
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На основании (1.49)-( 1.50) из (1.44)-( 1.46) получим: 
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Подставляя (1.52) в уравнения равновесия оболочки (1.31)-( 1.33) получим: 
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где ipsisppsipsiipspsp MMNKMTS  ˆ~
,ˆ                                                   (1.54) 

 

В выражении (1.52) усилия и моменты iijij NMT ,,  определяются по обыч-

ным формулам работы [16]. Уравнения равновесия оболочки (1.53)-( 1.54) мало 

отличаются от выведенных уравнений равновесия оболочки в работе[17], в ко-
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торой первые три уравнения совпадают точно, а два последних отличаются 
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то получим полностью уравнения равновесия оболочких [17]. 
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Подставляя (1.58) в первые три уравнения (1.31)-( 1.33) получим уравнения 
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Если перепишем уравнения возмущенного состояния оболочки (1.42) в 

системе координат на срединной поверхности S недеформированной оболочки, 

то внутренние усилия и моменты определяются формулами: 

   

       

 

2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 11 2 2 22 1 21 12 21 12 2

2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

21 12 21 12 1 2 21 12 21 12 1

2 2

2
1 1

21 12 21

2

1
(1 ) , (1 ) , (1 )

2

1 1
(1 ) (1 )

2 2

1

2

h h h

h h h

h h

h h

h

h

T zk dz T zk dz S zk dz

zk zk dz zk dz

     

       

  

  

 



            
 

             
   

  

  

 

  1 1

12 2 1(1 ) ,zk zk dz  
 

 

   

   

2 2
1 1

11 11 2 22 22 1

2 2

2
1 1 1 1

21 12 21 12 1

2

2
1 1 1 1

21 12 21 12 2

2

(1 ) , (1 ) ,

1
2 (1 )

2

1
(1 ) ,

2

h h

h h

h

h

h

h

M z zk dz M z zk dz

H z zk dz

zk dz

 

   

   

 





    

       
 

     
 

 





                 (1.60) 
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Обычно при выводе линеаризированных уравнений для дополнительных 

перемещений 321 ,, uuu  в уравнениях (1.61) не учитывается выражение, имеющее 
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в качестве коэффициентов 00 , jij wl . Строго говоря, это упрощение делается без 

обоснования. Тогда из (1.61) получим: 
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На основании (1.60), (1.62) из уравнения возмущенного состояния оболочки 

(1.42) имеем: 
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     (1.63) 

где 

,)1(,)1(

,)1(,)1(

,)1(,)1(

2

2

2

0
362

2

2

0
35

1

2

2

0
241

2

2

0
23

2

2

2

0
122

2

2

0
11

zdzzkdzzk

zdzzkdzzk

zdzzkdzzk

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h



















 

 

,)1(,)1(

,)1(,)1(

2

2

2

0
4102

2

2

0
49

1

2

2

0
381

2

2

0
37

zdzzkdzzk

zdzzkdzzk

h

h

h

h

h

h

h

h













 

 

,)1(,)1( 1

2

2

0
4121

2

2

0
411 zdzzkdzzk

h

h

h

h

 


 

 

,)1)(1(,)1)(1( 21

2

2

0
61421

2

2

0
513 dzzkzkdzzkzk

h

h

h

h

 


 

 

0 0 / 0 / /

1 11 11 12 12 3

1
,

2
w 

 
    

 

0 0 / 0 / /

2 22 22 12 12 3

1
,

2
w 

 
    

 
 



35 

 

 

 

0 0 / / 0 / / 0 / /

3 11 12 3 22 12 3 12 11 22

0 0 / / 0 / / 0 / /

4 11 3 12 22 12 3 12 11 22

0 0 / 0 / 0 0 / / /

5 11 0 12 1 6 12 2 22 1

1 1 1
[ ],

2 2 2

1 1 1
[ ],

2 2 2

,

w w

w w

w w w w

  

  

   

   
          

   

   
          

   

       

   (1.64) 

 

Уравнения возмущенного состояния (1.63) и (1.64) совпадают с уравне-

ниями возмущенного состояния оболочки с начальными напряжениями, выве-

денными в работе [19]. 

Если воспользуемся четвертым предположением (1.3), то выше указан-

ные формулы (1.63) и (1.64) допускают дальнейшее упрощение и формулы (64) 

могут быть заменены выражениями: 
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В случае гибких тел, каковыми являются оболочки, при малой деформа-

ции и малых углах поворота вторые существенно превосходят первые, т.е. ij  

являются малыми того же или более высокого порядка, что 2

j . Это позволяет 

предположить, что оболочки будучи в своей плоскости массивным телом, не 

допускает относительных, значительных поворотов своих элементов вокруг оси 

Z. Тогда полагая 0/

3   из (1.65) и (1.64) получим: 

.00

4

0

3

0

2

0

1                                                     (1.66) 

На основании (1.66) уравнения возмущенного состояния оболочки (1.63) будут 

иметь вид: 
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В работе [20] содержатся еще члены 14131211109 ,,,,,   при таких же 

предположениях. 

 

 

 

 

1.4. О больших прогибах выработки в массиве горных пород с учетом 

произвольности элементов поперечного сечения 

 

Эффективность разработки  месторождений полезных ископаемых и безо-

пасность работ горняков  во многом зависят от  соответствия  принимаемых 

технологических решений конкретным  горно-геологическим ситуациям, от 

степени учета закономерностей геомеханических процессов в массиве. Для 

описания этих процессов  необходимы обоснование геомеханических  особен-

ностей массивов пород горно-складчатых областей и механико-математические 

модели выработки. 

Изучение геомеханических условий отработки месторождений полезных 

ископаемых является одной из сложных задач механики горных пород. Этот 

вопрос особенно актуален для месторождений рудных металлов, размещенных 

в горно-складчатых  областях, где существенные структурно-геологические и 

петрографические неоднородности массивов руды  и пород месторождений 

формируют весьма сложную геомеханическую ситуацию.  

Породные массивы горно-складчатых  областей имеют исключительно 

сложное  геологическое строение и определение физико-механических свойств 

очень затруднительны. Обычного изучения физико-механических свойств  и 

состояний массива парод проводят в два этапа: 

- исследуют керны разведочных скважин, определяя практически все необхо-

димые физико-механические свойства пород; 

- в процессе проведения участковых разведочных, подготовительных и нарез-

ных выработок, а так же кернового бурения промышленной разведки  устанав-

ливают физико-механические свойства пород и пространственная  периодич-

ность изменчивости механических параметров пород. 

В данной монографии выработка в толще горных пород представлена в 

виде многослойных анизотропных оболочек типа Тимошенко  в нелинейной 

постановке с конечными деформациями, где физико-механические свойство 



37 

 

пород соответствуют физико-механическим свойствам многослойных анизо-

тропных оболочек. 

Оболочкой называют трехмерные тела, ограниченные двумя поверхностя-

ми, линейные размеры которых значительно превышают расстояние между ни-

ми. Это расстояние называется толщиной  оболочки. Обозначим толщину обо-

лочки через h,  и будем считать еѐ постоянной. Под теорией оболочек типа Ти-

мошенко будем понимать теории, которые приводят в общем случае к решению 

гиперболических дифференциальных уравнений в частных производных деся-

того порядка.    

Будем полагать, что материал каждого слоя оболочки в процессе деформа-

ции остается упругим,  и подчиняется обобщенному закону Гука для анизо-

тропного тела. Учет  анизотропии материала является одним из существенных 

моментов, поскольку в нашей модели анизотропные свойства цилиндрической 

оболочки обладают анизотропными  свойствами естественного несущего слоя и 

не  несущего слоя горного массива. 

Механико-математическая модель процедуры определения НДС и боль-

ших прогибов выработки в массиве складчатых горных пород при  конечных 

деформациях имеет вид: 

Модель – В  

- Изучение геомеханических условий отработки  месторождений рудных иско-

паемых и линеаризация внешних усилии по критическим деформациям; 

- разработка процедуры определения устойчивости и колебании  выработки на 

основе нелинейной теории механики горных пород, находящейся в условиях 

сложного нагружения; 

- установление некоторых критериев корректировании нелинейных соотноше-

ний при определение тензоров конечных деформации, условиях неразрывности 

конечных деформаций, линеаризации уравнений равновесия, линеаризации 

уравнений устойчивости и при составлении вариационных уравнений; 

- сформулировать обратную задачу геомеханики: по  изменению НДС, искаже-

ние формы поперечного сечения, изменение формы критической деформации 

поперечного сечения определяет неравномерные внешние силы по критическим 

деформациям; 

- установление критериев корректности комбинированного  метода при боль-

ших прогибах  и конечных деформациях выработки. 

В качестве примера рассмотрим большие прогибы выработки в массиве 

горных пород при конечных деформациях;  при свободных опираниях; при 

шарнирных опираниях; при жестоком защемлении. 

Расчеты, проведенные на ЭВМ для случая осевого сжатия, показали, что 

точное удовлетворние граничным условиями к уравнению совместности 

деформаций приводит к некоторому снижению нижней критической нагрузки 

по сравнению с известными решениями для тех же параметров прогиба. 

Удержание 7 членов приведет к снижению нижнего критического напряжения 
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8/ nk  ( n -нижнее  критическое напряжение, B -классическое значение 

верхнего критического  напряжения). Аналогично 

0










x

u

x

w
W                                                     (1.68) 

При расчете необходимо использовать критерии корректности нелинейных 

соотношении при больших прогибах. 

 

 

1.5. Научные основы прогноза и предупреждения неустойчивости выра-

боток под действием поперечных и осевых сил 

 

Развивая идеи авторов работ [21]-[24] о том, что: 

- выработку  в толще горных пород можно представить в виде трехслойной ци-

линдрической оболочки с внутренним радиусом R, внешним радиусом r, тол-

щиной hhh  1
, длиной l  c не жесткой матрицей заполнителя; 

- действие внешних сил можно определить из формы изменения поперечного 

сечения критических деформаций заполнителя при n=2, n=3, n=4 овальную, 

треугольную, трапециевидную. При этом  
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- выработку в поперечном сечении, с точки зрения характера действия энергии 

деформации, можно разделить на три зоны, в продольном направлении также 

можно разделить на три зоны, но уже, с точки зрения еѐ устойчивости. Первая, 

которая остается и после потери устойчивости в начальном безмоментном со-

стоянии; вторая, где накапливается деформация после потери устойчивости; 

третья – зона прощелкивания: упругопластическая, непосредственно примы-

кающих к несущему слою, зона разрыхленных грунтов и нетронутой толщи, где 

определяют 1hh   в данной работе рассматривается устойчивость выработки 

при осевом сжатии и нормальном давлении. Тогда уравнения возмущенного со-

стояния выработки кругового сечения с учетом начальной деформации в пер-

вом предположении на основании формул  будут иметь вид: 
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Здесь усилия до потери устойчивости определены: 
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Критические значения осевого и окружного усилия связаны  RP ll  . Тогда 

докритические деформации  на основании закона Гука определяются выраже-

ниями: 
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и безразмерная критическая нагрузка по формуле:  
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При этом δ определим из условия минимума 0
*
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 в виде  
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Если в уравнениях возмущенного состояния выработки кругового сечения 

не будем учитывать начальные деформации, то безразмерная критическая на-

грузка окружного усилия будет определяться выражением: 
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При этом δ определяется из следующего уравнения: 
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Поступая совершенно аналогично, решим эту же самую задачу на основа-

нии уравнений возмущенного состояния, когда не учитываются сдвиг средин-

ной поверхности и начальные деформации: 
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При этом имеет место, следующее уравнение для определения критической на-

грузки окружного усилия: 
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где δ определяется из выражения: 
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Если за уравнение возмущенного значения выработки возьмем второе уп-

рощение В.В. Новожилова при средней длине, то имеем: 
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Тогда для определения критической нагрузки окружного усилия получены 

уравнения 
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                                          (1.75) 

 

где δ определяется из выражения: 

 

.0)1(23)1(2 1
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1

52  mm                      (1.76) 
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Глава 2. УСТОЙЧИВОСТЬ ВЫРАБОТКИ ГОРНЫХ ПОРОД ПО КРИ-

ТИЧЕСКИМ ДЕФОРМАЦИЯМ. 

ПРОЦЕДУРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРУЕМОГО 

СОСТОЯНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ ВЫРАБОТКИ НА ОСНОВАНИИ ТЕО-

РИИ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК ПРИ КОНЕЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЯХ 

 

 

2.1. Теоретико-проектные расчеты напряженно-деформированного со-

стояния и устойчивости выработки произвольного сечения в условиях 

эксплуатации 

 

 

Задачей исследования являются аналитико-числовые решения устойчиво-

сти и выпучивания выработки в массиве горных пород, находящейся на упру-

гом основании типа Винклера под действием неравномерной поперечной силы 

(Рисунок 2.1 – 2.2). 

 

  
 

Рисунок 2.1 - Одиночная выработка в массиве горных пород 

 

 

 
 

Рисунок 2.2 - Одиночная выработка в виде трехслойной цилиндрической 

оболочки как модель выработки в условиях эксплуатации  
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Предпосылкой решения данной задачи является разработка методики ре-

шения в области нелинейной теории упругости и математической теории упру-

гости с применением интегральных преобразований. 

Рассмотрение теории горного давления до настоящего времени в основном 

шло в двух направлениях: 

Первое направление - применение методов макромеханики на основе специаль-

ных гипотез сводообразования. Во всех гипотезах, представленных на рисунках 

2.3 -2.6 на выработку действует равномерное распределение напряжении по 

площади поперечных сечений и поперечная сила в продольном направлении, 

осевые силы пренебрегаются. 

 

 
 

Рисунок 2.3 - Арочная металлическая крепь из спецпрофиля 

 

 

 
Рисунок 2.4 - Кольцевая арочно-шарнирная металлическая крепь. 
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 а -бетонная 

  
б - тюбинговая 

 

Рисунок 2.5 - Типы жесткой монолитной крепи. 

 

 

 
 

Рисунок 2.6 - Трапециевидная выработка, закрепленная деревянными рамками. 

 

 

 

Основоположники: профессора и академики М.М. Протодьяконов, В.Д. 

Слесарев, Л.М. Цимбаревич, Л.Д. Шевяков и другие. 

II – направление – применение методов микромеханики на основе теории 

Ишлинского И.А: 

а) Уравнения равновесия, когда удлинения, сдвиги и углы повода малы с еди-

ницей, но граничные условия нелинейные. 

б) Условия совместности деформаций, на основе классической теории. 

в) Закон связывающий напряжения, на основе классической теории. 

При этом расчетная схема к определению давления  на крепь горизонтальной 

выработки рассчитывается в соответствии с рисунком 2.7. 
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Рисунок 2.7 - Расчетная схема к определению давления на крепь горизонталь-

ной выработки. 

 

На выработку действует не только поперечная  по длине, объемная по по-

перечному сечению сила, но действует осевая сила. По данному направлению 

можно составить конфигурации области пластических (неупругих) деформа-

ций, линии равных нормальных напряжений, линии скольжения в области не-

упругих деформаций эпюры НДС выработки произвольного сечения и т.д. Ос-

новоположники:  Динник А.Н., Левина Ц.О., Михлин С.Г., Шерман Д.И., Савин 

Г.Н. и другие. 

III – направление - на выработку действует объемная, поперечная и осевая 

силы сложной комбинации как статическая неравномерная, динамическая и 

квазисейсмическая, как со стороны разработки, так и со стороны нетронутого 

массива. Толщина рыхленного (упруго-высоковязкого) слоя определяется по 

выведенной формуле синус гиперболической функцией. Применяются методы 

микромеханики на основе геометрической нелинейной теории при сложном на-

гружении по критическим деформациям (рисунки 2.8 – 2.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.8 – Расчетная схема вычисления устойчивости выработки по треть-

ему направлению 
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Рисунок 2.9 – Некоторые классы внутренних нагрузок по критическим дефор-

мациям 

 

1. Если критическая деформация возрастает от 0,1% до 0,15%, то это есть 

действие поперечной нагрузки; 

2. Если критическая деформация падает от 1,2% до 0,8%, то это есть дейст-

вие объемных сил; 

3. Если критическая деформация падает от 0,5 % до 0,4%, то это есть дейст-

вие осевых сил. 

4. Если критическая деформация имеет прямоугольный, треугольный, тра-

пециевидный и синусоидальный вид, то на стенки выработки соответствен-

но действуют внутренние поперечные неравномерные нагрузки 

Эти результаты согласуются с результатами работ ученых 

Ю.В.Немеровского, А.А.Трымова, Ю.В.Векслера и других. 

Отличием является то, что форму критической деформации заполнителя сопос-

тавляем с формой поперечного сечения выработки определяем внутреннюю на-

грузку со стороны первой зоны. 

 

 
 

Рассматривается случай нагружения выработки со стороны заполнителя, 

лежащей на упругом основании, распределенной нагрузки интенсивностью q, 

н/м на участке 9,00    для одного участка. 

Тогда неоднородная часть задачи будет  

 

где  
),()0(),( 0  qqtF 
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 dWWPq

b

b




 ,)(  , )0( - дельта функция Дирака,  WP , - неравномерно рас-

пределенные поперечные нагрузки, направленные в сторону, противоположную 

направлению действия реакции  P . В данном случае не представляется воз-

можным алгебраически сложить интенсивности действия нагрузок )(q  и  P  

так как )(q является критической нагрузкой функции прогибов, искажения 

формы поперечного сечения выработки прямоугольной, треугольной и трапе-

циевидной эпюры. 

 

 

 

2.2.  Определение устойчивости, выпучивания и колебания выработки в 

«новом начале»  как стационарного объекта с запаздывающим аргументом 

 

Рассмотрим одиночную выработку в условиях разработки  с внешним ра-

диусом – R, длиной L и толщиной рыхленного массива – h [1], состоящих из 

трех типов крепления элементов: I - тип с поперечным сечением прямоуголь-

ной формы выработка типа тюбинговых, II – тип с поперечным сечением – тре-

угольной формы, выработка типа с обратным  сводом, III – тип с поперечным 

сечением трапециевидной формы, с толщиной крепи: hh  , с радиусом 

рудного матeриала (заполнитель) – r. 

Если за длину части выработки примем 

 

L

r
                                                             (2.1) 

 

как модель стационарного объекта с запаздыванием tx  , то 

I – тип выработки с крепью имеет характеристики: 9,06,0  , r2  - малая с 

плотностью распределения рыхленной зоны: 

 
 

2

2

20
1

2









a

e




                                                       (2.2) 

 

где 2,0,4,0  a . 

II – тип выработки с крепью имеет характеристики: 6,03,0  , r2 - средняя с 

плотностью распределения рыхленной зоны: 

 

 
2

2

20
2

2









a

e




                                   (2.3) 

где 35,0,3,0  a . 
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III – тип выработки с крепью имеет вид 3,01,0   r2  – большая, с плотностью 

распределения рыхленной зоны: 

 
 

2

2

20
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2



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

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e




                                 (2.4) 

 

где 35,0,3,0  a . 

При такой постановке задачи коррекцию потоков, со стороны разработки, дей-

ствующих на рыхлый массив (вторая зона) можно  избрать: 

 

,0
2

2

2

2

























y

u

x

u

x

p
                                         (2.5) 

,0
2

2

2

2























 pq

y

v

x

v

x

p
                                  (2.6) 
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x
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u
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p
                                               (2.8) 

 

где ),( vuV  вектор скорости p – давление,  – плотность,  – динамическая 

вязкость, vu,  - соответственно горизонтальная и вертикальная составляющие 

скорости. 

Для трех участков одиночной выработки (составной части с видами крепи) кри-

тическая нагрузка будет: 

 

9,06,0,,
3

8
)( 01   большаяqf b  

6,03,0,),1(2)( 02   средняяqf b                                (2.9) 

9,06,0,),
2

1(
3

4
)(

2

03  


 малаяqf b  

 

где ,
2

2,
)1(

85,0
4320

h
h

E
q b

j



 


                          (2.10) 

 

jE  – модуль Юнга рудного материала, первой зоны одиночной выработки, – 

коэффициент Пуассона. 

Полученные выражения удовлетворяют условиям сопряжения трѐх участ-

ков. Эти условия заключаются в том, что в смежных сечениях до и после места 

сопряжения участков, были бы одинаковы по методу академика А.Н.Крылова 
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[69], угловые перемещения, линейные перемещения, изгибающие моменты и 

перерезывающие силы. В удовлетворении указанных условий легко убедится, 

сравнивая значения функции    как фундаментальной функции 

А.Н.Крылова (общее решение дифференциального уравнения изгиба, выпучи-

вания одиночной выработки) и ее первых трех производных до и после мест 

сопряжения участков. 

Условия контакта выработки с рыхленным массивом определим прямым и 

обратным преобразованием Фурье: 
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Теперь можно будет рассмотреть: 

Изгиб (выпучивание) всей конструкции, в виде  
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 dttftVftF nk  
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Колебание в виде  
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При расчете основ выпучивания, колебания можно принять за сложную 

динамическую нагрузку поперечного давления в виде 

 dttftVftxF nk  




0

)()()(),(  с неравномерными поперечными нагрузками 

прямоугольной, треугольной, трапециевидной и синусоидальной эпюры, с со-

ответствующими краевыми, начальными и граничными условиями. 

Линеаризация и упрощение уравнения вынужденного выпучивания и ко-

лебаний возможны при решении конкретных задач. 

Таким образом, как показывает анализ создание механико-математической 

модели определения устойчивости, выпучивания и колебания выработки как 

стационарного объекта с запаздывающим аргументом дает возможность науч-
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но-технического обеспечения прогноза и управления геомеханическими про-

цессами в массиве горных пород при разработке рудных месторождений. При 

этом отличие предлагаемого направления от имеющихся: 

а) Форма критической деформации I – зоны  определяется на основе нелиней-

ной теории. 

б) По формам критической деформации I – зоны определяется искажение фор-

мы поперечного сечения обрабатываемого материала. 

в) По формам искажения формы поперечного сечения выработки определяется 

форма действия неравномерного поперечного сечения с произвольной эпюрой. 

Реакции основания несущих слоев представим в виде Винклера и Пастернака с 

учетом искажения поперечного сечения. В зависимости от вида неравномерной 

поперечной силы произвольной эпюры (прямоугольная, треугольная, трапецие-

видная и т.д.) определим выпучивание выработки в продольном направлении. 

При этом  искажение формы поперечного сечения приводит к неравномер-

ному выпучиванию в продольном направлении с заданной неровностью попе-

речного сечения, т.е. эта задача с начальной неровностью: симметричной или 

кососимметричной волнистостью. 

г) На основании 1 – ой задачи (основная задача) и 2-ой задачи (обратная задача) 

нелинейной теории упругости в геомеханике, определяются устойчивость и 

выпучивание выработки в массиве горных пород, находящейся на упругом ос-

новании, различных типов. 

д) Если реакции оснований несущих слоев различные (типа Винклера , Пастер-

нака , Фойгта- Максвелла и т.д. ), то уравнения равновесия выпучивания в про-

дольном направлении выработки также различные.  Каждый из случаев влечет 

за собой  непредсказуемые  действия, которые  называют «неизвестными стати-

стическими, динамическими и сейсмическими силами». 

е) В зависимости от решения в задачах делается предположение 1;1  ijij  , но 

углы поворота произвольные. 

 

 

 

2.3. Расчет изменения кривизны рыхленного массива выработки под 

действием активной синусоидальной силы в зависимости от граничных 

условий на торцах 

 

Рассмотрим подземную трубчатую конструкцию из упругого однородного 

кристаллического материала как модель одиночной выработки в толще горных 

пород рудных месторождений горизонтальной и наклонной залежи под дейст-

вием внешних сил синусоидальной эпюры по критическим деформациям [1]-

[2]: 
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где l – сближение торцов крепей, h – толщина рыхленного массива, R – внут-

ренний радиус, пористость приближается к единице.  

Воздушное сопротивление внутренней зоны выработки в условиях экс-

плуатации изменяется в широких пределах  в зависимости от вида неравномер-

ных поперечных нагрузок на рыхленный массив и от формы вида крепей. При 

этом, окружное напряжение зависит от максимальной нагрузки: 

 

),(*
.

R

h
nfkкритокр                                              (2.16) 

 

где n – собственное число волн искажения  формы поперечного сечения, следо-

вательно прочность выработки зависит от геометрических параметров и линей-

ных размеров 
R

h  

Изучение геомеханических условий отработки месторождений полезных 

ископаемых, геологические и петрографические неоднородности массивов ру-

ды и пород месторождений представим как изучение физико-механических 

свойств первой и второй зоны выработки методом микромеханики. При этом, 

впереди в условиях эксплуатации  имеем зону повышенного НДС с коэффици-

ентом интенсивности к: 

 


























)(

)(

)(

2
0

0

0

Wf

Wf

Wf
k

z

y

x

xy

y

x








                                          (2.17) 

 

где x
L

m
fW


sin00   – начальная неправильность, 0f - стрела начальной непра-

вильности, m – число полуволн в продольном направлении. 

Уравнение равновесия при отсутствии реактивных сил и заполнителя 

трубчатой конструкции имеет вид: 

x
D

q

dx

Wd k
k  sin

4

4

 ,                                          (2.18)  

где 

 2

22

4

2

2
112

,
3

4
;2;

3

8
,

)1(

85,0












































Eh

D
R

h

L

R

L

HE
q kk

            (2.19) 
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То обстоятельство, что в смежных сечениях, до и после места сопряжения не-

равномерных поперечных нагрузок участков крепей выработки, были бы оди-

наковыми: 

- линейные перемещения – W; 

- угловые перемещения - 
dx

dW  ; 

- изгибающие моменты – 
2

2

dx

Wd
EJM  ; 

- перерезывающие силы – 
dx

dM
Q   . 

Из уравнения равновесия определим: 

3

13

1
cosk

k

qd W
x C

dx D
 



 
   

 
                                     (2.20) 

2

1 22 2

1
sink

k

qd W
x C x C

dx D
 



 
    

 
                       (2.21) 

2

1
2 33

1
cos

2

k
k

q C xdW
x С x C

dx D
 



 
    

 
            (2.22) 

3 2

1 2
3 44

1
sin

6 2

k
k

q C x С x
W x C x C

D
 



 
     

 
               (2.23) 

 

Теперь рассмотрим различные граничные условия. 

1.1 Оба края на торцах шарнирно-закрепленные, т.е. 

2

2

0

2

2

( ) 0; 0,

( ) 0; 0.

x o

x

x L

x L

d W
W x

dx

d W
W x

dx









 

 
                                (2.24) 

На основании формул (2.21), (2.23) из граничных условий (2.24) определим 

произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 

2 2

1 2 3 42 4

1 6
sin ; 0, , 0.

6

L
C L C C C

L L




 


                   (2.25) 
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2 2
3

4 2 4

1 sin 6
sin

6 6

k
k

q L L
W x x x

D L L

 
 

  

 
   

 
                   (2.26) 

1.2 Оба края на торцах скользяще заделанные, то есть: 

0

( ) 0; 0,

( ) 0; 0.

x o
x

x L
x L

dW
W x

dx

dW
W x

dx







 

 
                                (2.27) 

Из граничных условий (2.27) определим произвольные постоянные интегриро-

вания 1 2 3 4, , ,C C C C : 

1 3 2 2

2 3 43 2 4 3 2 3

sin cos 1
12 ;

2

1 sin cos 1
12 ; ; 0.

3

L L
C

L L L

L L
C C C

L L L

 



 

   

 
   

 

 
      

 

        (2.28) 

 

3

4 3 2 2

2

43 2 4 3 2 3

1 sin cos 1
[ sin 2( )

2

1 sin cos 1
6 ]

3

k
k

q L L
W x x

D L L L

L L
x x C

L L L

 
 

 

 

   

    

 
    

 

          (2.29) 

 

На торцах левый край свободный, а правый край скользяще-заделанный, т.е. 

 

2 3

2 3

0 0

0, 0,

( ) 0; 0.

x x

x L
x L

d W d W

dx dx

dW
W x

dx

 




 

 

                             (2.30) 

 

Определим произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 
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2

1 2 3 3

3

4 3 4

1 1
; 0; cos ;

2

cos sin
.

3

L
C C C L

L L L L
C


  

 

  

    

  
                      (2.31) 

 

Подставляя (2.31) в (2.23) получим: 

 

3 2 3

4 3 3 4

1 1 cos sin
[ sin ( cos ) ]

6 2 3

k
k

q x L L L L L
W x L x

D

 
  

      
           (2.32) 

 

На торцах левый край шарнирно-закрепленный, а правый край скользяще-

заделанный, т.е. 

2

20

0

( ) 0, 0,

( ) 0; 0.

x

x

x L
x L

d W
W x

dx

dW
W x

dx








 

 

                                     (2.33) 

Определим произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 

 

1 2 3 42 3 3 4 3

1 sin 1
6( ); 0; ; 0.

L
C C C C

L L



  
                    (2.34) 

 

3

4 2 3 3 4 3

1 1 sin 1
sin ( )k

k

q L
W x x x

D L L


 

   

 
    

 
             (2.35) 

На торцах левый край скользяще-заделанный, а правый край шарнирно-

закрепленный, т.е. 

0
0

2

2

( ) 0, 0,

( ) 0; 0.

x
x

x L

x L

dW
W x

dx

d W
W x

dx








 

 
                                           (2.36) 
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Определим произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 

2 2

1 2 2 2 4

2 2

2 3 42 2 4 3

1 (2 )sin
3( );

2

1 (6 )sin 1
3( ); ; 0.

6

L L
C

L L

L L
C C C

L L

 

 

 

  


  


    

                   (2.27) 
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3
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2 2
2

2 2 4

3

1 1 1 (2 )sin
[ sin ( )

2 2

1 (6 )sin
3( )

16 ]
2

k
k

q L L
W x x

D L L

L L
x

L L x

 
 

  

 

 



   


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             (2.38) 
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3 3

k
k

k

q H R h

D h L L R

m

L





 

    
    

   

 
  
 

                                  (2.39) 

С помощью программирования в системе Матлаб были получены результа-

ты вышеприведенных задач. 

 

 

2.4. Расчет колебаний рыхленного массива выработки под действием ди-

намической нагрузки 

 

Рассмотрим как модель одиночной выработки  трубчатую конструкцию из 

эластомера длиной L, толщиной h, внутренним радиусом R без заполнителя 

[121]-[122]. Воздушное сопротивление изменяется в широких пределах и опре-

деляется по эмпирической формуле 1,4 , c

h
f

R
 

 
  

 
, c  - плотность материа-

ла при заданной нагрузке. 

Условие равновесия запишем в виде 

4

4
( )

d W
EJ f x

dx
                                              (2.40) 
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, b

R
x t

L
  

 
    

 
                                       (2.41) 

Тогда 

 

4

4
( , )

d W
F t

dx
                                                  (2.42) 

Предположим: ( , ) ( )kF t q t   и за бесконечно малый промежуток времени 





  динамическая нагрузка неподвижна. После истечения времени   на-

грузка исчезает, тотчас появляясь на соседнем участке   со скоростью 

0v v t  . 

При таких предположениях имеем: 

2

1 0

2 0

3 0

4
( ) (1 ), 0,1 0,3

3 2

( , ) ( ) 2 (1 ), 0,3 0,6

8
( ) 0,6 1

3

f q

F t f q

f q


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  


    


    

   


          (2.43) 

Данная модель называется стационарным объектом с запаздывающим аргумен-

том. Для предполагаемой модели сделаем предположение, принятое в [123]. 

Теперь в качестве второго приближения, рассмотрим случай: 
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2
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2 4

0,85 8 4
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3 3
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

   
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   


                                           (2.44) 

1.1 На торцах (короткая часть) левый край скользяще-заделанный, а 

правый край – свободный,  т.е. 

0,6
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Из граничных условий (2.45) определим: 

3 2

1 03

8

3 2

d W
C q

d





 
  
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                                                     (2.46) 

2 3

1 2 02

8

3 6

d W
C C q

dx
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 
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 


 
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25 3
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1 3 4 0

8
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3 120 6 2

C
W C C C q
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 

 
     

 
                        (2.49) 

На основании формул (2.46)-(2.49) из граничных условий (2.45) определим 

произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 

1 2 3 4

1 1
, , 0,1154, 0,15176

2 3
C C C C                        (2.50) 

5 3 20( ) 10 20 13,848 18,2112
45

q
W                             (2.51) 

1.2 На торцах (средняя часть) левый край скользяще-заделанный, а правый 

край – свободный,  т.е. 

0,3

0,3

2 3

2 3
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
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                                        (2.52) 

Из граничных условий (2.52) определим: 

3
2

0 13
2 2

d W
q C

d
 


                                                   (2.53) 

2
2 30

1 22
3 6 6

3

qd W
C С

d
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
                                    (2.54) 

3 4 20
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
                      (2.55) 

4 5 3 20
1 2 3 4

8 1 1 1
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q
W C С С C     

 
      

 
          (2.56) 
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На основании формул (2.53)-(2.56) из граничных условий (2.52) определим 

произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 

1 2 3 40,42; 0,108; 0,0176625, 0,0017615C C C C                       (2.57) 

 

4 5 3 20 1
( ) 8,4 6,48 2,1195 2,1138

60 120

q
W      

 
      

 
            (2.58) 

1.3  На торцах (длинная часть) левый край скользяще-заделанный, а правый 

край – свободный,  т.е. 

0,1

0,1

2 3

2 3

0,3 0,3

0, 0,

0; 0.

dW
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d
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


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







 

 

 
                                       (2.59) 

Из граничных условий (2.59) определим: 

3 2 3

0 13

4

3 2 6

d W
q C

d

 




 
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                                             (2.60) 
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 
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 
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3 4 5 2

0 1 2 3

4

3 6 24 120 2

dW
q C С С

d

   




 
      

 
                     (2.62) 

4 5 6 3 2

0 1 2 3 4

1
( ) 30 6 120 360 720 720

540
W q C С С C                    (2.63) 

 

На основании формул (2.60)-(2.63) из граничных условий (2.59) определим 

произвольные постоянные интегрирования 1 2 3 4, , ,C C C C : 

 

1 2 3 40,2595; 0,037; 0,002294 / 3, 0,001998 / 9C C C C                           (2.64) 
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6 5 4 3 2

0 1

1
( ) 6 30 31,14 0,1332 0,55 0,1598

540
W q C                             (2.65) 

 

Ниже приведены колебания рыхленного массива в зависимости от внешней ди-

намической нагрузки при заданных граничных условиях. 

 

 

 

Колебание рыхленного массива в зависимости от внешней динамической на-

грузки ( к 1.1) 

 

Колебание рыхленного массива в сопряжении, когда 0,1 1    
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Колебание рыхленного массива в зависимости от внешней динамической на-

грузки ( к 1.2) 

 

Колебание рыхленного массива в сопряжении, когда 0 1    
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Колебание рыхленного массива в зависимости от внешней динамической на-

грузки ( к 1.3) 

 

 

Колебание рыхленного массива в сопряжении, когда 0,1 1    

 

 

1.4 Если на выработку действует активная сила синусоидального типа 

0

8
sin , 0,6 1

3
kq q      , то уравнение равновесия имеет вид: 

4

04

8
sin

3

d W
q

d
 


                                                (2.66) 
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Тогда из граничных условий (2.45) получим: 

3

0 5 4 2

2
2

2 2

2 2

2 2 2

4 2

4 2 2

8 4 1 1
( ) [ sin ( cos sin )

3 6

1 2 2 3 3 3 3
( sin cos ) ( sin cos

2 4 5 5 5

39 60 60 9 9 100 3
cos sin ) cos

50 50 25 5

3(4 3 ) 3 9(17 30) 9(5 1)
sin cos sin

20 5 250 125

W q сos       
  


    

  

  
   

  

  
  

  

    


    

  
  

  
   ],

m

L


 

    (2.67) 

1.5 Если на выработку действует активная сила синусоидального типа 

02 (1 )sin , 0,3 0,6kq q        , то уравнение равновесия имеет вид: 

4

04
2 (1 )sin

d W
q

d
 


                                         (2.68) 

Тогда из граничных условий (2.52) получим 

0 4 5 4

2
3 2

2 2 2

2

2 2 2

2

4 5 4

2

2

1 4 1
( ) 2 [ sin cos in

1 1 3 2 3 1 3 6 50 3
( sin cos ) (sin cos )

6 5 5 5 10 5 5 5

13 150 3 1 3 2
( cos sin cos

225 5 90 5 3

3 2 4 3
sin ) cos sin

3 3 3

1 3 17 225
sin

180 5 2025

W q s    
  


     

    

 
 

  

   


  

 



   


    


   


   


 

2

3
cos ],

5

m

L


 




 (2.69) 

 

1.6 Если на выработку действует активная сила синусоидального типа 

2

0

4
(1 )sin , 0,1 0,3

3 2
kq q


       , то уравнение равновесия имеет вид: 

                                (2.70) 

Тогда из граничных условий (2.59) получим 



63 

 

2

0 6 6 5

2
2 3

5 4 2 2

2 2
2

4 4 5

2 2

5

4 2 6 2 1
( ) [ sin cos sin

3

3 1 6 1 14 21 81
cos sin [ sin cos ]

2 6 3 54 3

2 9 18 14 21 18 1,1 1
[ sin cos ] ( sin

9 3 54 3 10

1,12 2,1 3 0,67 1,7
cos

10

W q
  

    
  

    
    

   

       


  

   



  
   

  
    

    
   

  
 

2

2 2

2 6

2 2

6 4

2

3

55 3,6
sin

9 3

1,19 1,785 3,015 1,26 2 6
cos ] sin

27 3 10

0,112 0,21 2 0,42 0,087 0,38
cos sin

10 9 3

0,056 0,084 0,171
cos ],

27 3

m

L

 



     


 

     

 

   







   
  

   
  

 
 

 (2.71) 
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Глава 3. ТЕОРЕТИКО-ПРОЕКТНЫЕ РАСЧЕТЫ НАПРЯЖЕННО-

ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ И УСТОЙЧИВОСТИ 

ВЫРАБОТКИ 

 

3.1. Напряженно-деформированное состояние и устойчивость в слоистых 

горных массивах ослабленных выработками прямоугольного сечения и 

прямоугольной формы критической деформации  

 

Рассмотрим НДС в слоистых горных массивах, ослабленных выработками 

с прямоугольными критическими деформациями. Предположим такие соотно-

шения между поперечными и продольными размерами выработки, которые по-

зволяют исходить из решения плоской задачи нелинейной теории упругости. 

Кроме того, будем считать, что по высоте сечения выработки, напряжения ме-

няются незначительно и возможна упрощенная схема нагрузки с заменой массы 

упругой среды равномерно распределенной нагрузкой приложенной из беско-

нечности:   

                             ,1
)1(

11 PS     ,1

)1(

22 qS     ,0)1(

12 S  

 

,2
)2(

11 PS     ,2

)2(

22 qS     ,0)2(

12 S                                      (3.1) 

 

Предполагается, что каждый из слоев, а так же вмещающая их порода пред-

ставляют собой изотропные упругие тела со своими механическими характери-

стиками и на линиях контакта осуществляется полное сцепление. 

Для решения задачи используем уравнения устойчивости Био М.Б. и Но-

вожилова В.В. Попутно рассмотрим явления внутренней неустойчивости пер-

вого и второго родов. Эти интересные явления, впервые отмеченные в работах 

М.Б. Био, были детально изучены в работах А.Н. Гузя. Использование гранич-

ных условий и условий прилипания между слоями сводится характеристиче-

скому уравнению для определения критической нагрузки, при предложении, 

что все слои после деформации так же остаются упругими и работают совмест-

но без скольжения. Если для каждого слоя ввести некоторый функционал, про-

порциональной дополнительной энергии деформации, содержащий физические 

характеристики данного слоя, то можно составить реккурентные уравнения, 

связывающие шесть смещений на трех поверхностях раздела. Тогда для n слоев 

имеются 2(n-1) рекуррентных уравнений, т.е. по два уравнения для каждой по-

верхности раздела. Добавляя граничные условия, получим 2n+2 уравнений для 

2n+2 неизвестных. Данная система разрешима относительно смещений поверх-

ностей раздела и поэтому, приравнивая к нулю детерминант этой системы, по-

лучим характеристическое уравнение для определения критической силы. 

Рассматривается устойчивость многослойной полосы выработки, когда уд-

линения, сдвиги и углы поворота малы по сравнению с единицей, что соответ-

ствует второй системе упрощения. В качестве примера рассмотрим устойчи-
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вость несжимаемой двухслойной полосы под действием равномерно распреде-

ленных нагрузок по осям ОХ и ОУ в соответствии с рисунком 3.1. Упругие 

свойства каждого слоя суть такие, что направления упругой симметрии одина-

ковы для обоих слоев и параллельны главным направлениям начального на-

пряжения. На поверхностях раздела, предположим, имеет место идеальное при-

липание. Упругие коэффициенты в первом слое обозначены через 1N  и 1Q , а 

начальные напряжения сжатия через: ,1
)1(

11 PS     ,1

)1(

22 qS     .0)1(

12
S  Для второго 

слоя тогда имеем 2N , 2Q  и ,2
)2(

11 PS     ,2

)2(

22 qS   0)2(

12
S . Далее через   )1(

1

)1(

1 ,vu   и 
)1(

1

)1(

1 ,q  обозначим смещения и силы на верхней части первого слоя, а также ве-

личины в нижней части первого слоя – через )1(

2

)1(

2 ,vu   и )1(

2

)1(

2 ,q . Аналогичные 

выражения для второго слоя будут )2(

2

)2(

2 ,vu   и )2(

2

)2(

2 ,q и )2(

3

)2(

3 ,vu   и )2(

3

)2(

3 ,q . Усло-

вие идеального прилипания на поверхности раздела имеет вид 

 

,, )2(

2

)1(

2

)2(

2

)1(

2
vvuu    и )2(

2

)1(

2

)2(

2

)1(

2
, qq                 (3.2) 

 

Известно, что закон составления уравнений возмущенного состояние уравне-

ний возмущенного состояния различен, к тому же он имеет различную форму в 

зависимости от предположений относительно величин деформаций. 

В качестве уравнений устойчивости принимаем уравнения М.Б.Био[61]: 

 

,0)(
)()(

12
)(

11 














y

w
qP

y

s

x

s j
z

jj

jj

   




x

s j )(

12 ,0)(
)()(

22 









x

w
qP

y

s j
z

jj

j

 (3.3) 

 
 

Рисунок 3.1 – Схема приложения нагрузок на двухслойную полосу выработки 

 

Подбор физико-механических свойств отработанного материала и зоны рых-

ленного массива очень затруднителен. Тем не менее, в процессе проведения 
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участковых разведочных, подготовительных и нарезных выработок, а так же из 

исследования керна разведочных скважин можно определить 
2121

,,, vvEE . Ниже 

приводятся данные: когда толщины рыхленного массива ĥ1 составляет 7,5%  от 

толщины отрабатываемого материала,  а диаметр выработки составляет 0,002% 

от длины выработки. 

Согласно установленным нормативным правилам нагрузка задается статиче-

скими силами, приложенными по формам колебаний в местах сосредоточения 

масс. На этой стадии расчета неравномерной нагрузки рассчитывается по ста-

тике деформируемых систем под действием особых сочетаний статических на-

грузок по формулам: 

qWC
dx

dW
C

dx

Wd
C

dx

Wd
C

dx

Wd
C  432

2

23

3

14

4

0                (3.4) 

в зависимости от краевых условий: 

0433

3

 WC
dx

dW
CM

dx

Wd
xy                                      (3.5)  

Здесь 2

2

2
dx

Wd
Bxy   - реакция моментного напряжения со стороны континиу-

ма Коссера, B - новая константа материала основания, имеющая размерность 

силы, гораздо меньшее Е, 
2

2

dx

Wd
EIM   - изгибающий момент, 

dx

dW

dx

dW
C  ,3  - тангенс угла наклона изгибающих моментов  и попереч-

ных изгибающих сил, 4

4C

D
 , D  - жидкость с цилиндрической поверхностью. 

Данная модель дает возможность учесть такие факторы, как динамическое 

воздействие выработки с грунтом, пространственный характер деформирования 

выработки, взаимодействие блоков k3  и дислокационных зон в k3 в виде 

«всплывания и перемещения». 

В общем случае для решения данной задачи по критическим деформациям 

должны быть  

 
4 2 2 2

4 2 2 22

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

3(1 )

W x t Eh W x t W x t W x t
D Eh F x t

x x t RR 

   
    

    
           (3.6) 

 

или 
4 2 2 2

4 2 2 22

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

3(1 )

W x t Eh W x t W x t W x t
D Eh F x t

x x t RR 

   
    

    
          (3.7) 

при краевых условиях: 

,10),()(
),(

),(
3

3





 ttWtg

t

txW
txF  
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212

1

2

1

2

2

),(
),(),(

 












t
tt

txW
t

txW

t

txW
 

 

где )(),( tftg  могут иметь конечное число точек разрыва 1-го рода и  0)( tg  

на всем отрезке [0;1]. 

Если мы примем следующие критерии корректности поставленной задачи: 

1. ,0),(,0),0(  teWtW                                                                               (3.9) 

)()0,( xfxW  - начальная неправильность                                                    (3.10) 

)(
0

x
t

W

t








 - начальное условие.                                                                 (3.11) 

 

2. )(),( MtxW
S

   - задача Дирихле, где S  - площадь поперечного сечения  

 

3. )(
),(

M
txW

S








 - задача Неймана.                                                             (3.12) 

 

4. )(),( MtxW
S

 ,   1),( Dtx  , )(
),(

M
txW

S








, 2),( Dtx             (3.13) 

 

  21: DDD   - задача Дирихле-Неймана, то 

min),(;0),(
00


 xx
txWtxW (локальный),  

0






















ijij

W

 .                                                                        (3.14) 

ij

ij

A







  - компоненты тензора деформации                     (3.15) 

ijijdA 



0

)(  - дополнительная работа деформации      (3.16) 
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ij

ij

W







  - компоненты тензора напряжений.                     (3.17) 

Здесь i  - номер уравнения, j  - номер системы, ),( txW  - прогиб, ij  - компоненты 

тензора деформации, ij  - компоненты тензора напряжений, А – произвольная 

функция, j  - компоненты деформации 0,,, 321   - хотя бы один из 

компонентов ,0,0  
ij

хотя бы из 0ij . 

Итак, нелинейные соотношения упругости в выработке удовлетворяют трем 

требованиям (3.6-3.8) и из вогнутости ),( txW  в малой окрестности следует 

«вогнутость» ),( txW  той его конечной окрестности, а из вогнутости в конечной 

его окрестности следует критическая вогнутость для всей конечной области. В 

частности, найти функцию W , удовлетворяющую уравнения Лапласа в области, 

ограниченной поверхностями (в цилиндрических координатах), 

hRRHzzRrRr  1221 ,,0,,  и удовлетворяющую следующим граничным 

условиям: 

.; 211
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
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Рассмотрим формы начальных неправильностей, вызванных после потери ус-

тойчивости поперечного сечения: 

Максимальное касательное напряжение, возникающее в материале отработки 

вследствие прогиба 

 
 

1
1

2

1

1
22

222

1

2

1

1

3







kmNL

mBhkmLh

kfhGm k
xz




                                     (3.18) 

 

где G - модуль сдвига первой зоны, h  - толщина первой зоны выработки, 1h  - 

толщины рыхленной зоны,  

2

1

2

2

1
,








Eh
B

GL

Bh
k                                                     (3.19) 

 

а   xW1  - какое-нибудь частное решение неоднородного уравнения  

EI

q

R

Eh

dx

Wd
N

dx

Wd 1

22

2

14

4

                                           (3.20) 

где 
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                             (3.21) 

Решение (3.20) ищем в виде  

  kxexW 0                                                                (3.22) 

и составим характеристическое уравнение  

0
2

214 
EIk

Eh
k

EI

N
k                                                 (3.23) 

kf  - стрела прогиба начального кососимметричного прогиба, 0f  - стрела проги-

ба начальной неправильности. 

 Максимальное напряжение отрыва, возникающее в первой зоне выработ-

ки, вследствие начальной симметричного прогиба волнистостью имеет вид: 

















 1

1
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


Lm
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L

m
D

Nh

fE cc
z                            (3.24) 

где 2 - коэффициент Пуассона рыхленного массива, m  - волновое число. 

Удельные моменты: 

,
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2
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
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x

x

                                (3.25) 

где D  - цилиндрическая жесткость,   - коэффициент поперечного сдвига выра-

ботки, 
2

2 1

Ah

A
 ,   - параметр, характеризующий структуру выработки,   - 

функция перемещения, определяемая  

),( txAW                                                      (3.26) 

Таким образом, только лишь после некоторых критериев корректности за-

дачи можно рассмотреть большие прогибы выработки с учетом произвольности 

элементов поперечного сечения при конечных деформациях. 

 

 

 

3.2.  Научные основы прогноза и предупреждения неустойчивости вырабо-

ток под действием неравномерных поперечных сил по критическим де-

формациям треугольной эпюры 

 

Выработку в толще горных пород можно представить в виде трехслойной 

цилиндрической оболочки с внутренним радиусом R, внешним радиусом r, 

толщиной hh  , длиной  l  c нежесткой матрицей заполнителя; 
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- действие внешних сил можно определить из формы изменения поперечного 

сечения при критической деформации заполнителя при n=2, n=3, n=4 овальную, 

треугольную, трапециевидную.  

- выработку в поперечном сечении, с точки зрения характера действия энергии 

деформации, можно разделить на три зоны, в продольном направлении также 

можно разделить на три зоны, но уже, с точки зрения ее устойчивости. Первая, 

которая остается и после потери устойчивости, в начальном безмоментном со-

стоянии; вторая, где накапливается деформация после потери устойчивости; 

третья – зона прощелкивания: упругопластическая, непосредственно примы-

кающих к несущему слою, зона разрыхленных грунтов и нетронутой толщи, где 

определяют 1hh  .  

Изгибающие моменты 211221 ,,, MMMM  - определим из нормальных и каса-

тельных напряжений линейно распределяя по высоте сечения оболочки из при-

нятой гипотезы о прямых нормалях; 

Поперечные силы 
21

, QQ  получаем, суммируя по высоте сечения соответст-

вующие касательные напряжения. 

Положительными будем считать изгибающие и крутящие моменты, вызы-

вающие у наружной поверхности оболочки положительные нормальные и каса-

тельные напряжения. 

Наши исследования при граничных условиях свободного края кругового сече-

ния при х=0: 0
3

3

2

2
















b

W

x

u

x

W

x

W
 , где b  - ширина пояса загружения, 

0










x

u

x

W
W  при Lx  , дали следующие выводы: 

- характер эпюр окружных остаточных напряжений определяются условиями 

снятием неравномерных припусков, неодинаковой текстурой, изменениями 

формы зерен и их размеров, а так же нарушениями целостности материала по-

верхностного слоя. На эпюру этих нарушений оказывают влияние так же фазо-

вые превращения, происходящие в материале поверхностного слоя с течением 

времени. Поскольку поле остаточных напряжений дискретное, то полученное 

равновесное состояние сохраняется. 

- Научные основы прогноза и предупреждения неустойчивости выработок под 

действием неравномерных поперечных сил по критическим деформациям 

трапециевидной эпюры: 

Рассмотрим одиночную выработку трехслойной цилиндрической оболочки 

с вязко- упругим  твердым  заполнителем длиной - l , радиусом - R , толщиной - 

h  под действием линейно изменяющегося по длине внешнего  давления трапе-

циевидной эпюры внешней нагрузки. Тогда, при рассмотрении данной модели 

под действием статических нагрузок, особого сочетания, уравнение равновесия 

напишем в виде: 
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где ЕSD   - цилиндрическая жесткость, k  - коэффициент сопротивления, 





2

2

1
dx

w
N  поперечная нагрузка при критических деформациях горных пород. 

Граничные условия возьмем в виде 

013

3

 kW
dx

dW
NM

dx

Wd
xy                             (3.28) 

Здесь 
2

2

2
dx

Wd
Bxy   - реакция моментного напряжения со стороны контиинума 

Коссера, B новая константа материала не несущего слоя, 
2dx

Wd
EIM изги-

бающий момент. 

Если решение однородной части дифференциального уравнения (3.27) 

ищем в форме, соответствующей принятому характеру выпучивания выработ-

ки, например  

 
e

xm
AxW


sin                                               (3.29), 

то  

 2

2

1

13 VR

Eh
N


                                                    (3.30), 

2R

Eh
k 

                                                    (3.31). 

Здесь  m - число полуволн, которое определяется как:  

4
2ESR

Ehe
m


  

 

Итак, рассмотрим случай  
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            (3.32) 

 

Решение линейно-неоднородного дифференциального уравнения (3.33) ищем в 

виде  

     xWxWxW 10  ,                                                   (3.34) 

где  xW0  есть общее решение однородной части   

0
22

2

1

4

4


R

Eh

dx

Wd

EI

N

dx

Wd
,                                            (3.35) 
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а   xW1  - какое-нибудь частное решение неоднородного уравнения  

EI

q

R

Eh

dx

Wd
N

dx

Wd 1

22

2

14

4

 ,                                         (3.36) 

где 
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Решение (3.35) ищем в виде  

  kxexW 0  .                                                              (3.38) 

Составим характеристическое уравнение  

0
2

214 
EIk

Eh
k

EI

N
k                                                 (3.39) 

Если ,042

1  EIkN  где ,
2k

Eh
k   то корни характеристического уравнения 

будут действительными: 

 1k ;  2k ;  3k ;  4k ;                                     (3.40) 

где     

;
2

1

EI

N
           EIkN

EI
4

2

1 2

1                                  (3.41) 

Итак, общее решение однородного уравнения имеет вид: 

 

  xxxx
eCeCeCeCxW

 
 43210       (3.42) 

 

Частные решение неоднородного уравнения находим методом вариации произ-

вольных постоянных: 

                 xyxCxyxCxyxCxyxCxW 443322111                  (3.43) 

и составим систему  

                ,044332211  xCxyxCxyxCxyxCxy  

 

                044332211  xCxyxCxyxCxyxCxy , 

 

                ,044332211  xCxyxCxyxCxyxCxy  

 

               
EI

q
xCxyxCxyxCxyxCxy 1

44332211   

 (3.44) 

где              

  x
exy


1 ;   x

exy


2 ,   x
exy


3 ;    x

exy


4            (3.45) 
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Разрешая систему (3.44) с учетом (3.45) относительно  ,1 xC   ,2 xC    ,3 xC    ,4 xC   а 

затем проинтегрируя относительно переменной x  имеем:  

 
  122

1
1 Ce

EI

q
xC

x





 


, 

 
  222

1
2 Ce

EI

q
xC

x








, 

 
  32

1
3 Ce

EI

q
xC

x





 


, 

 
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1
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q
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x








.                                     (3.46) 

 

На основании (3.46) из (3.43) получим:     

 

 
  

1
1 2 3 4 2 2

4x x x x q
W x C e C e C e C e

EI

        

   

     
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 
 (3.47) 

где  

;
2

1

EI

N
   KEIN

EI
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1
1                                    (3.48) 

Для изотропного материала  

;
2R

Eh
K     

 2

2

1

13 VR

Eh
N


                                (3.49) 

Здесь произвольные постоянные 4321 ,,, CCCC  определяются из четырех гранич-

ных условии (3.46). При этом на каждом крае выработки могут быть поставле-

ны два граничных условия в зависимости от конкретного случая постановки за-

дачи горного дела задачи Коши. 

Если ,042

1  KEIN  о корни характеристического уравнения будут ком-

плексно - сопряжеными 

;, 1121 iK    iK 2243 ,                            (3.50) 

Тогда общее решение однородной части будет  

 

     2,

0 1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin
xxW x e C x C x e C x C x

        ,            (3.51) 

 

а частное решение неоднородного уравнение ищется так же  методом вариации 

произвольных постоянных аналогично выше. Данная модель работает как мо-

дель весомой выработки, находящегося на упругом основании типа Винклера. 

Поперечное сечение выработки представим в виде тонкой круговой трехслой-

ной пластинки радиусом – r, имеющая центральное круговое отверстие радиуса 

– k , подверженной действию равномерно распределенных по обеим границам 

сжимающих усилий одинаковой величины. Для выработки, в общем случае не-
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симметричного строения по толщине, принимается гипотеза ломаной линии 

[44, 45] 

32

3

)1(12
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,         31
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







;    3
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


 

       (3.52) 

Здесь 321 hhhh   – полная толщина поперечного сечения выработки. Нижни-

ми  индексами 1 и 2 обозначены несущие слои, а индексом 3–заполнитель, kE  и 

 к соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона k го слоя; 

G модуль сдвига материала отработки, v общий приведенный коэффициент 

Пуассона,  E – осредненный модуль упругость, k
 – безразмерная жесткость,  в 

21 k

kk
к

hE







21

1



Eh
,  321 ,,   параметры поперечного сдвига по толщине отра-

ботки. 

Уравнения возмущенного состояния кругового сечения с учетом начальной де-

формации в первом предположении на основании формул [27] будут иметь вид: 
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Здесь усилия до потери устойчивости определены как  

T 0,,0 0

2

0
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0

21
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1  SSRPTP . 

Критические значения осевого и окружного усилия связаны  RP 11  . Тогда 

докритические деформации на основании закона Гука определяются выраже-

ниями 
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И безразмерная критическая нагрузка - по формуле 
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(3.53) 

где   
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Если в уравнениях возмущенного состояния выработки кругового сечения не 

будем учитывать начальные деформации, то безразмерная критическая нагруз-

ка окружного усилия определиться выражением: 
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При этом  определяется из следующего уравнения: 
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Поступая совершенно аналогично, мы решим эту же задачу на основании урав-

нений возмущенного состояния, когда не учитываются сдвиг срединной по-

верхности и начальные деформации: 
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при этом имеет место следующее уравнение для определения критической на-

грузки окружного усилия: 
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где   определяется из выражения 

 

 
   

  
  

0)1(

)1()1)(1()1(2

3)22()1)(1()1(3

)21(2)1()31(

)1(2

222

1

1

2

1

2

222

1

2222

312242

1

2

51

1

262





























m

mmmm

mm

mmm

mm

             (3.58) 

 

Если за уравнения возмущенного значения выработки возьмем второе упроще-

ние [78] при средней длине, то имеем: 
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(3.59) 
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Тогда для определения критической нагрузки окружного усилия получены 

уравнения:    
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- при увеличении значении сдвига от (2,4–4)10
-4

 МПА его влияние на параметр 

критической нагрузки Ркр значительно меньше, но зависит от граничных усло-

вии на торцах  поперечного сечения выработки, III – случай; 

- при защемленной и скользящей границах радиальная нагрузка существенно 

влияет на критическую нагрузку и преобразует картину изменения критической 

силы с увеличением размера относительного отверстия; 

параметр, характеризующий жесткость несущих слоев, вносит изменения в ве-

личины критических усилий при осевом сжатии, кода окружное усилии значи-

тельно меньше; 

- изменение относительной толщины 
R

h
 (0,0005–0,001) I – случай; (0,001–0,005) 

II – случай, (0,005-0,01)  III – случай,  зависит от относительной жесткости jm ;  

- учет начальных деформации увеличивает абсолютную величину критической 

нагрузки окружного усилия, не более чем на 0,3%; 

- учет сдвига срединной поверхности уменьшает абсолютную величину окруж-

ного усилия не более чем на 0,9%; 

-  учет величин остаточных деформации увеличивает абсолютную величину 

критической нагрузки окружного усилия не более чем на 6%, но значительно 

уменьшает критическую нагрузку осевого усилия. 

- увеличение конусности при постоянном значении нижнего радиуса приводит 

к росту зоны сжимающих окружных напряжений и приводит к уменьшению по 

абсолютной величине всех компонентов напряжений на поверхности контакта, 

за исключением касательных напряжений, что является обоснованием необхо-
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димости разработки методов расчета конструкции, на базе двухсторонней 

оценки подходов механики деформируемого твердого тела; 

Далее решаем вторую задачу (обратная задача), первую зоны выработки, 

как оболочка с упругим заполнителем, представим в виде круговой цилиндри-

ческой оболочки при действии линейно изменяющегося по длине внешнего 

давления (случай треугольной эпюры). Анализ первой основной задачи показы-

вает, что при треугольной форме деформации, когда критическая деформация 

падает от 1,2 до 0,8% под действием объемных сил и возрастает от 0,1 до 0,15% 

под действием поперечной нагрузки, модуль упругости изменяется в пределах 

AME  410)0,36,0(  за внешнюю поперечную нагрузку можно принять действие 

внешнего давления линейно изменяющейся по длине (случай треугольной эпю-

ры внешней нагрузки). В инженерных расчетах можно принять формулы: 
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где   - коэффициент Пуассона, E  - модель упругости, h -толщина, RL,  - длина 

и радиус первой зоны выработки, как критическое значение внешнего давления 

треугольной эпюры. 

Критическое значение внешнего давления, линейно изменяющегося по длине 

пояса загружения и в срединной части выработки будет 
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Эти формулы выведены из условия равенства грузовых площадей. 

 

Полученные результаты показывают, что форма заполнителя существенно 

влияет на поле перемещений. В исследованных вариантах конусность заполни-

теля позволяет почти в 2 раза снизить значение осевых перемещений на нижней 

торцевой поверхности заполнителя. Таким образом, это конструктивное реше-

ние позволяет регулировать кинематику перемещений нижнего торца при экс-

плуатационных перегрузках.  

Интересно отметить, что при малой конусности система становится более же-

сткой по сравнению с составной конструкцией, имеющей цилиндрический за-

полнитель. Однако при дальнейшем увеличении конусности радиальная подат-

ливость составной конструкции начинает расти. Изменение знаков перемеще-

ний обусловлены появлением изгибных эффектов в составных конструкциях с 

заполнителем в виде полых конусов. 

Во всех случаях можно видеть, что основное напряжение состоянии кон-

центрируется в окрестности закрепленной торцевой поверхности цилиндриче-

ской оболочки. При этом максимальные значения сжимающих напряжений яв-

ляются наибольшими для цилиндрического заполнителя. Однако уровень сжи-

мающих напряжений на порядок превышает уровень растягивающих напряже-
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ний, что не позволяет на приведенном рисунке оценить фактический уровень 

радиальных напряжений растяжения. 

Степень концентрации осевых напряжений в окрестности закрепленной 

поверхности увеличивается по мере повышения конусности заполнителя со-

ставной конструкции. Такой же эффект увеличения степени концентрации на-

пряжений по мере повышения конусности заполнителя составной конструкции 

можно видеть на контактной поверхности и для касательных напряжений.  

Увеличение конусности при постоянном значении нижнего радиуса при-

водит к росту зоны сжимающих окружных напряжений. Распределения окруж-

ных и осевых напряжений в заполнителе на поверхности контакта заполнителя 

с оболочкой совпадают с характером распределения радиальных напряжений. 

 

 

 

 

3.3. Анализ численных результатов устойчивости выработок в толще гор-

ных пород под действием поперечных и осевых сил 

 

Выработку в толще горных пород представим в виде трехслойной цилинд-

рической оболочки с внутренним радиусом – k, внешнем радиусом – r, толщи-

ной – h, длиной – с нежесткой матрицей заполнителя под действием попереч-

ных и осевых сил. Поперечное сечение выработки представим в виде тонкой 

круговой трехслойной пластинки радиусом – r, имеющая центральное круговое 

отверстие радиуса – k , подверженной действию равномерно распределенных 

по обеим границам сжимающих усилий одинаковой величины. Для выработки, 

в общем случае несимметричного строение по толщине, принимается гипотеза 

ломаной линии Э. И. Григолюка  [35] 
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Здесь 321 hhhh  h – полная толщина поперечного сечения выработки. Ниж-

ними  индексами 1 и 2 обозначены несущие слои, а индексом 3–заполнитель, 

kE  и  к соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона k го слоя; 

G модуль сдвига материала отработки, v общий приведенный коэффициент 

Пуассона,  E – осредненный модуль упругость, k – безразмерная жесткость,  в 
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,  321 ,,   параметры поперечного сдвига по толщине отра-

ботки. 

 Осесимметричное выпучивание круговой кольцевой трехслойной пластины с 

центральным круговым отверстием впервые исследовал А. И. Динник [98]. В 

осесимметричной постановке устойчивость трехслойных круговых сплошных 

пластин с жестким средним слоем изучали Григолюк Э. И., Чулков П.П.,  Кор-

нев В.М. Кольцевую трехслойную пластинку, нагруженную радиально растяги-
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вающими усилиями, равномерно распределенными по внутреннему контуру, 

рассматривали Б.Г. Газимов и  Е.В. Облезлов. В данной работе рассматривается 

устойчивость выработки при осевом сжатии и нормальном давлении на основе 

результатов работы [27]. Проблемы устойчивости указанных объектов нужда-

ется в дальнейшем изучении для выработки. Тогда уравнения возмущенного 

состояния кругового сечения с учетом начальной деформации в первом пред-

положении на основании формул [27] будут иметь вид: 
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Здесь усилия до потери устойчивости определены  
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И безразмерная критическая нагрузки по формуле 
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Если в уравнениях возмущенного состояния выработки кругового сечения 

не будем учитывать начальные деформации, то безразмерная критическая на-

грузка окружного усилия будет определиться выражением. 
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При этом  определяется из следующего уравнения: 
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Поступая совершенно аналогично, мы решим эту же задачу на основании урав-

нений возмущенного состояния, когда не учитываются сдвиг срединной по-

верхности и начальные деформации: 
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При этом имеет место следующее уравнение для определения критической 

нагрузки окружного усилия: 
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где   определяется из выражения 
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Если за уравнения возмущенного значения выработки возьмем второе уп-

рощение В.В. Новожилова [27] при средней длины, то имеем: 
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Тогда для определения критической нагрузки окружного усилия получены 

уравнены:    
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Принимая за  R – условный радиус выработки, h – толщину рыхленного слоя, 

 - длину выработки уравнения с (3.64)–(3.65); (3.66)–(3.67) и (3.68)–(3.69) 

вычислены на ЭВМ. При следующих данных: х=


R
=0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 
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0,7; 0,8; 0,9;   0,1<


R
<0.3 – длинная, 0,3<



R
<0,5 – средний длины,  0,5<



R
<0,9 – 

короткая выработки; ;9,0;5,0 21    1 = [0,25 – 0,33]. Рисунки 8-13. 

 

Результаты расчетов показывают: 

- Параметр сдвига отработанного слоя выработки существенно влияет на кри-

тическую нагрузку при его изменении в диапазоне (0,1-1,4)10
-4

  МПА, который 

примерно соответствует интервалу значений сдвига встречающихся на практи-

ке выработки, I – случай. 

 

Первый этап выработки
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Рисунок 3.2. - Зависимость между 
L

R
x  и параметром сдвига заполнителя  кри-

тической нагрузки 

 

 

Второй этап выработки
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значение А 6,8 4,8 5,7 7,9 11 15 20 26 33

значение В 10 8,3 11 17 24 34 45 58 73

значение С 18 12 14 18 26 35 46 59 74
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Рисунок 3.3. - Зависимость между 
L

R
x  и параметром относительной  жестко-

сти критической  нагрузки 
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график объединения

 первого и второго этапов выработки

0

200

400

Ряд1

Ряд2

Ряд1 28,27433388 42,41150082 42,41150082

Ряд2 130,5232614 280,1700098 301,1814096

1 2 3

 
Рисунок 3.4. - Зависимость между безразмерным параметром критической силы 

  и безразмерной длиной
L

R
 

 

 

ТРЕТИЙ ЭТАП 

Объединение графиков построенных по  (3.66)–(3.67) и (3.68). 

 

 

 
Рисунок 3.5. - Учет остаточных деформации без учета сдвига и начальных де-

формации. 

 

Построение графика по формулам (3.64)-(3.65)  

 
Рисунок 3.6 - Учет сдвига срединной поверхности 
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График, построенный по формулам (3.62)-(3.63) 

 

 
Рисунок 3.7 - Учет начальных деформации и сдвига срединной поверхности 

 

 

- при увеличении значении сдвига от (2,4–4)10
-4

 МПА его влияние на параметр 

критической нагрузки Ркр значительно меньше, но зависит от граничных усло-

вии на торцах  поперечного сечения выработки, III – случай; 

- при защемленной и скользящей границах радиальная нагрузка существенно 

влияет на критическую нагрузку и преобразует картину изменения критической 

силы с увеличением размера относительного отверстия; 

- параметр, характеризующий жесткость несущих слоев, вносит изменения в 

величины критических усилий при осевом сжатии, кода окружное усилии зна-

чительно меньше; 

- изменение относительной толщины 
R

h
 (0,0005–0,001) I – случай; (0,001–0,005) 

II – случай, (0,005-0,01)  III – случай,  зависит от относительной жесткости jm ;  

- учет начальных деформации увеличивает абсолютную величину критической 

нагрузки окружного усилия, не более чем на 0,3%; 

- учет сдвига срединной поверхности уменьшает абсолютную величину окруж-

ного усилия не более чем на 0,9%; 

-  учет величин остаточных деформации увеличивает абсолютную величину 

критической нагрузки окружного усилия не более чем на 6%, но значительно 

уменьшает критическую нагрузку осевого усилия. 
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3.4. Численные моделирование разработки рудных месторождений в 

толще горных пород по критическим деформациям прямоугольной 

эпюры 

 

Выработку  в толще горных пород можно представить в виде трехслойной 

цилиндрической оболочки с внутренним радиусом R, внешним радиусом r, 

толщиной hhh  1 , длиной l  c нежесткой матрицей заполнителя; 

- действие внешних сил можно определить из формы изменения поперечного 

сечения критических деформаций заполнителя при n=2, n=3, n=4 овальную, 

треугольную, трапециевидную. При этом  
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- выработку в поперечном сечении, с точки зрения характера действия энергии 

деформации, можно разделить на три зоны, в продольном направлении также 

можно разделить на три зоны, но уже, с точки зрения еѐ устойчивости. Первая, 

которая остается и после потери устойчивости в начальном безмоментном со-

стоянии; вторая, где накапливается деформация после потери устойчивости; 

третья – зона прощелкивания: упругопластическая, непосредственно примы-

кающих к несущему слою, зона разрыхленных грунтов и нетронутой толще, где 

определяют 1hh   в данной работе рассматривается устойчивость выработки в 

толще горных пород под действием неравномерной поперечной нагрузки по 

критическим деформациям. 

Для решения данной постановки задачи рассматриваем две задачи: 

1-ая задача. (основная задача). Методами микромеханики, в которых слой счи-

тается составной средой, состоящей из отдельных компонентов анизотропного 

материала со своими механическими и физическими характеристиками, на ос-

нове нелинейной (квадратичный вариант) теории тонких оболочек и гипотезы 

типа Тимошенко определим напряженно-деформированное состояние (НДС) 

первой зоны выработки и изменения формы критической деформации под дей-

ствием сложной произвольной внешней силы; 

2-ая задача. (обратная задача). Анализируя НДС и изменение формы критиче-

ской деформации  определим внешние неравномерные поперечные силы. Затем 

на основании внешней неравномерной поперечной силы методами макромеха-

ники, в которых слой считается однородным, анизотропным телом в первой зо-

не слоистого материала выработки с эффективными механическими и физиче-

скими геомеханическими характеристиками определенными экспериментально, 

рассмотрим устойчивость выработки. 

Рассмотрим выработку в толще горных пород в виде трехслойной цилинд-

рической оболочки, защемленной между ненесущими слоями свободно-

опертой по краям торца (поперечного сечения). Тогда, в нашем случае, в ци-

линдрических системах координат будет: 

Уравнения равновесия: 
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(3.72) 

 

физические и геометрические уравнения возьмем как в работе [26]. 

Возможны различные граничные условия на внутренней, внешней и тор-

цевых поверхностях цилиндрической поверхности: 

)(),( 11 rrF rzz    или 0 wu  при 0z ; 

)(),( 22 rrF rzz    или 0 wu  при lz  ; 

)(),( 33 rrF rzz    или 0 wu  при ВCzrf ),(  (3.73) 

)(),( 44 rrF rzz    или 0 wu  при HCzrf ),( ; 

Решения уравнения (109) с учетом физического уравнения в перемещениях 

с граничными уравнениями (110) однозначно определяет перемещение и уси-

лия выработки. Отличием является то, что характер деформирования выработ-

ки будет иметь форму прямоугольника, а внешняя поперечная сила, по крити-

ческим деформациям имеет форму прямоугольной эпюры. 

Далее решаем вторую основную задачу (обратная задача) первую зону вы-

работки представим в виде круговой цилиндрической оболочки при действии 

неравномерных поперечных сил прямоугольной эпюры.  

Анализ первой основной задачи показывает, что при прямоугольной  фор-

ме деформации, когда критическая деформация возрастает от 0,1 до 0,15% под 

действием поперечной нагрузки и падает от 0,5 до 0,4 % под действием осевых 

сил, модуль упругости изменяется в пределах AME  410)0,36,0(  за внешнюю 

поперечную нагрузку можно принять действие внешнего давления, равномерно 

распределенного по всей длине. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

исунок  3.8. -  Разбиение на суперэлементы микромеханики 
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Для обеспечения устойчивости выработки, при действии равномерной нагрузки 

для критического значения силы в инженерных расчетах можно принять фор-

мулу  

 

2/3

4/321

85,0












R

h

L

Eh
qB


                                                (3.74) 

где   - коэффициент Пуассона, E  - модуль упругости, h  - толщина, RL,  - длина 

и радиус первой зоны выработки, как критическое значение внешнего давле-

ния. 

Полная критическая нагрузка, действующая на выработку будет: 

 
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4/321
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                                                (3.75) 

Критическое значение внешнего давления, линейно изменяющегося по длине 

пояса загружения и в срединной части выработки будут: 

 
,

1

85,0
2/5

4/32




























R

h

b

L

L

RE
qB


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                                   (3.77) 

Эти формулы выведены из условия равенства грузовых площадей. 

Таблица 1- Численные результаты критической нагрузки по формулам (3.76) и 

(3.77) 

E  h  
R

h
 

L

R
 

410)52(   1 , 2  0 , 0 0 1  ]9,01,0[   

 1 , 4  0 , 0 0 5   

М П А  1 , 6  0 , 0 1   

 2 , 0  0 , 0 3   

 2 , 8  0 , 0 5   

 

Полученные числовые результаты показывают, что увеличение конусности 

при постоянном значении нижнего радиуса приводит к уменьшению по абсо-

лютной величине всех компонентов напряжений на поверхности контакта 

(r=R), за исключением касательных напряжений, которые являются критиче-

скими для адгезионного слоя – контактной поверхности оболочки и заполните-

ля. 
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3.5. Об устойчивости весомой  выработки в толще горных пород под дейст-

вием неравномерного поперечного давления со стороны не несущего слоя 

трапециевидной эпюры 

 

Рассмотрим одиночную выработку трехслойной цилиндрической оболочки 

с вязко- упругим  твердым  заполнителем длиной - l , радиусом - R , толщиной - 

h  под действием линейно изменяющегося по длине внешнего  давления трапе-

циевидной эпюры внешней нагрузки. Тогда, при рассмотрении данной модели 

под действием статических нагрузок, особого сочетания, уравнение равновесия 

напишем в виде: 
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
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EI            (3.78) 

где ЕSD   - цилиндрическая жесткость, k  - коэффициент сопротивле-

ния, 



2

2

1
dx

w
N  поперечная нагрузка при критических деформациях горных по-

род. Граничные условия возьмем в виде: 

 

013

3

 kW
dx

dW
NM

dx

Wd
xy                             (3.79)  

 

Здесь 2

2

2
dx

Wd
Bxy   - реакция моментного напряжения со стороны кон-

тинуума Коссера, B новая константа материала не несущего слоя, 


2dx

Wd
EIM изгибающий момент. 

Если решение однородной части дифференциального уравнения (3.78) 

ищем в форме, соответствующей принятому характеру выпучивания выработ-

ки, например  

 
e

xm
AxW


sin                                               (3.80) 

То 
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13 VR
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
                                                (3.81) 

2R

Eh
k                                                             (3.82) 

Здесь  m - число полуволн, которое определяется из (3.78) путем  подста-

новки в (3.80), исследуя полученное выражение на минимум. 

4
2 ESR

Ehe
m


  
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Итак, рассмотрим случай  
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Решение линейно-неоднородного дифференциального уравнения (3.83) 

ищем в виде  

     xWxWxW 10                                                      (3.84) 

где  xW0  есть общее решение однородной части   
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                                            (3.85) 

а   xW1  - какое-нибудь частное решение неоднородного уравнения  
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Решение (3.85) ищем в виде  

  kxexW 0                                                               (3.88) 

и составим характеристическое уравнение  

0
2

214 
EIk
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N
k                                                 (3.89) 

Если ,042

1  EIkN  где ,
2k

Eh
k   то корни характеристического уравне-

ния будут действительными:   1k ;                      2k ; 

 3k ;                      4k ;                          (3.90) 

где     

;
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1

EI

N
           EIkN

EI
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1 2

1                              (3.91) 

Итак, общее решение однородного уравнения (3.85) имеет вид: 

 

  xxxx
eCeCeCeCxW

 
 43210     (3.92) 

Частные решение неоднородного уравнения ищем методом вариации про-

извольных постоянных: 

 

                 xyxCxyxCxyxCxyxCxW 443322111    (3.93) 

и составим систему  

                ,044332211  xCxyxCxyxCxyxCxy  

                044332211  xCxyxCxyxCxyxCxy , 
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                ,044332211  xCxyxCxyxCxyxCxy  
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Разрешая систему (3.94) с учетом (3.95) относительно  ,1 xC   ,2 xC    ,3 xC   
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Для изотропного материала  
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Здесь произвольные постоянные 4321 ,,, CCCC  определяются из четырех гра-

ничных условии (3.79). При этом на каждом крае выработки могут быть по-

ставлены два граничных условия в зависимости от конкретного случая поста-

новки задачи горного дела задачи Коши. 

Если ,042

1  KEIN  о корни характеристического уравнения будут ком-

плексно - сопряжеными 

;, 1121 iK    iK 2243 ,                                  (3.100) 

Тогда общее решение однородной части будет  

 

     2,

0 1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin
xxW x e C x C x e C x C x

               (3.101) 

а частное решение неоднородного уравнение находится  методом вариации 

произвольных постоянных. Данная модель работает как модель весомой выра-

ботки, находящейся на упругом основании типа Винклера. 
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3.6. Численные методы моделирования разработки рудных месторождений 

в толще горных пород по критическим деформациям трапециевидной 

эпюры 

 

Задана выработка в толщине горных пород в виде трехслойной цилиндри-

ческой оболочки с внутренним радиусом R , внешним радиусом r , толщиной 

hhh  1 , длиной- l  с не жесткой матрицей заполнителя; 

- действие внешних сил можно определить из формы изменения попереч-

ного сечения критических деформации заполнителя при 4,3,2  nnn  оваль-

ную, треугольную и трапециевидную. При  этом МПАE 410)32(  , 

);33,026,0( V           

                                    МПАE 410)63(  ; );31,025,0( V          

                                    МПАE 410)106(  ; .;10)35,03,0( 4 МПАV   

- выработку в поперечном сечении с точки зрения характера действия 

энергии деформации можно разделить на три зоны [5], в продольном направле-

нии так же можно разделить на три зоны, но уже с точки зрения ее устойчиво-

сти. Первая, которая  лишается  и после потери устойчивости в начальном без-

моментном  состоянии, вторая, где накапливается деформация после потери ус-

тойчивости; третья-зона прищелкивания: упруго-пластическая, непосредствен-

но примыкающих к несущему слою, зоны разрыхленных грунтов и нетронутой 

толщи, где определяют 1hh   [6], в данной работе рассматривается устойчи-

вость,  выработки  в толще горных пород под действием неравномерной попе-

речной нагрузки по критическим деформациям. 

Для решения данной постановки задачи рассмотрим две задачи: 

1-ая задача (основания задача). Методами микромеханики, в которых слой 

считается составной средой, состоящей из отдельных компонентов анизотроп-

ного материала со своими механическими и физическими характеристиками, на 

основе нелинейной  

(квадратичный вариант) теории тонких оболочек и гипотезы типа Тимо-

шенко определим напряжению деформированное состояние (НДС) первой зоны 

выработки и изменение формы критической деформации под действием слони-

ной произвольной внешней силы; 

2-задача (обратная задача). Анализируя НДС и изменение формы крити-

ческой деформации [22] определим внешние неравномерные поперечные силы. 

Затем на основании внешней неравномерной поперечной силы методами мак-

ромеханики, в которых с ней считается однородным, анизотропным телом в 

первом зоне слоистого материала выработки с эффективными механическими и 

физическими геомеханическими характеристиками определенными экспери-

ментально, рассмотрим устойчивость выработки. 

Рассмотрим выработки в толще горных пород в виде трехсменной цилинд-

рической оболочки, зацепленной между несущими слоями свободно опертой по 

краям торца  

(поперечного сияния). 

Тогда, в нашем случае в цилиндрических системах координат будет: 
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Уравнения равновесия:  
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                       (3.102) 

Возможные различные граничные условия на внутренней, внешней и тор-

цевых поверхностях цилиндрической поверхности: 

)(),( 11 rФrF rzz     или 0WU  при 0z  

)(),( 22 rФrF rzz   или 0WU  при z  

)(),( 33 zФrF rzz   или 0WU при BCzrf ),( , 

)(),( 44 zФrF rzz   или 0WU при HCzrf ),(  (3.103) 

Решения уравнения (3.102) с учетом физического уравнения в перемеще-

ниях с граничными уравнениями (3.103) однозначно определяет перемещение и 

усилия выработки так же, как в работе [28]. Отличием является то, что характер 

деформирования выработки будет иметь форму трапециевидной, а внешняя по-

перечная сила, по критическим деформациям имеет форму трапециевидной 

эпюры.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.9. - Разбиение на элементы микромеханики. 

 

 

Результаты качественно согласуются с результатами работ [21]-[23] и [28] 

на контактной поверхности в зависимости от длины выработки в толще горных 

пород. 

Далее решаем вторую основную задачу (обратная задача) первую зону вы-

работки представим в виде круговой цилиндрической оболочки при действии 

неравномерных поперечных сил трапециевидной эпюры. 

Далее решаем вторую задачу (обратная задача), первую зону выработки, 

как оболочка с упругим заполнителем, представим в виде круговой цилиндри-

ческой оболочки при Действии линейно изменяющегося  по длине внешнего 

давления (случай трапециевидной эпюры) внешней нагрузки. 
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Анализ первой основной задачи показывает, что при трапециевидной фор-

ме деформации, когда критическая деформация возрастает от 0,1 до 0,15 % под 

действием поперечной нагрузки, падает: от 0,5 до 0,4 % под действием осевых 

сил, от 1,2% до 0,8% под действием объемных сил, модуль упругости изменяет-

ся в пределах 410)0,36,0( E  МПА за внешнюю поперечную нагрузку можно 

принять действие внешнего давления, линейно изменяющегося по длине (слу-

чай трапециевидной эпюры внешней нагрузки). В инженерных расчетах при-

нять формулы: 

 
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                                     (3.104) 

где   - коэффициент Пуассона, E  - модуль упругости, h  - толщина, RL,  - длина 

и радиус первой зоны выработки, как критическое значение внешнего давления 

трапециевидной эпюры. Критическое значение внешнего давления, линейно 

изменяющегося по длине пояса загружения и в срединной части выработки бу-

дут: 
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Эти формулы выведены из условия равенства грузовых площадей. 

Таблица 2- Численные результаты критической нагрузки по формулам (3.105) и 

(3.106) показывают: 

 

  L 1200 1600 2000 2600 3000 

  
L

R
 0,01500 0,01125 0,00900 0,00692 0,00600 

h  
R

h
 [0,1-

0,9] 

     

1,2 0,067  44,668 33,501 26,801 20,616 17,867 

1,4 0,078  65,669 49,252 39,402 30,309 26,268 

1,6 0,089  91,694 68,771 55,017 42,320 36,678 
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Рисунок 3.10 - Численные результаты критической нагрузки 
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Глава 4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК ГОРНЫХ 

ВЫРАБОТОК ПРИ ДЕЙСТВИИ НЕРАВНОМЕРНОГО ПОПЕРЕЧНОГО 

ДАВЛЕНИЯ СО СТОРОНЫ ВЫРАБОТКИ В УСЛОВИЯХ 

ЭКСПЛУАТАЦИИ 

 

4.1. Решение задач о выпучивании выработки в массиве горных пород под 

действием неравномерных поперечных сил по критическим деформациям 

 

С математической точки зрения такие задачи, относятся к колебанию ци-

линдрических оболочек после потери устойчивости поперечного сечения, с на-

чальной симметричной или кососимметричной волнистостью, при различных 

краевых условиях на торцах для статистической нагрузки, можно записать в 

виде: 
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где  ),( txWW  , для динамической нагрузки: 
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для сейсмической нагрузки при различных краевых условиях на торцах. Для 

решения данной задачи разобьем ее на несколько задач: 

1. Об устойчивости выработки, находящейся на упругом основании типа 

Винклера: 

kq
dx

Wd
D 

4

4

                         (4.4) 

,
)1(12 2

3




Eh
D  где kq критическая сила, под действием которой поперечное се-

чение теряет устойчивость. Общее решение имеет вид: 

43
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2
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1

4

2

1

6

1

24
axaxаxax

EJ

q
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2. 

,
4

4

kqKW
dx

Wd
EJ              (4.6) 
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Общее решение имеет вид: 

 

1 2 3 4 4
( ) cos sin cos sin

20

5sin 2 5sin cos 1 ,

x
x x x x kq

W x C x C x C x C x
EJ

x x x


      



  


      

  

  (4.7)  

где 
EJ

K
4 , K коэффициент сопротивления среды, для изотропного материала, 

методом методом минимизации определяется в виде 
2

.
Eh

K
R

   

3. Об устойчивости выработки, находящейся на основании типа Пастернака:  

 

kq
dx

dW
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Wd
EJ 

4
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,                                           (4.8)  

 

где  коэффициент вязкости или сдвига Пастернака. Общее решение имеет 

вид: 
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Для изотропного материала методом минимизации определяется 
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4. Об устойчивости выработки, находящейся на основании типа Кельвина-

Фойгта: 
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Общее решение имеет вид: 
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Здесь, к сожалению, в граничных условиях напряжения y  антисиммет-

ричны по y , а граничные значения xy  симметричны по y . Однако парность 

касательных напряжений не сохранена. Так как, расчет трехслойных оболочек 

нагруженный внешней сосредоточенной силой q  может быть сведен к опреде-

лению силы, действующей на круговое кольцо согласно рисунка 4.1, то изги-

бающий момент uM  силы, действующий в различных сечениях упругого кольца 

определяется: 
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)cos
2

(5,0)( 


  qRM u ,                         (4.12) 

где   - полярный угол, отсчитываемый от горизонтального диаметра. Следова-

тельно, вертикальный прогиб:   

EJ

qR
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3

149,0 .                           (4.13) 

Максимальный прогиб в горизонтальном направлении:   
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где EJ жесткость на изгиб; J момент инерции продольного сечения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.1 – Схема действия на круговое кольцо 

 

 

Перемещения в точках А и В имеют разные знаки, по абсолютной величи-

не примерно одинаковы, следовательно размеры выработки в направлении дей-

ствия силы несколько уменьшаются, а в направлении горизонтальной оси не-

сколько увеличиваются, т.е. имеет место неравномерное распределение изги-

бающих моментов по сечению. По существу, в момент потери устойчивости, 

когда появляется новая форма равновесия, сейсмичная от первоначальной,  за 

счет  потери устойчивости поперечного сечения, выработка потерпит качест-

венный  скачок: из безмоментного становится изгибным моментным.  

Тогда в разрезе общей задачи можно поставить еще задачи:  

- Об устойчивости выработки под действием собственного веса и равномерного 

осевого давления крN , находящейся на упруго-вязком основании типа Винкле-

ра: 
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Общее решение имеет вид: 
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где 
EJ

N

2

1 ; KEJN
EJ

4
2

1
1  . Для изотропного материала 1NNкр   методом 
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- Об устойчивости выработки под действием собственного веса и равномерного 

осевого давления крN , находящейся на упруго-вязком основании типа Пастер-

нака: 
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Общее решение имеет вид: 
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В литературе имеется еще одна модель [19]. 
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где 4,,
2
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EJx
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B
C  
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

 , b ширина основании балки. Общее решение имеет 

вид: 

1 2

1 1 2 1 3 2 4 2( ) ( cos sin ) ( cos sin )
a a kq

W e C b C b e C b C b
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где 2211 ,,, baba действительные и мнимые части корней )(),( 2211 ibaiba   харак-

теристического уравнения. 

Следовательно, после объединения всех моделей  поставленную общую задачу 

представим в виде модели: 
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Теперь предстоит задача об определении 
k

q . Для этого рассмотрим следующие 

этапы. 

II-этап. Определить НДС, граничные условия начальных неправильностей, ис-

кажение формы поперечного сечения, толщину второй зоны выработки. 
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1 случай.  Первую зону выработки представим в виде бесконечной полосы вы-

сотой R2  с нежесткой матрицей заполнителя. Тогда в поперечном сечении име-

ем: Упругое равновесие 
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где f  и g заданные функции; Критерии корректности 

,00 W   0 minW   (локальный)                         (4.25) 
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где A  - дополнительная работа деформации, j  компоненты деформации, 

ij компоненты тензоры напряжении,  )(),( xfixW начальная неправильность. 

2 случай.   Первую зону выработки представим в виде бесконечного упругого 

слоя под действием приложенных к его граничным плоскостям )( hz   внеш-

них усилии. Тогда в поперечном сечении имеем уравнение равновесия в виде: 
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0 01 2 2 2(1 2 )xy

Ф ФФ Ф Ф Ф
x y z

н х x y х y x y x y
 

      
        

            
;

2 22 2

3 0 0 31 1 2

2 2 2 2
2(1 ) 2z

Ф Ф Ф ФФ Ф Ф
х y z

z z x y z z x
  

       
         

         
             (4.29) 

02 12(1 ) 2(1 )yx zx

ФФ ФФ Ф

y z z x z
   

  
       
    

, 


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
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


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
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Ф
z
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Ф
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Ф
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Ф
ФФ 3210

3)21(   
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где 32103210 ,,,, zФyФxФФFФФФФ  - гармонические функции, 

G модуль сдвига,  коэффициент Пуассона, при граничных условиях: 

),( rWW hkz  ,   ),(  rxhhzxz  ,   ),(  ryhhzyz                           (4.30) 

),(00 rWW
Rr

z 

 ,   ),(00  rzz  ,                          (4.31) 

),(
00  rzzxz   ,  ),(

00  ryzyz   ,                           (4.32) 

Функция n , удовлетворяющая уравнению Лапласа в области ограниченной по-

верхностями в цилиндрических координатах 0; ,z z e   hRR  12  должны 

удовлетворять условиям  

11
WW Rz  ,  22

WW Rz  ,  00 



z

z

W
,  0




lz

z

W
,   (4.33) 

)(

2

12

1

2

2

1 WW

R

R
n

R
n

WW 





                                     (4.34) 

3 случай. Первую зону выработки представим в виде полупространства с кри-

вой линией раздела краевых условий при задании на всей границе напряжений, 

ослабленной выработки. Тогда имеем уравнения равновесия в виде:  

 

0)2( 






















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G

r

e
G z 




 ,  0)2( 




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















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G

r

e
G zr 


 , 

0
(1

)2( 




























 r

r

r

r
G

z

e
G , где 

r

W

z

U









 ,  























U

r

rV

r
z

)(1 ,            (4.35) 

z

V

r

W
r












 , 

z

W

r

V

rr

rU


















)(
 ,  

)1(2 


E
G , 




21


E
.  коэффициент Пуассо-

на, G  модуль сдвига; 

)(02 rzz    ,  )(0 r
Rz

zz  

  , )(0 rWU

Rz
zz 

              (4.36) 

Определение формы критической деформации первой зоны выработки из 

случаев 1, 2 и 3 дает возможность решить поставленную задачу о выпучивании 

выработки в массиве горных пород с учетом начальных неправильностей. 

Учет влияния начальных неправильностей, в форме срединной поверхно-

сти второй зоны выработки, можно определить из работы [25] по аналогии: 

 
2

2 2 22 2 2 2 2
2 2 0 0 0

2 2 2 2 2
[ 2 ]

W W Ww W W W W
F Eh

x y x y x y x y y y x

         
         

             
, 
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2 22 2 2 2 2
2 2 2 0 0

2 2 2

22 2

0

2 2 2

1 2

k

W WEh F W F W
D

y x x y x y x y

WF W
q

x y y




         
            

            

  
   
   

,                     (4.37) 

где функция перемещения   связана с прогибом W  зависимостью:  


 








 2

2
22 1

h
W .                                (4.38) 

Здесь D цилиндрическая жесткость, E  приведенный модуль упругости, 

  коэффициент поперечного сдвига заполнителя, W дополнительный про-

гиб, 0W начальный прогиб срединной поверхности, h суммарная толщина, 

kq критическая нагрузка поперечного сечения, q равномерно  распределен-

ная нагрузка. 

В нашем случае возможны следующие предположения: 

А) fWW 0 , где constf                                            (4.39) 

В)  kqAW                               (4.40) 

Задавая возмущения поперечного сечения выработки  в виде: [7], [20]. 

   









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


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
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R
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fV

R
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R
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fU

sincos

,coscos

,sinsin

2

1

,                        (4.41) 

где fff ,, 21 стрела прогиба формулы поперечного сечения выработки в резуль-

тате искажения, n число полных волн искаженной поверхности вдоль окруж-

ности, m  волновое число вдоль длины выработки, выбирая аппроксимирую-

щее  выражение для  прогиба W  в виде: 











R

x

R

y
fW

 2sinsin                         (4.42) 

найдем стрелу прогиба: 
3

4

4

4
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)(4
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R
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h
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

                           (4.43) 

h

R
qxY k*)(  . При этом, если 2n  получается овальная форма (прямоугольная), 

3n - конусообразная (треугольная), 4n - трапециевидная форма.  

Толщина второй зоны выработки определяется по формуле из работы [21]: 

  

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        (4.45) 

здесь N усилие, находящийся на единицу ширины, 1h толщина 1-ой зоны 

выработки, 3h толщина второй зоны, h общая толщина, m число полуволн, 

2

2

GL

Bh
K


 ,

2

3

1 


Eh
B , 0f стрела начальной неправильности, kf стрела началь-

ного кососимметричного прогиба, cf стрела начального симметричного про-

гиба. 

III-этап. Установление устойчивости выработки под действием неравно-

мерных поперечных сил прямоугольной, треугольной и трапециевидной эпю-

ры.  

- Выработку в толще горных пород можно представить в виде многослойной 

анизотропной оболочки типа Тимошенко в нелинейной постановке с конечны-

ми деформациями, исходя их анализа керн разведочных скважин или нарезных 

выработок. 

- Расчеты, приведенные с помощью компьютерных программ для случая осево-

го сжатия выработки в массиве горных пород при конечных деформациях, по-

казали, что точное удовлетворение граничными условиями  уравнении совме-

стности деформации приводит к некоторому снижению критической нагрузки  

по сравнению с известными решениями для тех же параметров прогиба. Удер-

жание более 7 (семь) членов параметров прогиба при конечных деформациях 

требует необходимости использовать критерии корректности нелинейных со-

отношений при больших прогибах. 

В случае, когда неравномерное поперечное давление, в вышеуказанных 

случаях, критические значения по нелинейной теории отличается от величины 

критических значений расчетных формул от 3% до 6%. Изменение относитель-

ности толщины рыхленного массива зависит так же от относительной жестко-

сти отрабатываемого материала. 

IV-этап. Выпучивание выработки в массиве горных пород под действием не-

равномерных поперечных сил по критическим деформациям с начальной не-

правильностью. 

На основании предположении II-этапа записать уравнение возмущенного со-

стояния второй зоны выработки из рассмотренных моделей и вместо критиче-

ской силы kq  взять одно из значений в зависимости от граничных условии и по-

становки задач. 

V-этап. Анализ численных результатов и построение графика изменения 

прогиба   )(xW  срединной поверхности второго слоя (рыхленного) выработки в 

зависимости от физико-механического свойства отрабатываемого материала. 

VI-этап. Математическая постановка задачи и ее внедрение в учебный 

процесс.  

1) Найти частное решение неоднородного дифференциального уравнения 4-го 

порядка моделей Б-1-Б-7 при следующих граничных условиях: 



104 

 

А) 0W ,  0
2

2


dx

Wd
 при  xx ;0  шарнирно  закрепленный край; 

В) 0W ,  0
dx

dW
 при  xx ;0  скользящий заделанный край; 

С)  0
2

2


dx

Wd
; 0

3

3


dx

Wd
 при  xx ;0  свободный край; 

Д)  0W ,  0
dx

dW
 при  xx ;0  смешанный край; 

2) Составить пакет программных документов для численного решения постав-

ленной задачи (частное решение) моделей Б-1-Б-7. 

)()( xfqxW k        (4.46) 

При constghqk   , где МПАg 210)2,37,2(  .  9,03,0  , мР )1000750(  , где 

g усредненный объемный вес вышележащих ненесущих слоев, H глубина 

выработки,  коэффициент бокового давления. 

Если от 410)65( E  до МПА410)1210(  , то массив крепких пород; если от 
410)3,2(E  до МПА410)6,5( , то массив средней прочности, такие как Текели (Ка-

захстан), Сумсар (Кыргызстан), Хайдархан (Кыргызстан). Для крепких пород: 

Трудовое (Россия), Учкашкан (Россия), Монблан (Франция); 

3) Сравнить полученные числовые результаты с численными результатами ана-

логичных программных документов по формуле   

)()( xfqxW
k

             (4.47) 

где 
3 5 5

2 2 2

3 3 3

2 2 24 4 4
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5 3 3
22 4 2

1
1,85

(1 )

h

Eshh

h L R 






 прямоугольный эпюры                        (4.48) 

 

5 3 5
22 4 2

1
2 0,85

(1 )

h

E Rshh

Lh R 







 треугольный эпюры                             (4.49) 

 

5 3 5
22 4 2

1
4 0,85

3 (1 )

h

E Rshh

Lh R 



 


 трапециевидной эпюры                    (4.50) 

 

4) Составить программу при заданных данных (из задачи №1 и №2). 

5) Составить программу для определения толщины рыхленного массива. 

6) Решение первой (основной) и второй (обратной) задачи геомеханики 

применительно к  выработкам методом интегральных преобразовании. 

Краткое обоснование моделей Б-1 и Б-2. 1-случай Модель Б-1. 

Рассмотрим одиночную выработку в виде трехслойной цилиндрической 

оболочки длиной – l, толщиной – h, радиусом – R, под действием собственного 

веса – q. 
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В общем случае толщина – h и цилиндрическая жесткость EJ есть переменная 

величина. Тогда уравнение равновесия будет 
4

4

d w
EJ q

dx
  .                                                            (4.51) 

Данное дифференциальное уравнение рассмотрено в курсе сопротивления ма-

териалов для изотропной балки. 

Дифференциальное уравнение круглой цилиндрической оболочки (трубы) из 

изотропного материала с постоянной толщиной будет: 
4

4

d w
D q

dx
  ,                                                      (4.52) 

где                        

 

3

212 1

Eh
D

v



.                                                          (4.53) 

Общее решение  будет 

4 3 2

1 2 3 4

1 1

24 6 2
êð

Q
W x C x C x C x C

EJ
      .                     (4.54) 

Здесь произвольные постоянные 1 2 3 4, , ,C C C C  определяются из четырех гранич-

ных условий. Причем на каждом крае выработки могут быть поставлены два 

граничных условия.  

2-случай Модуль Б-2. Теперь рассмотрим выработку под действием собствен-

ного веса, находящейся на упругом основании типа Винклера  
4

4

d w
EJ kw q

dx
   ,                                                 (4.55) 

где k – коэффициент сопротивления среды. 

Перепишем (4.55) в виде 
4

4

d W k q
W

dx EJ EJ
                                                        (4.56) 

 

Решение (4.56) как линейно неоднородного уравнения 4-го порядка запишем в 

виде 

     0 1W x W x W x  ,                                                   (4.57) 

где  0W x  - общее решение однородной части 
4

0
04

0
d W k

W
dx EJ

  ,                                                      (4.58) 

а  1W x - какое-нибудь частное решение неоднородного уравнения. Общее ре-

шение однородной части ищем в виде   

 0

xW x e                                                            (4.59) 

и составим характеристическое уравнение 

4 0
k

EJ
   .                                                         (4.60) 
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Откуда, на основании формулы решения двучленного уравнения получим 

4
2 2

cos sin
4 4

k m m

EJ

   


  
  

 
                               (4.61) 

0,1,2,3.m   Тогда общее решение однородного уравнения будет 

     0 1 2 3 4cos sin cos sinx xW x e C x C x e C x C x        ,      (4.62) 

где 4
k

EJ
  . Частное решение  1W x  ищем методом вариации произвольно по-

стоянных и составим систему уравнений: 

       1 2 3 4cos sin cos sin 0,x x x xe x C x e x C x e x C x e x C x                 

       

       

1 2

3 4

cos sin cos sin

cos sin cos sin 0,

x x

x x

e x x C x e s x x C x

e x x C x e x x C x

 

 

     

      

      

       
 

       

       

2 2

1 2

2 2

3 4

2 sin 2 cos

2 sin 2 cos 0,

x x

x x

e x C x e x C x

e x C x e x C x

 

 

   

   

     

      
 

           

           

3 3

1 2

3 3

3 4

2 cos sin 2 cos sin

2 cos sin 2 cos sin

x x

x x

e x x C x e x x C x

q
e x x C x e x x C x

EJ

 

 

     

      

       

        
   (4.63) 

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения будет 

 

 

1 2 3 4

4

cos sin cos sin

5sin 2 5sin cos 1,
20

x x x x

x

W x C e x C e x C e x C e x

qe
x x x

EJ

   



   

  


 



    

  
    (4.64) 

где  

4 k

EJ
                                                                  (4.65) 

4

4 2

d W W
D Eh q

dx R
   .                                                     (4.66) 

Общее решение: 

     0 1W x W x W x                                                      (4.67) 

Общее решение однородной части: 

     0 1 2 3 4cos sin cos sinx xW x e D x D x e D x D x                  (4.68) 

 24
1

3 1 v
Rh

                                                         (4.69) 

Частное решение неоднородного уравнения  

   
2

1

R
W x e x

Eh


                                                        (4.70) 

Тогда внутренние усилия в виде: 

    ,sincossincos2 3412

2

1 xDxDexDxDeDM xx    
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        2

1 2 1 1 2 4 3 3 42 cos sin cos sin ,x xQ D e D D x D D x e D D x D D x                    

      2 1 2 3 4cos sin cos sin .x xEh
N e x R e D x D x e D x D x

k

              (4.71) 

Если рассмотрим отдельно однородное дифференциальное уравнение 
4

0
04

0
d W k

W
dx EJ

  , решение его ищем в форме, соответствующей принятому ха-

рактеру выпучивания выработки, например,   sin
m x

W x A
e


 , подставляя по-

следнее выражение в уравнение (4.71) и приравнивая нулю, множители при 

sin
m x

e


 получим  

4
4 4 4 4

4
4 4 4 2 2

.kp

m e Eh Eh
k M

e D e D e D R D R

  



 
        

 
                      (4.72) 

Итак,            

2

Eh
k

R
                                                        (4.73) 

Во многих исследованиях [86-89] и др. для составления уравнения равновесия 

оболочки постоянной толщины принимают дифференциальное уравнение вида  
4

4 2
0

d W Eh
D W

dx R
                                                          (4.74) 

Это есть частный случай уравнения равновесия выработки, когда слой отработ-

ки есть изотропный с постоянной толщиной. При этом частное решение берут 

из эксперимента. 

В качестве примера рассмотрим выпучивание горизонтальной выработки под 

действием собственного веса. 

1 2 30; sin ; cosq q q q q                                         (4.75) 

где q  – вес элемента выработки единичной площади. Тогда уравнения равнове-

сия выработки:  

  43

2

2

3

1

4

4 2

1

6

1
CxCxCxCx

EJq

q
xW 

                  (4.76) 

Произвольные постоянные 1 2 3 4, , ,C C C C  определим из граничных условий: 
2

0 02

2

2

0, 0

0, 0

x x

x l x l

W
W

x

W
W

x

 

 


 




 



                                               (4.77) 

После преобразований получим: 

  4 3 32
24

q
W x x lx e x

EJ
                                      (4.78)  

Далее, будем считать, что при отработке первой зоны выработки пусть 

впереди имеем зону повышенного напряженно-деформированного состояния.  
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Однако переход от устойчивого положения к возмущенному состоянию 

происходит как сближение первой зоны ко второй зоне в виде симметричной 

волнистости. 

Тогда общее решение выпучивания выработки по аналогии работы [89] 

имеет вид: 

 

 

1 2 3

4 4

cos sin cos

sin 5sin 2 5sin cos 1 ,
24

x x x

x
x k

W x C e x C e x C e x

q e
C e x x x x

EJ

  




  

  







   

   
  (4.79) 

где  

4 k

EJ
  ,                                                                  (4.80) 

kq - критическая нагрузка, при граничных условиях: 
2

2
0, 0

d w
W

dx
   при 0;x x l                                           (4.81) 

Математически это означает, найти частное решение выпучивания  выработки, 

когда торцевое поперечное сечение  шарнирно закреплено. Ниже приводится 

решение. 

  0 1 3 1 32 4
0

24 24

k k
x

q q
W x C C C C

EJ EJ 
                         (4.82) 

 

   

1 2 3

4 4

1 2 2 1 4

cos sin sin cos cos sin

sin cos 7,5sin 2 1 15 cos2
24

cos sin

x x x x x x

x x x x

x x x

w
C e x e x C e x e x C e x e x

x

q
C e x e x e x e x

EJ

e C C x e C C x e C C

     

   

  

           

       


    

 

   




                 

              

        

 

3 3 4

3

cos sin

15cos2 7,5sin 2 1
24

x

xk

x e C C x

q
x x e

EJ





  

 






  

  

 

Итак,  

       1 2 2 1 4 3 3 4cos sin cos sinx xw
C C x C C x e C C x C C x e

x

       
              

 3
15cos 2 7,5sin 2 1

24

x

kq e
x x

EJ



 




                              (4.83) 

0 1 2 3 4 4

2
0

3

k
x

qw
C C C C

x EJ



     


                          (4.84) 

       

       

 

2
2 2

1 2 2 1 1 2 2 12

2 2

4 3 3 4 4 3 3 4

2 2

sin cos cos sin

sin cos cos sin

15cos2 7,5sin 2 1 30sin 2 15cos2
24 24

x x

x x

x x

k k

w
Ñ Ñ x C C x e C C x C C x e

x

C C x C C x e C C x C C x e

q e q e
x x x

EJ EJ

 

 

 

     

     

   
 



 

 


               

               

      

   

 

2 2

1 2 3 4 2
2 sin 2 cos 2 sin 2 cos

24

30cos2 22,5sin 2 1

x
x x k

x

q e
C x C x e C x C x e

EJ

x x


      



 






      

  
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Итак,  

  

   

 

2
2 2

2 1 3 42

2

2 cos sin 2 sin cos

30cos2 22,5sin 2 1
24

x x

x

k

w
Ñ x C x e C x C x e

x

q e
x x

EJ

 



     

 







    



  
 (4.85) 

2

0 2 42 4

31
0

48

k
x

qw
C C

x EJ



    


                                     (4.86) 

Аналогично:   0;x lW x    

     1 2 3 4 3
cos sin cos sin 7,5sin 2 1

24

l
l l kq e

C l C l e C l C l e l
EJ


       




         (4.87) 

В частности, когда 0
R

L
   и 0,25

R

L
 , то выработку можно рассматривать как 

бесконечную, т.е. длинную. Следовательно, при условии 

1 2cos sin 0C l C l                                                       (4.88) 

найдем граничное условие 0;x l

w

x






                                           

       

 

1 2 2 1 4 3 3 4

3

cos sin cos sin

15cos2 7,5sin 2 1
24

l l

l

k

C C l C C l e C C l C C l e

q e
l l

EJ

 



     

 






             

  
 

В частности    1 2 2 1cos sin 0C C l C C l                          (4.89) 

Тогда найдем граничное условие по аналогии: 
2

2
0;x l

w

x






 

   

 

2 2

2 1 3 4

2

cos sin sin cos

30cos2 22,5sin 2 1
24

l l

l

k

Ñ l C l e C l C l e

q e
l l

EJ

 



     

 






   

   
         (4.90) 

В частности 

2 1cos sin 0C l C l                                                    (4.91) 

 

тогда найдем граничное условие. В случае шарнирно закрепленного края име-

ем: 

1 2 40
0,

24

k

x

q
W C C

EJ
                                                  (4.92) 

2

2 42 4

0

31
0;

48

k

x

qw
C C

x EJ



   


                                         (4.93) 

 
3 4 4

7,5sin 2 1
0; cos sin

24

k

x l

q l
W C l C l

EJ


 




            (4.94) 

 2

3 42 4

30cos2 22,5sin 2 1
0; sin cos

24

k

x l

q l lw
C l C l

x EJ

 
 




 
   


     (4.95) 
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или 
0 1 3 4

0,
24

k
x

q
W C C

EJ
     . 

2

2 42 4

31
0;

48

k
x l

qw
C C

x EJ



   


 

 
3 4 4

7,5sin 2 1
0; cos sin

24

k

x l

q l
W C l C l

EJ


 





    

 2

3 42 4

30cos2 22,5sin 2 1
0; sin cos

24

k

x l

q l lw
C l C l

x EJ

 
 




 
   


   (4.96) 

Откуда: 
3 4 1

3 4 2

cos sin

sin cos

C l C l a

C l C l a

 

 

 


 
, 

 

 

1 4

2 4

7,5sin 2 1

24

30cos 2 22,5sin 2 1

24

k

k

q l
a

EJ

q l l
a

EJ





 









   


 

1
cossin

sincos


ll

ll
D





 

lala
la

la
D 




sincos

cos

sin
21

2

1

3 




 

1D   

lala
l

l
D 




sincos

sin

cos
12

2

1

4 

 
Откуда  

3 1 2

4 1 2

cos sin

sin cos

C a l a l

C a l a l

 

 

 


 
                                             (4.97) 

1 1 2 4

2 1 2 4

cos sin
24

31
sin cos

48

k

k

q
C a l a l

EJ

q
C a l a l

EJ

 


 



   



   


                                  (4.98) 

где  1 4
7,5sin 2 1 ,

24

kq
a l

EJ



    2 4

30cos2 22,5sin 2 1
24

kq
a l l

EJ
 


     

Имеем: 

 ;sincossin2sin5,22sin2cos30cos2sin5,7
24 43 llllllll

EJ

q
С k 




 

 4 4
7,5sin 2 sin 30cos2 cos 22,5sin 2 cos cos sin ;

24

kq
Ñ l l l l l l l l

EJ
       


       (4.99) 

 

 ;1sincossin2sin5,22sin2cos30cos2sin5,7
24 41  llllllll

EJ

q
С k 

  

 .5,15sincoscos2sin5,22cos2cos30sin2sin5,7
24 42  llllllll

EJ

q
С k 

  
Применение интегрального преобразования Фурье к уравнениям равновесия и 

сплошности приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению чет-

вертого порядка относительно преобразованного напряжения. 
2 4: 2 0

IV

y y y y                                                  (4.100) 

2

1 1
,x y xy y

i
   

 
                                                 (4.101) 
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В первом предположении начнем рассмотрение случая, когда граничные значе-

ния напряжения 
y  симметричны по координате y , а граничные значения 

xy  

антисимметричны по y . Это означает, что в противоположных точках границ 

полосы  0 ,x x y R    напряжения имеют одинаковую величину, причем нор-

мальные напряжения имеют противоположные направления, в то время как ка-

сательные напряжения направлены в одну сторону. 

Разумеется, надо предположить, что приложенные к полосе внешние усилия 

 

 

y y R

y Rxy

f x

g x











 
                                                         (4.102) 

уравновешиваются: это в данном случае 

  0g x dx





                                                                 (4.103) 

 

Переходя к решению задачи, возьмем общий интеграл уравнения  в форме 

функции, четной по координате y , 

   y A ch y B ysh y                                               (4.104) 

и, рассматривая верхнюю половину полосы  0 y R  , определим величины А и 

В из преобразованных по Фурье граничных условий 

   ,y y R xy y Rf g                                               (4.105) 

Так как 

 
1

,xy Ash y B ych y sh y
i

                                       (4.106) 

то для известных А и В получается следующая система уравнений: 

 

,

,

Ach B sh f

Ash B ch sh g

  

   

 

  
                                                 (4.107) 

из которой находим 

 
2 ,

2 2

2 ,
2 2

f ch sh gi sh
A

sh

f sh gich
B

sh

    

 

 

 

 




 




                                        (4.108) 

где введено обозначение 

b                                                                       (4.109) 

Таким образом, полное решение поставленной задачи дается формулами 

 
1

2 ,
2

i x

x Ach y B ysh y ch y e d     








       
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 

 

1
,

2

1
.

2

i x

xy

i x

y

Ash y B ych y sh y e d
i

Ach y B ysh ye d





     


    














    

 




               (4.110) 

 

Исследуем теперь сходимость входящих в полученное решение  интегралов в 

точке 0  , где знаменатель в формулах (4.108) обращается в нуль (сходимость 

при    очевидна). 

Нетрудно видеть, что условием сходимости при 0   будут требования ограни-

ченности величин А(0) и В(0), что в свою очередь приводит к условию 

 0 0.g                                                                   (4.111) 

Но так как    
1

,
2

i xg g x e dx






   то последнее условие выполнено, ибо оно 

совпадает с условием статики. Аналогичным образом может быть получено 

точное решение соответствующей антисимметричной задачи, когда граничные 

значения напряжения 
y  антисимметричны, а значения 

xy  симметричны по ко-

ординате y . Условия статики в этом случае имеют вид: 

     0, 0f x dx xf x bg x dx

 

 

                         (4.112) 

и могут быть записаны еще в следующей форме: 

   00 0, 0 .
d f

f ibg
d




                                          (4.113) 

Так как в рассматриваемом случае напряжение 
y  является нечетной функцией 

переменной y , то общий интеграл уравнения следует выбрать в таком виде: 

    ,y C sh y D ych y                                             (4.114) 

причем достаточно рассмотреть только область  0 y R  . Составляя выраже-

ние для преобразованного касательного напряжения  

 
1

xy Cch y D ysh y ch y
i

                                         (4.115) 

и подставляя (4.114) – (4.115) в преобразованные граничные условия, мы при-

дем к следующей системе уравнений относительно неизвестных величин C и D:  

  ,

,

igchshDCch

fchDCsh









 
b                                                                   (4.116) 

решая которую, найдем 

 
2 ,

2 2

2 .
2 2

f sh ch gi ch
C

sh

f ch gish
D

sh

    

 

 

 

 




 




                                         (4.117) 

Окончательные значения искомых напряжений будут 
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 

 

 

1
2 ,

2

1
,

2

1
.

2

i x

x

i x

xy

i x

y

Csh y D ych y sh y e d

Cch y D ysh y ch y e d
i

Csh y D ych y e d







     


     


    




















     

    

 







  (4.118) 

Полученные данные выпучивания выработки в зависимости от формы попе-

речного сечения   (прямоугольной, треугольной и трапециевидной) с симмет-

ричной и кососимметричной волнистостью приведены на рисунках 4.2 – 4.10. 

 

 

 
 

Рисунок 4.2 – Основная форма 

 
 

Рисунок 4.3 – Расчетная форма (кососимметрическая волнистость) 
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Рисунок 4.4 – Расчетная форма (симметрическая волнистость) 

 

 
 

Рисунок 4.5 – Выпучивание выработки в короткой части, лежащей на основа-

нии типа Фойхта, 9,06,0   

 

 
 

Рисунок 4.6 - Выпучивание выработки для средней части, лежащей на основа-

нии типа Фойгта, 6,03,0   
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Рисунок 4.7 - Выпучивание выработки для длинной части, лежащей на основа-

нии типа Фойхта, 3,01,0   

 

 
Рисунок 4.8 - Выпучивание выработки,  лежащей на основании типа Винклера 

и Пастернака, 3,01,0   

 

 
 

Рисунок 4.9 - Выпучивание выработки,  лежащей на основании типа Винклера 

и Пастернака, 6,03,0   
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Рисунок 4.10 - Выпучивание выработки,  лежащей на основании типа Винклера 

и Пастернака, 9,06,0   

 

Анализ первой основной задачи показывает: 

- при прямоугольной форме деформации, когда критическая деформация воз-

растает от 0,1 до 0,15% под действием поперечной нагрузки и падает от 0,5 до 

0,4 % под действием осевых сил, а модуль упругости изменяется в пределах 

AME  410)0,36,0( , за внешнюю поперечную нагрузку можно принять дейст-

вие внешнего давления, равномерно распределенного по всей длине. 

Для обеспечения устойчивости выработки, при действии равномерной нагрузки 

для критического значения силы в инженерных расчетах можно принять фор-

мулу  

 

2/3

4/321

85,0












R

h

L

Eh
qB


                                                (4.119) 

где   - коэффициент Пуассона, E  - модуль упругости, h  - толщина, RL,  - длина 

и радиус первой зоны выработки. 

Полная критическая нагрузка, действующая на выработку будет: 

 

2/3

4/321

85,02














R

hEhR
QB




                                                (4.120) 

Критическое значение внешнего давления, линейно изменяющегося по длине 

пояса загружения и в срединной части выработки будет: 

 
,

1

85,0
2/5

4/32




























R

h

b

L

L

RE
qB



(4.121) 

 
.

1

85,0

3

8
2/5

4/32




















R

h

L

RE
qB


                                   (4.122) 
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 - при треугольной форме деформации, когда критическая деформация падает 

от 1,2 до 0,8% под действием объемных сил и возрастает от 0,1 до 0,15% под 

действием поперечной нагрузки, а модуль упругости изменяется в пределах 

AME  410)0,36,0( , за внешнюю поперечную нагрузку можно принять дейст-

вие внешнего давления линейно изменяющейся по длине (случай треугольной 

эпюры внешней нагрузки). В инженерных расчетах можно принять формулы: 

 

2/5

4/321

85,02






















R

h

L

RE
qB


                                            (4.123) 

Критическое значение внешнего давления, линейно изменяющегося по длине 

пояса загружения и в срединной части выработки будет 

 
,

1

85,0

3

8
2/5

4/32


















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R

h

L

RE
qB


(4.124) 
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4/32
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
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








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




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b

L

L

RE
qB


                    (4.125) 

-  при трапециевидной форме деформации, когда критическая деформация воз-

растает от 0,1 до 0,15 % под действием поперечной нагрузки, падает от 0,5 до 

0,4 % под действием осевых сил и от 1,2% до 0,8% под действием объемных 

сил, а модуль упругости изменяется в пределах 410)0,36,0( E  МПА, за внеш-

нюю поперечную нагрузку можно принять действие внешнего давления, ли-

нейно изменяющегося по длине (случай трапециевидной эпюры внешней на-

грузки). В инженерных расчетах принять формулы: 

 

2/5

4/321

85,0

3

4




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


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
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E
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
                                     (4.126) 

Критическое значение внешнего давления, линейно изменяющегося по длине 

пояса загружения и в срединной части выработки будут: 

 
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1
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2/5

4/32

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
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                 (4.127) 
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R
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L

RE
qB


                                          (4.128) 

Эти формулы выведены из условия равенства грузовых площадей. 
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4.2.  Расчеты выпучивания выработки в массиве горных пород, находя-

щейся на упруго-вязком основании типа Пастернака под действием попе-

речной силы 

 

Предполагаем, что материал каждого слоя в процессе  деформации остает-

ся упругим, что прогиб в продольном направлении симметричный или косо-

симметричный в зависимости корректирующих коэффициентов от составных 

частот поперечного сечения, от волнового числа в продольном направлений и 

стрелы прогиба, что амплитуда прогиба слоя имеет тот же порядок величины, 

что и толщина второй зоны выработки, а выпучивание во второй зоне и появле-

ние новой поверхности аналогично синклинальной и антиклинальной видам за-

рождающихся  складок. Так же будем считать, что при отработке первой зоны 

выработки впереди имеем зону повышенного напряженно-деформированного 

состояния. Переход от устойчивого положения к возмущенному состоянию 

происходит как сближение первой зоны со второй зоной. 

Рассмотрим устойчивость выработки, находящейся на основании типа Кельви-

на-Фойхта. Решая характеристическое уравнение    

,04 
EJ

K

EJ



                                                         (4.129) 

где K - коэффициент сопротивления среды,   коэффициент  Пастернака, для 

изотропного тела 

4
32

33

2 )(
,

EJR

hE

R

EJ

R

Eh
K   .                                        (4.130) 

Получено общее решение колебания  

2 1

2

3 2 4 2 3 1 2 2( ) ( cos sin ) ( cos sin ) ( )
x x qR

W x C x C x C x C x l x
Eh

             

 (4.131) 

По реальным граничным условиям:  

A) 
2

2
0, 0

d W
W

dx
   при 0; ;x x l   шарнирно-закрепленный край; 

B) 0, 0
dW

W
dx

   при 0; ;x x l   скользящее заделанный край; 

C) 
2 3

2 3
0, 0

d W d W

dx dx
   при  0; ;x x l   свободный край 

 

 

(4.132) 

найти выпучивание выработки затруднительно, так как в граничных условиях 

напряжения 
y симметричны по координате y , а граничные значения 

xy  анти-

симметричны по y . При этом сохраняется парность касательных напряжений, а 

в рассматриваемом случае напряжения 
y антисимметричны, 

xy  тоже анти-

симметричны по координате y . Парность касательных напряжении не сохраня-

ется. 

Поэтому для удобства выкладок разобьем поставленную задачу на две: выпу-

чивание выработки в толще горных пород, находящейся на основании типа 
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Винклера и выпучивание выработки в толще горных пород, находящейся на 

основании типа Пастернака.  

Начнем рассмотрение со второго случая при граничных условиях: 
3

03

3

3

(0) 0, 0

( ) 0, 0

x

x l

d W
W

dx

d W
W l

dx






  


 


                                                (4.133) 

Рассмотрим общее решение выпучивания выработки с начальной симметрич-

ной волнистостью в виде (4.129). 

EJ

q

dx

dW

EJdx

Wd k


4

4

                                                     (4.134) 
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и с кососимметричной  волнистостью в виде  
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где  

3
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
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Сначала, рассмотрим выпучивания выработки с кососимметричной волнисто-

стью (4.136), при граничных условиях (4.133). Предположим условие на 

бесконечности для  W x  и  W x , как для реальной механики, тогда 
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Из граничных условий имеем: 

 





























0)
2

3
sin

2

3
cos(

,0

,0

,0

43
2

2

2

2

32

2

21

blCblCC

Eh

qR
bC

CC

l
Eh

qR
CC

l
b

bl

bl





 

Преобразуем: 
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Итак 
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Итак: 
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Далее, для определения НДС и критической силы по критическим деформаци-

ям трапециевидной формы применим метод интегральных преобразовании в 

геомеханике. 

- Граничные условия, очевидно, в этом случае имеют вид 

)()0( rrz                                                                        (4.142) 

)()0( / rWu Rzz  ,    )()0( / rRzz   ,                                              (4.143) 

где zr ,, цилиндрические координаты;  

- Уравнения равновесия выработки в перемещениях 
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)1(2 v

E
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
  - модуль сдвига, 

v

E
 . Интегрируем методом интегрального преоб-

разования (4.143) - (4.145) с применением через некоторые типы особых гармо-

нических функций. Затем определим НДС и форму критической деформации в 

поперечном сечении первой зоны выработки. 

Решение. Для сведения рассматриваемой задачи к краевым задачам теории по-

тенциала используем представление упругих смещений и напряжений через 

гармонические функции Папковича - Нейбера. 
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v  - коэффициент Пуассона. Теперь для гармонической функции 

z

f
v




 )21( .                                                        (4.147) 

Из граничного условия (4.142) найдем  




 

r

z d )(0 .                                                           (4.148) 

Так, что функция   может считаться найденной в результате решения задачи 

Дирихле для полупространства. 

Исключая далее с помощью (4.147) одну из двух функций Папковича-Нейбера 

(например, f ), находим, что гармоническая функция   должна удовлетворять 

условия на границе полупространства: 
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После определения функций   и   можно разыскать и f , находя
z

f




 и интегри-

руя по z от   до z . Если же функция f  не стремится  к нулю при z , то 

достаточно найти ее производную 










z

dz
zr

f

r

f 2

, так как f  вообще определена с 

точностью до постоянного слагаемого. Последний интеграл сходится, так как 

перемещена ru , следовательно, и величина 
r

f




 стремится к нулю при z . 

Числовые результаты выпучивания выработки в массиве горных пород под 

действием неравномерных поперечных сил по критическим деформациям 
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треугольной формы с начальной кососимметричной волнистостью, 

находящейся на упругом основании типа Пастернака.  

Решение данной задачи по аналогии по критическим деформациям 

прямоугольной формы при граничных условиях 
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дает частное решение 
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 (4.151) 

где 3b
EI


 . 

Для удобства выкладок разобьем поставленную задачу на две: выпучивание 

выработки в толще горных пород, находящейся на основании типа Винклера и 

выпучивание выработки в толще горных пород, находящейся на основании ти-

па Пастернака.  

Начнем рассмотрение со второго случая при граничных условиях: 
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Рассмотрим общее решение выпучивания выработки с начальной симметрич-

ной волнистостью в виде  
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и с кососимметричной  волнистостью в виде  
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 (4.155) 

Сначала, рассмотрим выпучивания с кососимметричной волнистостью (4.154), 

при граничных условиях (4.152). 
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Тогда: 
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- граничные условия, очевидно, в этом случае имеют вид 

)()0( rrz   , )()0( / rWu Rzz  ,  )()0( / rRzz   ,     (4.157) 

где zr ,, цилиндрические координаты; 

- уравнения равновесия выработки в перемещениях 
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Интегрируем методом интегрального преобразования (4.157) - (4.159)  с приме-

нением через некоторые типы особых гармонических функций. Затем опреде-

лим НДС и форму критической деформации в поперечном сечении первой зоны 

поперечного сечения. 

Решение. Для сведения рассматриваемой задачи к краевым задачам теории по-

тенциала используем представление упругих смещений и напряжений через 

гармонические функции Папковича-Нейбера. 
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v  - коэффициент Пуассона. Теперь для гармонической функции 
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Из граничного условия  найдем  




 
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z d )(0 ,                                             (4.162) 

так, что функция   может считаться найденной в результате решения задачи 

Дирихле для полупространства. 
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Исключая далее одну из двух функций Папковича – Нейбера (например, f ), 

находим, что гармоническая функция   должна удовлетворять условия на гра-

нице полупространства: 
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4.3. Расчеты выпучивания выработки в массиве горных пород, находя-

щейся на упруго-вязком основании типа Винклера под действием нерав-

номерного осевого давления Nkp и поперечной силы 

 

Будем предполагать, что материал каждого слоя оболочки  в процессе де-

формации остается упругим и подчиняется обобщенному закону Гука для ани-

зотропного тела. Учет анизотропии материала такие, что они позволяют по аб-

солютному значению сопротивления руд или по отношению сопротивления руд 

к сопротивлению вмещающих пород оценивать форму критической деформа-

ции поперечного сечения и возможную мощность предполагаемых рудных зон. 

Кроме того, будем считать, что при обработке первой зоны выработки 

пусть впереди имеем зону повышенного напряженно-деформированного со-

стояния. Однако переход от устойчивого положения к возмущенному состоя-

нию происходит как сближение первой зоны ко второй зоне в виде с начальной 

симметричной волнистостью (начальная неправильность). 

Тогда общее решение выпучивания выработки по [84] имеет вид: 

   1cossin52sin5
24

sincossincos
44321 


 xxx

EJ

eq
xeCxeCxeCxeCxW

x

kxxxx 







 
где  

4 k

EJ
  .                                                               (4.164) 

Во многих исследованиях, когда слой отработки есть изотропный материал, за 

частное решение неоднородного дифференциального уравнения 
4

4 2

d w w
D Eh q

dx R
                                                         (4.165) 

берут в виде 

   
2

1 .
R

W x l x
Eh


                                                       (4.166) 

Следовательно, общее решение выпучивания выработки и внутренние усилия 

имеют вид: 

   
2

1 2 3 4cos sin cos sinx x x x kq K
W x C e x C e x C e x C e x l x

Eh

                                     (4.167) 

    ;sincossincos2 3412

2

1 xCxCexCxCeDM xx    

 
          ;sincossincos2 43342112

2

1 xCCxCCexCCxCCeDQ xx    
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     2 1 2 3 4cos sin cos sinx x

k

Eh
N q l x R e C x C x e C x C x

K

               (4.168) 

 

где 

 24
1

3 1 v
Rh

                                                          (4.169) 

Граничные условия в виде: 

 

 

2

2
0, 0 0,

0, 0 .

d w
W x ï ðè x

dx

dw
W x ï ðè x l

dx

  

  

                                        (4.170) 

В работе [123] приведено общее решение уравнения равновесия выработки на 

основании формулы 

 

4 3

4 2
,

12 1
k

d w Eh
D q D

dx v
  


                                               (4.171) 

в виде 

  4 3 2

1 2 3 4

1 1
.

6 2

kq
W x x C x C x C x C

EJ
                         (4.172) 

Граничные условия взяты в виде: 

  0,0
2

2


dx

wd
xW   при .,0 lxx                                 (4.173) 

Тогда выпучивание горизонтальной выработки имеет вид 

   xllxx
EJ

q
xW k 332 2                                           (4.174) 

Мы рассмотрим общее решение выпучивания выработки вида (4.165) при гра-

ничных условиях (4.170) с начальной симметричной волнистостью. 

  l
Eh

qR
CCl

Eh

Rq
CCxW

x

2

31

2

310
0 


       (4.175) 
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                        (4.175) 
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 2

43

2
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2
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  .0;0 42

0








CC
x

w

x

                                              (4.176) 

Аналогично:  

      .0sincossincos;0 43210
 



ll

x
elClCelClCxW       (4.177) 

 

В частности, при условии 0sincos 21  lClC   имеем 

0sincos 43  lClC                                          (4.178) 
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;0
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w
  

    
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                             (4.179) 

В частности, при условии 

    0sincos 1221  lCClCC 
 

имеем: 

le
qR

lClC 




2

43 cossin                                            (4.180) 

Таким образом, когда при 0x  - выработка шарнирно-закреплена, когда lx   - 

выработка скользяще-заделана, имеем граничные условия: 
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(4.181) 
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Итак,  
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(4.182) 
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(4.183) 

где
EJ

K
4 .  
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Упругое равновесие под действием заданных усилий на ее границах возьмем в 

виде  

0,0 



















yxyx

yxyxyx


                                 (4.184) 

и условия сплошности 
  0 yx 

                                                                (4.185) 

при граничных условиях 

   xgxf yxyyy   00 , 
                                          (4.186) 

где f и g – заданные функции; 

- общее решение согласно Папковичу-Нейберу, представим  

 

  2
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(4.187) 

где U,V – перемещения,  

210  yxF
 

v – коэффициент Пуассона, G – модуль сдвига; 
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- интегрируем методом интегрального преобразования для второй основной за-

дачи для бесконечной полосы, затем определим НДС и форму критической де-

формации в поперечном сечении первой зоны выработки. 

Решение. Пользуясь производительностью одной из гармонических функций, 

положим, 1 0   и запишем соотношения (4.200) в форме 

               y
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y
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x
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x
GU


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(4.188) 

где                                 

vk 43                                                            (4.189) 

Тогда поставленная задача состоит в нахождении двух гармонических функций 

0  и 2 , удовлетворяющих следующим краевым условиям на границах полосы 

y=0,  y=R: 
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(4.190) 

 

где RR VUVU ,00 ,,  - заданные функции. Представляя гармонические функции 0  

и 2  в виде интегралов Фурье 
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(4.191) 

Получим следующие выражения для упругих перемещений: 
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(4.192) 

Подставляя далее (4.192) в граничные условия (4.190) и разлагая правые части 

последних в интегралы Фурье, мы приходим к следующей системе уравнений 

относительно A, B, C, D: 

 

      ,2

2

,2,2 00

b

b

GBchAshDchshCshch

u
i

G
DshCchBshAch

GBCuGiA













 

 

 

(4.193)_ 

где черта, как обычно, означает преобразование Фурье и положено b  . Ис-

ключая теперь величины А и В с помощью соотношений 

,2,2 00  GCBuGiA 
                                (4.194) 
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приходим к системе двух уравнений с двумя неизвестными величинами C и D 
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Определив из (4.195) значения C и D 
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И подставив их в (4.193) и (4.190) получим окончательное решение задачи. Пе-

ремещение u и v даются формулами (4.188), а напряжения , ,x xy y    выражаются 

через введенные функции 0 1 2, ,    с помощью следующих зависимостей  
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(4.197) 

 

так что для получения напряжений в рассматриваемой задаче достаточно поло-

жить 1 0  . Из корней z i     уравнений 

v

z
shz ,0

43





v

z
shz ,0

43





                (4.198) 

необходимых при вычислении, нужно брать те значения, которые соответству-

ют постановке задачи. 

Заметим, что уравнение 0shz z    относится к случаю задачи, симметрич-

ной относительно средней линии 
2

b
y  , а уравнение 0shz z k     соответст-

вующему антисимметричному случаю. 

Рассмотренная задача относилась к случаю плоской деформации. Для плоского 

напряженного состояния во всех формулах следует величину v заменить на 

1

v

v
. В частности,  будем иметь 

1
0

3

v
shz z

v


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где G  - модуль сдвига, v  - коэффициент Пуассона. Граничные условия  

     , , , , , .z h rz x yz yz h z h z h z h z h
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     (4.202) 

 zr ,,   - цилиндрические координаты; 

- функция W , удовлетворяюща уравнению Лапласа в области, ограниченной 

поверхностями в цилиндрических координатах 

hRRlzzRrRr  1221 ,,0,,  должна удовлетворять граничным условиям: 
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В данной задаче положим  
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Тогда найдем раздельные краевые условия для функции 1  и 2 .  
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Далее вводя вместо 0  еще одну гармоническую функцию  
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Распределяя неизвестную поперечную силу q  по окружности малого радиуса   

и осуществляя предельный переход 0  найдем: 

   

   
.

2

,

2

3

,

2

3
,

2

3

3
22

2

5
22

2

5
22

2

5
22

3

zr

qz

zr

qyz

zr

xqz

zr

qz

yz

zxz





























         (4.208) 

Тогда по критическим деформациям с начальной симметричной волнистостью 

получены результаты рисунка 4.11, с кососимметричной волнистостью – 

рисунка 4.12. 

 

 
Рисунок 4.11 – Симметричная волнистость по всей длине выработки  

E=3*10
-5

, β=0,04, h=750, R=0,1, l=1 

 
Рисунок 4.12 – Кососимметричная волнистость по всей длине выработки 

E=3*10
-5

, β=0,04, h=750, R=0,1, l=1 
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Полученные результаты  показывают: 

Если массив средней прочности, то разница между критической нагрузкой 

прямоугольной эпюры составляет до 6%, а между треугольной эпюры до 1,5%. 

Если массив крепких пород, то разница между критической нагрузкой 

прямоугольной и треугольной эпюры составляет до 20%. 

Толщина рыхленного массива зависит от радиуса отрабатываемого 

материала физико-механических свойств самого массива. При этом: когда 

0,001 0,008
h

R
  , то разница между критической нагрузкой прямоугольной 

эпюры и треугольной эпюры составляет до 1%. Когда 0,01 0,03
h

R
  , то разница 

между критической нагрузкой прямоугольной эпюры и треугольной эпюры 

составляет до 8%, . 

Изменение безразмерной критической нагрузки с увеличением длины 

выработки зависит от начальной неправильности поперечного сечения этой 

выработки (учет начальных деформаций, остаточных напряжений, учет сдвига 

срединной поверхности, граничных условий и т.д.). при этом:  

- для короткой выработки разница между критической нагрузкой 

прямоугольной эпюры и треугольной эпюры составляет до 23%; 

- для выработки средней длины разница между критической нашрузкой 

прямоугольной эпюры и треугольной эпюры составляет до 20%; 

- для длинной выработки разница между 1q  и 2q  составляет до 2,2%, а 

между 2q  и 3q  - до 1,1%. 

Числовые результаты устойчивости выработки, когда толщина рыхлого 

массива составляет 7,5 % от толщины обрабатываемого материала, а диаметр 

выработки составляет 0,002% от длины выработки, показывают: что безразмер-

ная критическая нагрузка падает с увеличением длины выработки, а толщина 

рыхлого массива зависит от толщины отрабатываемого материала и его физи-

ко-механических свойств 2121 ,,, EE . 

Параметр сдвига отработанного слоя выработки существенно влияет на 

критическую нагрузку при его изменении в диапазоне (0,1-1,4)10
-4

МПА, кото-

рый примерно соответствует интервалу значений встречающихся на практике 

выработки. 

При увеличении значений сдвига от (2,4-4)10
-4

 МПА его влияние на пара-

метр практической нагрузки Ркр значительно меньше, но зависит от граничных 

условий на торцах поперечного сечения выработки.   

При защемленной  и скользящей границах радиальная нагрузка сущест-

венно влияет на критическую нагрузку и преобразует картину изменения кри-

тической силы с увеличением размера относительно отверстия; 

Параметр, характеризирующий жесткость несущих слоев, вносит измене-

ния в величины критических усилий при осевом сжатии, когда окружное 

усилие значительно меньше. 



133 

 

Изменение относительной толщины 
R

h
 (0,0005-0,001) 1-случай; (0,001-

0,005) 2-случай; (0,005-0,01) 3-случай, зависит от относительной жесткости jm . 

Учет начальных деформаций увеличивает абсолютную величину критиче-

ской нагрузки у окружного усилия, не более чем на 0,3%. 

Учет сдвига срединной поверхности уменьшает абсолютную величину 

критической нагрузки у окружного усилия на 0,9%; 

Учет величин остаточных деформации увеличивает абсолютную величину 

критической нагрузки окружного усилия не чем на 6%, но значительно умень-

шает критическую нагрузку осевого усилия; 

Когда критическая деформация возрастает от 0,1 до 0,15% под действием 

поперечной нагрузки и падает от 0,5 до 0,4% под действием осевых сил, а мо-

дуль упругости изменяется в пределах (0,6 3,0)E    , то отбрасываемый ма-

териал имеет прямоугольную форму критической деформации, а критическая 

сила рыхлого массива определяется по формуле 
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Когда критическая деформация падает от 1,2 до 0,8% под действием объ-

емных сил и возрастает от 0,1 до 0,15% под действием поперечной нагрузки, а 

модуль упругости изменяется в пределах МПАE )0,36,0(  , то отрабатываемый 

материал имеет треугольную форму критической деформации, а критическая 

сила рыхленного массива определяется по формуле: 
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Когда критическая деформация возрастает  от 0,5 до 0,15% под действием 

поперечной нагрузки и падает от 0,5 до 0,4% под действием осевых сил, от 1,2 

до 0,8%  - под действием объемных сил, а модуль упругости изменяется в пре-

делах  МПАE )0,36,0(  , то отрабатываемый материал имеет треугольную 

форму критической деформации, а критическая сила рыхленного массива опре-

деляется по формуле: 
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Численные результаты показывают, что необходимо дополнительно уста-

новить «вилку» для устойчивости рыхлого массива, внутри которой заключена 

истинная величина критической нагрузки kq , что при разработке рудных ме-

сторождений впереди всегда идет перенапряжение за счет ведения взрывных 

или механических работ, что рыхленный массив между крепями испытывает 

далее состояние демпфирования, за счет которого меняется равновесное со-

стояние. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Выработку в толще горных пород можно представить в виде многослой-

ных анизотропных оболочек типа Тимошенко в нелинейной постановке с ко-

нечными деформациями, исходя из анализа керн разведочных скважин или на-

резных выработок; 

Расчеты, приведенные с помощью компьютерных программ для случая 

осевого сжатия выработки в массиве горных пород при конечных деформациях, 

показали, что точное удовлетворение граничными условиями к уравнению со-

вместности деформации приводит к некоторому снижению критической на-

грузки по сравнению с известными решениями для тех же параметров прогиба. 

Удержание более 7 (семь) членов параметров прогиба при конечных деформа-

циях требует необходимости использовать критерии корректности нелинейных 

соотношений при больших прогибах; 

Выведены формулы, для определения критической нагрузки выработки 

под действием поперечных и осевых сил, с учетом начальной деформации, с 

учетом сдвига срединной поверхности и без учета их. 

Проведен анализ и определена процедура решения задачи на выпучивание 

выработки в горных пород под действием неравномерных поперечных сил по 

критическим деформациям находящейся на оснований типа Винклера, Пастер-

нака и Кельвина-Фойгта.  

Разработана методика решения геометрических нелинейных задач устой-

чивости содержащих в уравнении нечетные частные производные высших по-

рядков параболического типа и составлены механико-математические модели 

выработки с комбинированием методов микромеханики и точечной механики 

(модели Винклера, Максвелла, Фойгта, Пастернака и т.д.), при различных дей-

ствиях внешние нагрузки и комбинированных условиях действия. 

Предложены формулы для определения безразмерной критической 

нагрузки при исключении начальных деформаций, при исключении сдвига сре-

динной поверхности и начальных деформаций, при использований допущения, 

что удлинения и сдвиги малы по сравнению с единицей и  учитываются только 

удлинения и поворот срединной поверхности. 

Получены уравнения возмущенного состояния выработки с начальной 

симметричной или кососимметричной волнистостью, находящейся на упругом 

основании типа Винклера.  

Применен метод интегральных преобразований математической теории 

упругости в теории  горного давления. На сечении выработки после потери ус-

тойчивости поставлены краевые задачи Дирихле, Неймана, и Дирихле-

Неймана.  

Анализ численных результатов выпучивания выработки в массиве горных 

пород, находящейся на основании типа Винклера и Пастернака показывает, что 

построенные кривые соответствуют таким компановкам выработки, для 

которых возможна потеря устойчивости структуры выработки и зоны рыхлого 

массива; уменьшение плотности основания способствует потере устойчивости 
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выработки; максимум выпучивания смещается в направлениям отработки, 

приближаясь к единице; с увеличением толщины рыхленного слоя наблюдается 

переход от внутренней неустойчивости к неустойчивости с длиной полуволны, 

определяемой длиной самой выработки;  при жесткой заделке поперечного 

сечения выработки в сторону отработки, влияние параметра нагружения 

зависит от длины выработки и толщины рыхленного массива и если жесткость 

рыхленного массива меньше жесткости отработки, то при любой жесткости 

основания типа Винклера происходит потеря устойчивости, определяемой 

длиной выработки и видом неравномерного поперечного внешнего давления 

треугольной эпюры. 

Разработана методика расчета прогиба в продольном направлении в зави-

симости от корректирующих коэффициентов, составных частот поперечного 

сечения, волнового числа в продольном направлении и стрелы прогиба. 

Предложены формулы для определения критического значения внешнего 

давления в случае треугольной эпюры внешней нагрузки и в случае внешней 

нагрузки линейно изменяющегося по длине пояса нагружения и в срединной 

части выработки и формулы для определения критической силы рыхленного 

массива при прямоугольной и треугольной форме критической деформации. 

Обоснована необходимость дополнительного установления «вилки» между 

значениями критических сил, определенных по нелинейной теории и предло-

женными расчетными формулами.  Показано, что изменение безразмерной 

критической нагрузки с увеличением длины выработки зависит от начальной 

неправильности поперечного сечения выработки.  

Разработана инженерная методика расчета устойчивости и колебаний 

одиночной выработки в массиве горных пород при эксплуатационных 

нагрузках. 
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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ 

 

В монографии используются следующие сокращения, условные обозначения и 

единицы: 

 

 

 

ВСФ внутренний силовой фактор; 

 

ВСФ внешний силовой фактор; 

НДС напряженно-деформированное состояние; 

НБС начальное безмоментное состояние; 

УД упругая деформация; 

ИФКД изменение формы критической деформации; 

ИФПС искажение формы поперечного сечения; 

расч
R  радиус расчетной деформации, м; 

стат
f  прогиб статический, м; 

дин
f  прогиб динамический, м; 

Е модуль упругости материала оболочки, МПа; 

р внутреннее давление в оболочке, МПа; 

L длина выработки, м; 

h толщина рыхлого массива, м; 

r радиус рудного матeриала (заполнитель), м. 
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